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Tensao

Solido deformavel (V) em equilibrio estatico

Sujeito a forgas de contato: P, P,....

Realize um corte imaginario que passe dentro do corpo



Tensao

Corte imaginario

Vetor tensao em Q no plano de normal n

_ o AF
Pn = 300 AA
Pn =0T

o:tensao normal (perpendicular ao plano da ST)

T: tensao cisalhante (paralelo ao plano da ST) > >

AA: area

Conhecer 3 tensdes em Q: estado de tensao completamente determinado 4

ST: secdo transversal



TENSOES E ESFORCOS SOLICITANTES:
ELEMENTOS LINEARES
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ensoes no plano

Tensao: - =
P=0~+TT

Tensao normal a secéao: O

Tensao paralela a secao: T

pmédia — hmAA—)O

5 AF
A4



ESFORCOS SOLICITANTES

Esforcos solicitantes: forca/momento resultante das tensoes
transferidos para o centroide (G) de cada ST

N: Esforco Normal

V. Esforco Cisalhante
ou Cortante
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ESFORCO NORMAL

AL N={o dd
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G N: ESFORCO NORMAL
/‘*~-§ X o: TENSAO NORMAL




ESFORCO CISALHANTE (Cortante)
] V, =z, d4
\/ g 4

V. =|r. d4
© \ A

Tensao Cisalhante: T




ESFORCOS DE MOMENTO
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MOMENTO FLETOR (M,)

Z

Curvatura em
torno de z




TOTAL DE ESFORCOS (6)

S|




ESFORCOS SOLICITANTES = SISTEMAS PLANOS

Para o caso de cargas/geometria contidas no plano, vamos estudar por agora 3 componentes: M, V e N,

dispensando os indices.
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M: ACI.RO

M : REXAD PAs MOMéfn‘[_o
O
T BRF5 ‘]”E't OR ES](-\ ré

/NTET\’I'JO

Momento traciona as fibras inferiores, em ambos 0s cortes
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Enunciado fundamental

Os esforcgos solicitantes que atuam em uma secéao transversal de uma barra podem ser obtidos cortando
a barra nesta secéo e reduzindo no seu centro de gravidade ou todos os esforcos externos aplicados de
um lado do corte ou entao todos os esforcos externos aplicados do outro lado do corte.

0 2=
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Seja o0 caso:

Exemplo

100 N
l IS

I
T(’)ON T40N

K

K

Corte a esquerda

7m A
dm—F—— 6Mm ———

Corte a direita
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Exemplo

100 N 40N
l 120 Nm

S
2+ ) C '
S T
40 N
T 60 N T4DN 120 Nm

Em ambos os cortes:

Momento traciona as fibras inferiores

Cortante gira a secao no sentido anti-horario



Sentido fisico do momento fletor

e —

Momento traciona as fibras inferiores, em ambos 0S cortes
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Demonstracao

Seja o sistema em equilibrio
de acOes ativas a reativas:

-
F
pd ﬁjr"“‘“--a . > <
o F. Corte na secao S
T
T

/ x){ 3 —
— ; e F
—




Demonstracao /ﬂ-ﬁr..x__h__ L
>
Reducao dos esforcos no CG da secéo: > AHT H“T/
3 I e
: \
w %
— =
. 4
>

parte Il




Demonstracao

Devido ao conceito de acao e reacao:

parte [1

parte 11




Exemplo

Obter os esforcos na secéao S:

S
n I —— 20kN
10 kN
i [m
%
E F
Im
D C
10 kN » y\ A
20 kN

K Im——% Im —% Im-—

a) Calculo das reacoes:

f(%k.\lm
«
10 kN
ilﬂ kN 10 kKN
10 kN >

20 kN

20 kN



Exemplo

b) Corte a esquerda:

Realizando equilibrio estatico no
corpo cortado:

ZFx=0 ZFy=0 ZMS=0

50 KNm

6{](_‘ llU r—\
]
10 g TltﬁlkN

10 kN



Exemplo 2
c) Corte a direita:

60
(" im .

I—»———;n_ <

&

10 >

20

Realizando equilibrio estatico no
corpo cortado:

ZFx=0 ZFy=0 ZMS=0

&

10 >




Exemplo

60(*
T

A secao S esta com os seguintes esforcos solicitantes:

llo r\samm
—
I T 10 kN
10 kN

N, =10 kN
V., =10 kN
M, =50 kNm

(sentidos indicados pelo equilibrio)

10

"
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Diagramas de esforcos solicitantes de estruturas planas

Se se aumentar continuamente o valor da carga P aplicada nesta viga, onde devera ocorrer sua ruptura, ou seja,
onde a viga ira se romper?”

Por que os maiores esfor¢cos nesta viga se darao junto ao engastamento?”

A viga devera se romper junto ao engastamento porque € nesta regiao que ela estara sujeita aos maiores esforcos.



Diagramas de esforcos

Seja a viga em balanco:

S
Corte S numa secao x:

S l D P(l-x) Qq\ \M"‘\

B

N(x) = 0 (nesse exemplo)



Diagramas de esforcos

Graficos que mostram a variacao do esforco normal, cortante e do momento
fletor ao longo do eixo da estrutura

V M

P Pl

0 > 0 >
¥ -

Secédo junto ao engaste € a mais solicitada

*N(x) =0 (nesse exemplo)
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Diagramas de esforcos

Valores plotados sao na direcao perpendicular, ou paralelo ao eixo, conforme
definicdo do esforco

L

M



Diagramas de esforcos - Convencao de sinais

N,

L[ A

Esforco Normal (N)

N (¥ Tracfio

N (=) Compressso

T = e » ]
(a)

(| e O ("

= N (+) Tragdo

N (-) Compressio
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Gira o trecho de barra em que | Gira o trecho de barra em que
Forca cortante atua no sentido horario atua no sentido anti-horario




Diagramas de esforcos - Convencao de sinais

Momento fletor (M)

T

ey,

NN

Momento fletor

=
®

-

MO

Traciona as fibras inferiores da
barra

’/_,.,-"’

barra

M>0

M<O

I?.I'-'RIR

Traciona as fibras superiores da



Diagramas de esforcos - Convencao de sinais

Momento de torcao (T)

4
B S

—

% O 2
] /_\ 7 = < —
< 6431 s ©

O vetor momento tem o sentido | O vetor momento tem sentido
da normal externa a secdo | confrario ao da normal externa a
Momento de tor¢do? transversal em que atua secdo tranversal em que atua

>0 T<0
Rotacionar a secao no sentido anti-horario (T>0)



Exemplo 1

Corte a direita .
Corte a esquerda

200 kNl /—\'150 KNm 150 kNm (‘ T 200 kN

.j j E— < [ 7
100 kN 100 kKN

N =100 kN

' =200 kN

M = —150 kNm
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Diagramas de esforcos - Desenhos

N, V,T>0 s} Desenha acima do eixo

M: =——===) Desenha o lado que traciona,
c/ referencia o eixo da secao

fibras de cima séo tracionadas

fibras de baixo séo tracionadas



Diagramas de esforcos — Exemplo de diagrama

k

A B
/
V“
P
+
U >
0 | X
-Pl
0
- ! >
0 ] X



Exemplo 2: Forca horizontal

/A S B 20 kN
7 < i L.
Z | Por equilibrio estatico
no corpo cortado:
X
A N(x)=-20
m
(a) V(ix)=0
M(x)=20
A S 20
2 T(x)=0.
N (kN) NERE ::-| ‘ : ‘ 20
L] |
v (kN) 0
M (KNm) 0
0

T (kNm)



Exemplo 3: Duas forcas horizontais

:j S50 kN 20 kN
4 | > <
S, S,
A B C
Note que entre AB e BC ha uma forca
X — horizontal concentrada.
K——2m m-— Dividir corte em 2 trechos (S; e S,):
| 20 50
Trecho S;: | < >
A SI
| 50 20
Trecho S,: —> . <



Exemplo 3: Duas forcas horizontais

Por equilibrio estatico
no corpo cortado:

e frecho AB: 0 < x <2m

N(x)=-20+50=30
V(ix)=0
M(x)=0

e trecho BC: 2m < x <4m

N(x)=-20
Vix)=0
M(x)=0

N (kN)

V (kN)

M (KNm)

30

ANNNANANNY

50 kN 20 kKN
— <
B C
K 2m * 2m bl
¢ | |
HERE 20




Exemplo 4: Duas forcas verticais

P P
l l Note que entre AB e BC h4 uma forca
vertical concentrada.
S
i ! B 5 C Dividir corte em 2 trechos (S, e S.):
X 2
a a

P(x- a) P Px

Trecho S, : C C




Exemplo 4: Duas forcas verticais

Por equilibrio estatico no corpo cortado:

etrecho AB O0<xy<ug

e trecho BC a<x < 2a

N(x)=0
V(x)=-F
M(x)==-Fx
Nix)=10
Vix)=-2P

Mx)=—Px— P(x—a)

P P
R
K a 3 a —
P ENE

3Pa

Pa




Exemplo 5: Forca horizontal e vertical

P
H i Px
> A S B f l P
_'..
X H S
[
i L, . H
Por equilibrio estatico >
no corpo cortado: A
N(x)=—-H
N H
V(x)=—P
v P
M(x)=-Px

Pl



Exemplo 6: Momento concentrado

Diagrama de momento fletor: desenha acima do eixo da viga, lado que traciona



Equacao Diferencial de Equilibrio

p{x)dx

|
‘ p(x) ZF‘ =0

M) T Vi + 8V V—p(x)-dx—V +dV)=0

N(x) N{x)+dN{x)
— (] P> |

dVv(x)
M(x) + dM(x) _ .
x | L dx p(x)

=1 dx |

M, =0
Y=o ZM.

dN(x) + p,(x)dx =0 (M +dM)+[p(x)-dx]-dé =M -V -dx=0

2D e e M ()

dx dx

=V(x)

d*M(x)
x>

-p(x)



Equacao Diferencial de Equilibrio

dV(x) _ ) M) oy AM ()

dx dx? dx

a) Casop(x)=0
Sem carga distribuida no trecho x; <x<x,

=V (x)

V(x) = C, =cte — Funcao (diagrama) de esforco cortante constante

M(x) =C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor linear

b) Caso p(x) =p =cte

Carga distribuida uniforme no trecho x;, <x < x,

V(x) =— px+ C,— Funcéo (diagrama) de esforco cortante linear

-
-

MXx)=-p x7 + C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor & parabola

—

c) Generalizacao para V p(x) € imediata



Exemplo 7. Carregamento distribuido constantemente

\ A+

.(.iﬂh

V

£F.0: Nta):-=0
26330: Vf’():-?.’(.
TN,=0° MNrx) \-(19.1.]‘.:('/2-:0

0<:='.<R



Exemplo 7. Carregamento distribuido constantemente

Substituindo valores dos extremos do trecho:

V(x)=—px

7 (0)=0
V(l)=—pl

2
M(x) = —%

M(0)=0

2

pl
M()y=-—
() ;

Diagramas:
P N
Y v v v vy v o
A B X
K / )




Estudo da concavidade de funcoes

Lembrar do calculo:

L | Para o cortante: imediato

Vv

Y'<0 V' 0
Vll{ﬂ

Para o momento, inverte!:

d*M(x)
dx2 - -p(X) M'< 0 M"<0

M">0

M



Estudo da concavidade de funcoes

SEEEE SHEEEY

s

AT

i e

54



Exemplo 8: Viga bi-apoiada

2. Esforcos em cada trecho:

A LP 3 Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:
@\ C A Trecho 1: O<x<a
\ L S ZEeo
a } b
Xy R,—V(x)=0->V(x)=R,
! X

F(x)=P-b/L (constante)

STM,_ =0

o Mx)-R, - x=0->M(x)=R,-x
1. Obter reacoes:

M(x)=P-b-x/L (reta)

Parax =a : M{a)=P-b-allL

P
l Lo
N T B \
D ASANAN
L 1 i
Ra = Pb/L
Rb = Pa/L




Exemplo 8: Viga bi-apoiada

Trecho2: g<x=L

SF,=0

R,-P-V(x)=0->V()=R,-P=P.b/L-P=Pb/L-1)=-P.a/lL

Fi(x)=—F-a/L (constante)

a0 3. Dlagramas:
M(x)+P-(x—a)—R, - x=0=>3M(x)=P-b-x/L-P(x—a) P
M(x)=F-a—(FP-a/L)-x (reta) A i B

PahiL



Exemplo 9: Viga bi-apoiada p(x) =g
9

i J, J, i 1. Obter reacoes:
A
& Zs

I
q
L N T |
T A ¢ i
TRH I TRb=qu2
_ L/2 .
Ra=a™
q I
i L l i M(x) Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:
A <
Ra = quzT © l‘“*’? Trecho Gnico: 0<x<L
‘__X—/EH ZF;_:I:] _._Ra_q_x_lf(x)zﬂ_}Er(x)zﬂa_g_x

VixX)=qg-L/2-g-x (linear)

Zﬁf: =0 — .-".f(x}+{q-x}-:-."E—R:-l':D—r.‘-I{_r):R:-x—q-_'r:: /2

M(x)=(g-L/2)-x—g-x"/2 (parabola)



Exemplo 9: Viga bi-apoiada p(x) =g

3. Diagramas: M ()
dx

L
ZV(x)ZO%q-LIZ—q-xZU%xZE

ML/2)=(q-L/2)-L/2—q-(L/2)*/2 :%

+ e v ]

B

X L




Exemplo 10: Viga em balanco inclinada

Vix') = px'

PIRET 2940 " N1g) 1 o
QS Eﬂsto : Y\(u,] :(—(pil)%

59



Exemplo 10: Viga em balanco inclinada

B

O it



Exercicio para casa: Fazer em entregar pelo Moodle até 27/04

Determinar os diagramas de esforgcos solicitantes

q=1EkN/m
1 | I Il 3kN

3m 3m | 3m . 3m _|

61



Exemplo 11: Viga bi-apoiada e momento concentrado*

Determinar os esforcos solicitantes (M,V e N) na viga AC, sob a acao do binario indicado, onde a barra rigida BD

tem dimensao de 85 cm.

10 kN
Smm
=" —__—__—__—__—__—_-—_?75“‘\6
/S i
10 KN
45 m A
‘3«“
40!
R
N
Ax A % ._A—-
YF=0:>A;=0;XM;=0:-8,5A,=10.0,85- —eT e
A 1

A,=1 kN (1);C,=-1 kN (1)

*Resisténcia do Materiais: Um guia préatico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Exemplo 11: Viga bi-apoiada e momento concentrado*
Dois trechos para realizar os cortes:

Trecho 1: 0 < x < 4,5

YE=0->Vx)=1-V(x)=1LYM;=0:>M(x) =x

Valores nos extremos do intervalo:

Trecho 2: 4,5 < x < 8,5

Y2E,=0>Vx)=1-V(x)=1 X Ms=0:> M(x) =x—8,5

(v) +

(W)

4,5

(kN,m)
*Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Exemplo 12: Viga bi-apoiada e balanco*

Determinar os diagramas de esforcos. Dados q = 28 kN/m e P =5 kN.

Calcular reac0es:

112 kNI q
l_l_l_l_.&,_l_l_l_l_., g,
B 20
A <¥M D
Bx \—é“
L 1m Te 3m Uil D
By 1\Cy

Ficura 1.56B Indicacao das reacoes e forcas resultantes na viga.

(@)

ZFX=O:—>Bx—5-C()520°=O—>Bx=4,7 kN (<)
2M,;=0:—>3~Cy=112-1+1,71~4—>Cy=39,6 kN (T

YF=0:-B,=112+171 39,6=741kN ()

28 KN/m

T .

I1mI 3m ,1m

*Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Exemplo 12: Viga bi-apoiada e balanco »
Trecho 1: 0 <« x < 1

Y F =0:—-N(x)=0 - N(x) =0
Y F =0:— V(x)+28x =0 - V(x) = -28-x

28.%
M =0: > M(x)+28x - X =05 M(x)=-14 - x’
i i i (x) ) ¥ Mo =0: - M(x)+ 28x-5 =0 - M(x) =14
Cfi\/@ﬂ

Valores nos extremos do intervalo: N(0) = N(1) = 0; V(0) = 0; V(1) = -28
M(0)=0; M(1)=-14

-

X Nao tem derivada nula nesse intervalo para construir M(x)

Trecho 2: 1 < x < 4

Y F=0:2 Nx)-47=0-N(x) =47
Y E=0:5V(x)+28 - x—-741=0— V(x)=—28-x + 74,1

Y My =0:- M(x)+28-x-3 = 741-(x=1) = 0> M(x)= =14 X" + 74,1 X~ 74,1

28.x
i l i l V(iA)(X) N
/i vﬂ Valores nos extremos do intervalo: N(1) = N(4) = 4.7; V(1) = 46,1; V(4) = -37.9
——
1927 M(1) =14, M(4)=-1,7
| 74,1 kN
| X Obter ponto de extremo de M, fazendo: V(x) = -28x+741 =0 - x =265 m

M(x =265 =-14-(2,65")+74,1-(2,65)-741=239



Exemplo 12: Viga bi-apoiada e balanco

Trecho 3: 4 <x < 5§

Y F =0:- N(x)-4,7 =0 - N(x) = 4,7

YE =0: 5 V(x)+112-74,1-396 =0 - V(x) = 1,71

ZM,; =0:=>Mx)+112(x=2)-741-(x-1)=-396-(x-4)=0—
M(x)=1,71x -8,55

Valores nos extremos do intervalo: N(4) = N(5) = 4,7;: V(4) = V(5) = 1,71
M(4)=-1,71; M(5)=0

28 %

[T .

I kN

<

)(x} NG
D

-4

X

66



Exemplo 12: Viga bi-apoiada e balanco
4.7

23,9
(kN,m)



