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O conceito de tensao. Esforcos solicitantes. Teorema fundamental.
Diagramas de esforcos solicitantes de estruturas planas.
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O que vimos na aula 1:

 Como é a disciplina e o que vamos ver ao longo do semestre

* Quais sao os materiais de apoio disponiveis

* A programacao da disciplina, aula por aula

* O que ha de diferente na mecanica dos solidos deformaveis

* O que sao as estruturas, e que elas estao em tudo, por todos os lados
* O conceito de modelos fisicos e modelos matematicos

* Algumas classificacdes das estruturas

e As principais acoes que atuam sobre as estruturas

 Uma revisao rapida de alguns pontos da mecanica



O que vimos na aula 2:

* Exemplos de deformadas de estruturas simples

 Movimentos em sistemas materiais e vinculos que os impedem
* Estaticidade

 Estruturas hipostaticas, isostaticas e hiperestaticas

* Grau de hiperestaticidade

* As simplificacdes adotadas nesta disciplina

* Exemplos de calculo de reacdes de apoio



O gue vamos ver nesta aula:

* Tensoes

* Esforcos solicitantes

* O Teorema Fundamental da Resisténcia dos Materiais
* Diagramas de esforcos solicitantes



Tensao

* Imagine um solido deformavel (V) em
equilibrio estatico, sujeito a forcas de
contatoP,, P,

* Realize um recorte imaginario de um
pedaco deste corpo

Az

* Este pedaco também tera que estar em
equilibrio estatico

’/

* Os esforcos que ocorrem sobre as faces de -
recorte deste pedaco sao chamados de
tensoes



Tensao

e Se o recorte for um plano n
* Tensao p em um ponto Q deste plano

L AF
Pn _m}l@om
P, =0 +T

* Tensao normal o (hormal ao plano de
corte)

* Tensao de cisalhamento 1 (paralela ao
plano de corte)




TensOes em barras

* Barras sao elementos estruturais
lineares, onde uma dimensao
prevalece sobre as outras duas.

* Os planos de corte normais a
direcao predominante sao
chamadas de secdes transversais.

* O estudo das secdes transversais traz muita luz ao entendimento do
comportamento estrutural.

* Ha uma relacao biunivoca entre a distribuicao das tensoes e as forcas e
momentos resultantes que atuam nas secoes transversais



Tensdes na secao transversal

* Tensao: p=0+T

—_—

* Tensao normal a secao transversal: O (tensao normal)

* Tensao paralela a secao transversal: 7 (tensao de cisalhamento)

- AF




Esforcos solicitantes

 Esforcos solicitantes: forcas
e momentos resultantes das
tensoes transferidas para o
centroide (G) da secao
transversal

* N —forca normal

e \V —forca cortante

* M — momento fletor
* T —momento torcor
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Momento fletor I\/Iy
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Curvatura em torno dey
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Momento fletor M,
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Momento torcor T
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Torcao em torno de x



Esforcos solicitantes em barras

M N=|odd
My y
vV, =z, d4
y
V.=(z, d4
y
M.=[o -y dd
A
M,=[o -z dd
P y




Estruturas reticuladas planas

* Para o caso de estruturas reticuladas planas, podemos estudar
apenas trés componentes de forca, podendo dispensar os indices

7 N N o
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Forca normal Forca cortante Momento fletor




Momento fletor




Teorema fundamental

Os esforcos solicitantes que atuam em uma secao transversal de uma
barra podem ser obtidos cortando a barra nesta secao e reduzindo no
seu centro de gravidade ou todos os esforcos externos aplicados de um

lado do corte, ou entao todos os esforcos externos aplicados do outro
lado do corte. ;
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Teorema fundamental
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Teorema fundamental
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Diagramas de esforcos solicitantes

* P: Ao aumentar continuamente o valor da carga P aplicada nesta viga,
onde a viga ira se romper?

.

* R: A viga devera se romper junto ao engastamento porgque é nesta
regiao que ela estara sujeita aos maiores esforcos.



Diagramas de esforcos solicitantes

* Diagramas de esforcos
solicitantes de uma estrutura NI i
constituida por barras sao N\
diagramas em que se mostra . o . oA S
graficamente como cada um dos NN/ et A5y
esforgos solicitantes variaao  — o> Ty
longo das barras da estrutura. O =
.. sdo graficos que evidenciamas — © £

secoes criticas de estruturas
reticuladas.



Diagramas de esforcos solicitantes Y@="

M(x)=P(l-x).

P P ’ A
A S i
é IS l 2 —i\— - P
7 A B ﬁ G
X 3 K X K [-x A 0 .
0 [ X
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Diagramas de esforcos solicitantes
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Convencao de sinais: forca normal N

N = N
N (¥ Tragio >

= N
N (=) Compressio % 28

T <t S T

( —G S

N (+) Tragio

N () Compressio



Convencao de sinais: forca cortante V

For¢a cortante

Gira o trecho de barra em que
atua no sentido horario

-+

Gira o trecho de barra em que
atua no sentido anti-horario



Convencao de sinais: momento fletor M

e Qﬁ o

T e Qi; :

Momento fletor Traciona as fibras inferiores da

barra +

Traciona as fibras superiores da
barra -




Convencao de sinais: momento torcor T
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O vetor momento tem o sentido | O vetor momento tem sentido
da normal externa a secdo | contrario ao da normal externa a
Momento de tor¢do? transversal em que atua secdo tranversal em que atua
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Convencao de desenho de diagramas

N,V T>0 ViN T
. A
desenhar acima
do eixo e indicar +
o sinal =

* M desenhar do
lado da fibra

tracionada x >
fibras de cima s&o tracionadas
M

Y

fibras de baixo sdo tracionadas



Convencao de desenho de diagramas

L : VA (kN)
* Indicacao do tipo

e Hachuras: desenhadas P

ortogonalmente ao eixo +
da barra de referéncia

* Dimensao: indicar ao lado
da indicacao do tipo de -Pl
diagrama

* Em geral se suprime a 0
indicacao dos eixos 0

.""/.na‘r (kNm)
v



Exemplo 1

F(x)=P

M(x)= P(l-x)




Exemplo 2

J A | S B ‘20 kN N (kN)
X
v (kN)
4m
N(x) = 20
@) M (KNm)
Vix)=20

A S 20

//j < M(x)=0 T (kNm)

I'(x)=0.




Exemplo 3

50 kN
50 kN 20 kN / 20 kN
2 i ———— < g —> <
ﬁ S, S, A B C
A B C
K 2m X 2m %
—x —
K——2m X 2m ) ,
N (kN) 30 @ 1
e trecho AB: 0 < x <2m S, ‘ - 20 50
"l < > L ]| |e 20
N(x)=-20+50=30 ’
V(x)=0 A Y
M(x)=0 V(kN) 0
o treccho BC: 2m<x <4m S, 50 _ 20
N(x) = —20 S, M (KNm)
Vix)=0 A B

M(x)=0



Exemplo 4

A S, B S, ¢ | E
X —) A B C
K a a K a ¥ a 3
Nix) =
P
P l n v p J
strecho AB (<x<ua i Vix)==PF W @ 2P
Px — | |
S] B C M(x)=-Fx
3Pa

P Px
Pl a) N(x)=0 M Pa

o trecho BC a < x <2a C C Vix)y=-2P

Mx)=—Px— P(x—a)




Exemplo 5

Px
f l P
>
H S

N(x)=-H

V(ix)=-P

M(x)=—-Px

Pl



Exemplo 6




Equacoes diferenciais de equilibrio

SF, 0
| V-px)dc—V+dV)=0

AV _ oo 2. M, =0

ax
(M +dM)+[p(x)-dx]-ds—M -V -dx=0
M(x) V(x) + dV(x)

N(x) N{x)+dN(x) dM (x
. —) M _pex
“Wber R

M(x} + dM(x)

— a dN(x) + p,(x)dx =0 d*M (%)
> dx | dN (x) "
X

dx = —Px (x)

-p(x)




Equacoes diferenciais de equilibrio

a) Casop(x)=0

Sem carga distribuida no trecho x;, <x <x,
dV(x)

= -p(X) V(x) = C, =cte — Funcéao (diagrama) de esforco cortante constante
dx

M (x) =C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor linear

2
d"M(x)
T = -p(x) b) Caso p(x) =p = cte
* Carga distribuida uniforme no trecho x; <x < x,
V(x) =— px+ C,— Funcao (diagrama) de esforco cortante linear
dM (x)
d— = V(JC) Mx)=-p 7 + C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor & parabola
X =

c) Generalizacao para V p(x) € imediata



Exemplo 7

IF:?-"‘-
sEmEm A
P. | P vl ‘,'l\frx) '.](])
Y Y Y v 3 3 [ _ 1

A .SL B x
| TF:0: Na):=0
! ' 260" Vix)z-px
TNy:0" ﬂr-;l)\-(cpx.]x/z:o

0<1<R



Exemplo 7

e VValores das extremidades do trecho: P
Y. V.V V.V V.Y
o V(x)=—px A B
K / Y
7(0)=0
V(1) =—pl v
\%\u /
px’ P
*M=TT
M(0)=0

' /\/m 7
pl” 2
M(l) = —7 M




Exemplo 8

2. Esforcos em cada trecho:

Determinacéao das equacotes nos cortes de cada trecho:

Trecho1: O<x<a

> F,=0

1. Obter reacoes:

;

R,-V(x)=0—=>V(x)=R,
Vix)=P-b/L (constante)

S M, =0

M(x)—R, - x=0>M(x)=R,-x
M(x)=P-b-x/L (reta)

Parax =a : M(@)=P-b-a'lL

TRa =Pbi/L

A iwx) )
B /
NN WA
T Ra
Rb = PalL



Exemplo 8

Trecho2: a<x<L

35, =0

R,-P-V(x)=0->V(x)=R,-P=P-b/L-P=P@b/L-1)==-P-alL
V(x) =—P-a/L (constante)

M, =0

Mx)+P-(x-a)-R, x=0->Mx)=P-b-x/L-P(x—-a)

M(x)=P-a-(P-a/L)-x (reta)

3. Diagramas:

VAN 2
Pl TPHL




Exemplo S

1. Obter reacoes:

;
< =

Roal
L | d
! A O P A
| X | é&\ AN
3 - _ Rb = qL2
—_ q*x
} 2. Esforcos em cada trecho:
L L | i i MG Determinacdo das equacgdes nos cortes de cada trecho
Ra = q:QT i\'m Trecho Unico: 0 <x<L
- YF=0 - R —g-x-V(x)=0>V()=R,—q-x

X

Vix)=qg-L/2-g-x (linear)

z“l!; =0—= MX)+(g-x)-x Z—Ra-x=0—:~.\f(x)=R=-x—q-x: f

o

M(x)=(g-L/2)-x-g-x*/2 (parabola)



3. Diagramas: e L

Exemp|0 O o J@=02q-L/2-qx=0>x=7

M(LKZ):(Q-LK2)'LK2—Q‘(LKZ)Z/2:%

1

| B

Tquz TqUZ
Cim

——

qL/2

_Jx_ﬁu.@lj ’

~
Y

L ®

an



Exemplo 10

pl

pl’

o

B



Exemplo 11*

* Determinar os esforcos solicitantes M,V e N) na viga AC, sob a acao do
binario indicado, onde a barra rigida BD tem dimensao de 85 cm

130 kN
a4

htA ? _é-
T

NFx=0:>A,=0;XMc=0:>85A,=10.0,8>
T4
A,=1 kN (1);C,=-1 kN (1)

*Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Exemplo 11

Dois trechos para realizar os cortes:
Trecho 1: 0 < x < 4,5

LB =0-oV(x)=1-V(x)=1YM;=0:> M(x) =x

- V +
Valores nos extremos do intervalo: O

Trecho 2: 4,5 < x < 8,5 4

NFE,=0-V(x)=1-V(x)=1YMs;=0:> M(x) =x— 85

W

|45

(KN,m)



Exemplo 12*

* Determinar os diagramas de esforcos solicitantes. Dados q = 28 kN/m
e P=5KkN

112 kN q

B C_ 200y

A :E im | ‘_é“ D

B
l.,J,,,,,m J Te : 3m
By

Ficura 1.56B Indicacao das reagoes e forcas resultantes na viga.

ZFX=O:—>Bx—5'C()SZOOZO—)BXZ4,7 kN (<)
ZM,;=O:—>3-CY=1]2-1+1,71-4—>Cy=39,6 kN (T)

YE=0:-B,=112+171 396=741kN (1)

28 kN/m

CITTl .

I1ml 3m . 1m

*Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Exemplo 12

Trecho 1: 0 < x < 1

ZF, =0:- N(x)=0—- N(x)=
0: > V(x)+28x=0-V(x)=-28-x

0
2 F =0: = =
i i M(X> (x) 2 Ms=0: 5 M(x)+28x-3 =0 > M(x) =-14-x’
i\/tx: ’ .

Valores nos extremos do intervalo: N(0) = N(1) = 0; V(0) = 0; V(1) = -28
M(O) =0; M(1)=-14

X - Nao tem derivada nula nesse intervalo para construir M(x)

Trecho 2: 1 < x <4

Y Fe=0:- N(x)-4,7 =0 — N(x) =
YE=0:—-V(x)+28-x-74,1=0— V(x) =-28-x + 74,1

Y M=0:- M{x}+23-x-§-74,|-(x-|)=u—>M(x)=-14-x2+74,1.x-74,1

L1 1 Lo

T 4,7 kN M(1) = -14; M(4)=-1,7

74,1 kN
! X Obter ponto de extremo de M, fazendo: V(x) = -28x+74,1 =0 5> x =265 m

Valores nos extremos do intervalo: N(1) = N(4) = 4,7; V(1) = 46,1; V(4) = -379

M(x =2,65)=-14(2,65%)+ 74,1 -(2,65) - 74,1 =239



Exemplo 12 Trecho 3: 4 < x < 5
ZF, =0: 2 N(x)-47=0-N(x)=47

D E=0:5Vx)+112-74]1-396 =0 - V(x) = 1,71
DMi=0:5>Mx)+112-(x=2)-74,1 - (x-1)-396-(x -4 =0 >
Mi(x)=1,71x -8,55

Valores nos extremos do intervalo: N(4) = N(5) = 4,7: V(4) = V(5) = 1,71
M(4) =-1,71; M(5)=0

28.x i tv(:(x}_N&")
. l@i s

4,7 kN

74.1 kN 39,6 kN

|
! X

Y



Exemplo 12

(kN,m)

23,9



Principio da superposicao dos efeitos

P P
", N+ l N\ = H}l S
K / EE H!—‘ﬂ& HEHE
N N 0 N
© ‘H ©
g : d o P g ‘ e P
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