NUMEROS REAIS

RICARDO BIANCONI

REsuMO. Coletamos algumas prorpiedades algébricas e combinatérias dos
numeros naturais, inteiros, racionais e reais.

1. NUMEROS NATURAIS

O conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,2,3,...} tem as seguintes pro-
priedades.

Propriedades da soma e do produto: m+0=m; mx0=0; mx1=m;
m+n = n+m; nxm = mxn; k+(m+n) = (k+m)+n; kx(mxn) = (kxm)xn;
Ex (m+n)=(kxm)+ (kxn).

Divisao com resto: Para todos m,n € N, n # 0, existe um unico par de
nimeros ¢q,r € N, com 0 <7 < n, tais que m =q X n + r:

m |.n

—(nxq) q

Se o resto r for zero, entao dizemos que n divide m.

Convencao de prioridade do produto sobre a soma: Para evitar o
usos de muitos parénteses e facilitar a leitura, produtos sao feitos antes da
soma numa expressao do tipo A x B + C: isso significa (A x B) + C; outro
exemplo: Ax B4+C x D = (Ax B)+(C x D). Os paréntese sao indispenséveis
em A X (B + C) (multiplicar A pelo resultado da soma B + C).

Omissao do simbolo da multiplicagao, “X”: Quando nao houver perigo

de confusao, omitimos o simbolo da multiplicacdo em expressoes: AB ao invés
de A x B.

Numeros primos: Um nimero p € N é um niimero primo se p > 1 e
somente 1 e p dividem p. Por exemplo: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ....

Decomposicao em fatores primos: todo n € N, n > 1, pode ser escrito
de modo tnico como produto de ntimeros primos (com ou sem repeticoes). Por
exemplo, 12 =2 x 2 x 3; 27 =3 x 3 x 3..
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Fatorial: Definimos o fatorial de um nimero n € N, denotado por n!, assim:

e 0l=1
e (n+1)!=(n)x(n+1)

Por exemplo: 1! =1,2!=1x 2 =2, 3! = (21)3 = 6; 5! = 120; 10! = 3.628.800,
20! = 2.432.902.008.176.640.000.

1.1. Um pouco de anélise combinatéria. Aqui usamos argumentos simples
de contagem.

Permutacao: Se tivermos n objetos distintos (letra, nimeros, expressoes,
etc) que indicamos Aj, Ay, ..., A,, perguntamos de quantas maneiras eles
podem ser ordenados? Por exemplo, se n = 3, podemos ordenar A;, A; e As
assim: AlAQAg, ou A1A3A2, ou A2A1A37 ou A2A3A1, ou A3A1A2, ou A3A2A1,
um total de 6 possibilidades. Nao é mera coincidéncia que 6 = 3!.

De fato, para contarmos as possibilidades, temos n elementos disponiveis
para comecar a lista ordenada. Uma vez escolhido o primeiro elemento, sobram
n—1 elementos para colocarmos em segundo lugar. A cada escolha, diminui uma
possibilidade de escolha. Portanto, temos um total de n(n—1)(n—2)...2x1 =
n! ordenagoes possiveis de Aq,..., A,.

Arranjo: O problema aqui é parecido, mas temos n elementos distintos,
dos quais k < n serao escolhidos. Assim, com um mesmo raciocinio que nas
permutagoes, obtemos um total de n(n — 1)(n — 2)(n — k + 1) possibilidades.

Por exemplo, se n = 4 e k = 2, temos as seguintes possibilidades, com as
letras A, B, C e D: AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB,
DC', um total de 12 = 4 x 3 possibilidades.

Combinacao: Agora queremos escolher k£ elementos de uma lista de n ele-
mentos distintos, sem nos importarmos com a ordem deles. No exemplo do ar-
ranjo, nao distinguimos AD de DA. Assim, terfamos {A, B}, {A,C}, {A, D},
{B,C},{B, D} e{C, D} (representacao como conjuntos de dois elementos cada,
em que a ordem em que aparecem nao inmporta).

A quantidade total dessas combinacoes sera o total de arranjos dividido pelo
total de permutagdes dos n elementos (de modo a desconsiderar a ordem em
que sdo escolhidos).

A representacao da combinacao de n elementos k a k é ("), e sua formula

k
(envilvendo fatoriais) é:

n\ n!

k) kl(n—k)
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Vocé pode verificar que

() =1 ()= (2) = () = (.7)

2. NUMEROS INTEIROS

Agora introduzimos os numeros negativos, Z = {..., -3,-2,—-1,0,1,2,3,... }.
As propriedades da soma e do produto sao basicamente as mesmas de N, com
algumas regras extras:

Propriedades da soma e do produto: m+0=m; mx0=0; mx1=m;

m+n = n+m; nxm = mxn; k+(m+n) = (k+m)+n; kx(mxn) = (kxm)xn;
kx (m+mn)=(kxm)+ (kXxn).

Propriedades da ordem: se a > 0, entao —a < 0, e se b < 0, entao —b > 0;
seb<c,entaoa+b<a+c,esea>0,ab<ac;sea<0eb<c entao ab > ac
(observe a inversao da ordem). Em particular, se a < 0 e b < 0, entdo ab > 0.

3. NUMEROS RACIONAIS

Consideramos no préximo passo as fracoes de nimeros inteiros, os numeros
racionais, Q = {m/n : m,n € Z, n > 0}. Observe que um mesmo nimero
racional pode ser representado por diversas fracoes:

1 2 3 3 6

2 4 6 75 10

Na fragao 7, m é o numerador e n o denominador.

As propriedades da soma, produto e ordem de niimeros racionais repetem
aquelas de Z.

Soma de Fracgoes: reduzimos aos mesmos denominadores e somamos assim:
a ¢ ad bec ad+ be

b a0 T
Produto de fragoes: isso ¢ mais direto:
a ¢ ac

— >< —_ = —
b d bd
3.1. Representacao decimal. A representagao decimal de um nimero racio-
nal consiste em escreve-lo da forma a, b1bsbs . .., onde a é inteiro e cada bpé um
algarismo entre 0 e 9. Se o niimero for positivo,
by by bs

a+1—0+m+1000+...
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Os ntmeros a, by, b,. .. podem ser obtidos pela divisao com restos de ntimeros
naturais. Por isso, a distribuicao dos algarismos depois da virgula formam um
padrao repetitivo a partir de certo ponto.

Por exemplo,

? — 3, TA2857 142857 ..,

onde a sequéncia 142857 repete-se indefinidamente.

% = 3, 1571428571428 . . .,

onde o padrao 571428 repete-se sempre, mas a partir da segunda casa depois
da virgula.

Essa repeticao é chamada de dizima periodica.

4. NUMEROS REAIS

Numeros reais completam os racionais, introduzindo os niimeros irracionais,
como, por exemplo, v/2, 7, etc. A representacio decimalde um nimero irraci-
onal nao tem dizima periddica.

As propriedades da soma, produto e ordem repetem as mesmas de Q e Z.

Intervalos de nimeros reais: se a < b, denotamos os intervalos

o [a,bj={reR:a<x<b}
e Ja,bj={reR:a<z<b};
o [a,bj={reR:a<x<b}
o Ja,b={r€eR:a<x<b}.

Uma propriedade importante do conjunto dos nimeros reais R é a Propri-
edade do Supremo: se X for um conjunto nao vazio (existe pelo menos um
elemento nele) e limitado superiormente (existe um numero real M maior que
qualquer nimero em X), entdo existe o menor limitante superior de X (um
nimero real denotado “sup X” — o supremo de X — que é maior ou igual a cada
elemento de X).

Por exemplo, sup[0, 1] = sup|0, 1[= 1; sup{z € Q : 2 < V2} = /2.

4.1. Equagoes de segundo grau. Equacoes de segundo grau sao da forma
az? +br + ¢ =0 (com a # 0). Seu discriminante 6 A = b*> — 4ac. Se A > 0,
entao as solugoes sao

b+ VA N b= VA

o 2a 2T 2a
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Em particular, se A = 0, entdao z; = z5. Se A < 0, a equagdo nao tem

solucao em R.

5. POTENCIAGAO

Sea € R, en €N, n> 0, representamos a multiplicacdo de a por ele mesmo
n vezes por
a"=axax---xa

TV
n vezes

Assim, a' = a, a®> = a X a, etc.
Expoentes inteiros: Uma simples contagem mostra que a™ X a™ = a™*".
a™ m—n

Se dividirmos a™ por a” (se n < m), os cancelamentos produzem %% = a
Assim, se definirmos a% = @™ ", continua valendo a™ x a™ = a™*", m,n € Z.

Para completar essa definicao, é coerente definir a° = 1. E ficil ver que (a™)" =

amn

Expoentes racionais: Se a > 0, temos que \/a x \/a = a = a'. Assim, é
natural definir v/a = a'/? e, mais geralmente /¢ = (¢a)? = ¥a?. Com isso,
ainda valem a” X a® = a""* e (a")® = a"®, para r, s € Q.

Expoentes reais: Sea > 0 e b € R, para definirmos a’, no caso em que b for

irracionais, fazemos uma aproximacao por poténcias racionais. Por exemplo,
aproximamos V2 por numeros racionais, 1; 1,4; 1,41; 1,414; etc., e fazemos as
poténcias a', a'?, a'*', etc. Nao é muito comlicado mostrar que esse proce-
dimento tende a um numero real, e que, com isso, valem a” x a® = a’ "%, e
(a")® = a™, parar,s € R. Uma justificativa disso fica para mais tarde, quando
tratarmos dos limites.

6. FORMULAS ALGEBRICAS DIVERSAS

Aqui, as letras A, B e C representam nimeros ou expressoes.

(1) (A+ B)?>= A?+2AB+ B?* (A— B)?>= A? - 2AB + B?
(2) (A+ B)(A— B) = A> — B
(3) (A+B)(A?— AB+ B?) = A3+ B3 (A— B)(A?2+ AB+ B?) = A3 - B3,

Representagao de somas e produtos de varios nimeros ou expressoes:
se aq, ...a, forem nimeros ou expressoes, representamos a soma a; + as + az +
-+ -+ qa,, de forma resumida como

n

D

k=1
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O produto deles, a; X as X az--- X a, representa-se como

n

[l

k=1

Férmulas combinatérias: A combinacao de n elementos k a k tem uma-
propriedade interessante:

o)) =)

Isso reflete-se no Triangulo de Pascal:

[n\K[O[1] 2] 3]4[5]
IBE
2 1(2] 1
3 1(3] 3] 1
114 6] 4[1
5 1(5/10]10]5|1

TABELA 1. Cinco linhas do Triangulo de Pascal. As linhas sao
numeradas de 1 a 5, e as colunas de 0 a 5. A linha n e coluna k
contém o numero (Z)

Aplicacao a poténcias de somas:

n

A+ B =Y (Z) AFprt

k=0

(A—-B)" = i (Z) (—1)nkAkprk

k=0

Em particular, se A= B =1,



