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Sugestoes e solucoes

1. 12 defini¢do: Diz-se que duas fragées m/n e m'/n' sdo iguais se existem nimeros
primos entre sip e q, e nimeros inteiros positivos a e b, tais que

m=ap, n=aq e m =bp, n’ =bq.

22 defini¢do: Diz-se que duas fragées m/n e m'[n’ sio iguais se mn' = m'n.

2. A demonstragio de que a primeira definicio implica a segunda € a mais fécil e fica
a cargo do leitor. Para demonstrar a reciproca, suponha que mn' = m'n. Sendo
a o m.d.c. de m e n, teremos: m = ap e n = aq, onde p e g 540 primos entre
si. Destas duas tltimas relacdes segue-se que mn’ = apn’ e m'n = agm’; e destas
obtemos pn’ = ¢m’. Daqui se conclui que p divide o produto m’g; como é primo
com ¢, divide m/. Portanto, existe b tal que m’ = bp. Finalmente, para provar que
n' = bq, basta substituir m’ = bp em pn’ = qm’.

3. Multiplique AB = mo por n e CD = no por m, donde nAB = mCD; em

seguida, substitua aqui AB = m'c’ e CD = n'o’ para chegar a nm' = mn/,
donde m/n=m’/n’. '

4. Nio pode simplesmente escrever A/B = m/n e multiplicar cruzado; afinal, é pre-
cisamente isto que se pede para provar; e A e B sdo grandezas, nao nimeros! A
implicacio A : B = m/n = nA = mB segue como no exercicio anterior. Para
provar a reciproca, divida A em m partes iguais a uma certa grandeza-unidade o:
A = mo. Daqui e de nA = mB segue-se que nmo = mB, donde B = no.

5. O que se deseja provar é que se r é um niimero racional positivo tal que 7% < 2,
existe outro niimero racional s > 7 tal que s?> < 2. Isto se consegue aumentando
r de uma quantidade bem pequena, digamos, 1/n, com n um inteiro bem grande.
Mas quéo grande? Vejamos: tomando s = r + 1/n, queremos que s? = (r + 1/n)?2
seja, menor do que 2; ou seja, 12 + 2r/n + 1/n% < 2; ou ainda,

<2r+—1—>l<2~—r2.
n;, n

Temos de resolver esta inequagdo para determinar possiveis valores de n.
Podemos evitar isso, resolvendo uma inequagio bem mais simples. Para isso adota-
mos um procedimento que é freqiiente em Andlise: como n > 1, temos que 1/n < 1,

portanto,
1\1 1
(27' + ——) =< (2r+1)-
n)n n
Agora basta resolver a inequagao
1 2
@2r+1)=<2-r%
n

que resulta em n > (2r +1)/(2 —r2). E claro que com qualquer n nessas condigdes
teremos também (r + 1/n)? < 2, que é o resultado desejado.
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6. Imite a demonstracéo anterior, comecando com 72 > 2 e procurando determinar
s =r1—1/n tal que s? > 2. Veja:

Faga esta tltima expressao maior do que 2 e resolva a inequagao resultante para n.

3.3 Dedekind e os nimeros reais

Vérios mateméticos do século XIX cuidaram da construcdo dos niimeros reais,
dentre eles Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charles Méray e Georg Cantor.
Mas as teorias dos niimeros reais que permaneceram foram a de Dedekind e a
de Cantor. Exporemos, nesta se¢do, a construgao de Dedekind, e no capitulo
seguinte a de Cantor. Nao faremos uma exposi¢ao tecnicamente detalhada, antes
vamos nos concentrar nas idéias de Dedekind, procurando dar uma boa com-
preensao de todo o seu trabalho, principalmente da propriedade de completude
dos ntimeros reais, expressa nos Teoremas 3.4 e 3.6 adiante.

Richard Dedekind estudou em Gottingen, onde foi aluno de Gauss e Dirich-
let. Em 1858 tornou-se professor em Zurique, transferindo-se em 1862 para
Braunschweig (ou Brunswick), sua terra natal, onde permaneceu pelo resto de
sua vida.

Ele conta que no inicio de sua carreira em 1858, quando teve de ensinar
Célculo Diferencial, percebeu a falta de uma fundamentagao adequada para os
nidmeros reais, principalmente quando teve de provar que uma fungio crescente
e limitada tem limite (Teorema 6.14, p. 152). E é também ele mesmo quem
conta que foi buscar inspiragao para sua construgao dos niimeros reais na antiga
e engenhosa teoria das proporgoes de Eudoxo. Assim, em 1887, ele escreve: “...e
se interpretamos niimero como razao de duas grandezas, hd de se convir que
tal interpretagao ja aparece de maneira bem clara na célebre definigdo dada por
Euclides sobre igualdade de razoes. Af reside a origem de minha teoria (...) e
muitas outras tentativas de construir os fundamentos dos niimeros reais”.

Cortes de Dedekind

Observe que a definicdo de Eudoxo associa, a cada par de grandezas, digamos
(A, B), dois conjuntos de pares (m, n) de ntimeros naturais: o conjunto E (“E”
de esquerda) dos pares para os quais mB < nA (que fariam m/n < A/B se A /B
tivesse significado numérico) e o conjunto D (“D” de direita) dos pares para os
quais mB > nA (que fariam A/B < m/n se A/B tivesse significado numérico).

Inspirando-se na definicdo de Eudoxo, Dedekind notou que o procedimento
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do sébio grego leva a uma separagao dos niimeros racionais em dois conjuntos.
Assim, qualquer nimero racional r efetua um “corte” ou separagio de todos os
demais ntimeros racionais no conjunto E dos nimeros menores do que 7 € no
conjunto D dos nimeros maiores do que 7; o préprio nimero r pode ser incluido
como o maior elemento de E ou o menor elemento de D.

Mas, além desses “cortes”, ha outros, como exemplifica o classico caso de
V2. O processo de encontrar a raiz quadrada de 2 conduz & separagéo dos
nimeros racionais em dois conjuntos: o conjunto E das raizes quadradas apro-
ximadas por falta (af incluidos o zero e os racionais negativos), e o conjunto D
das raizes aproximadas por excesso. S6 que agora esse corte ndo tem elemento
de separagao; de fato, ja vimos (Exercicios 5 e 6 atras) que o conjunto das raizes
por falta ndo tem elemento méximo e o conjunto das raizes por excesso nao tem
elemento minimo. No modo de ver de Dedekind, o nimero irracional v/2 deve
ser criado como elemento de separagdo entre os conjuntos desse corte.

Dedekind generaliza esse procedimento, primeiro definindo corte de maneira
geral, no conjunto Q dos nimeros racionais. '

3.2. Definicdo. Corte de Dedekind, ou, simplesmente, corte, é todo par
(E, D) de conjuntos ndo vazios de mimeros racionais, cuja unido seja Q, e tais
que todo elemento de E seja menor que todo elemento de D.

(Essa definicdo permite provar (Exercicio 1 adiante) que o conjunto E é
uma semi-reta para —oo e o conjunto D uma semi-reta para +00.) Em seguida
Dedekind postula que todo corte possui elemento de separagao, que tanto pode
ser incorporado a E como o seu maior elemento, ou a D como o seu menor ele-
mento. Suporemos que o elemento de separagao seja sempre incorporado a D.
Assim, em todo corte, o conjunto D terd minimo (apds a introdugao da relagdo
de ordem). E os cortes que néo sdo determinados por nimeros racionais darao
origem aos niimeros irracionais. E este o caso de v/2 , numero este que conhece-
mos pelas rafzes (nimeros racionais) aproximadas por falta e por excesso, dois
conjuntos numéricos E e D que constituem o corte (F, D) que define o nimero
irracional /2.

Dedekind observa que a existéncia de cortes sem elementos de separagéo no
conjunto Q dos nimeros racionais é a expressao aritmética da descontinuidade
de Q, ao passo que, com a adjungdo dos novos elementos — os numeros irra-
cionais — obtemos o conjunto R. dos ntmeros reais, que, ao contrario de Q, é
agora um “continuo numérico”, pois os irracionais vém preencher as “lacunas”
de descontinuidade entao existentes em Q.
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A relagao de ordem

Mas‘nao basta apenas juntar a Q os novos elementos para obter R. Este conjunto
precisa ter a estrutura que dele se espera; daf termos de definir nele as operagcoes
usuais de: adigéo, multiplicacio, etc., e a relagdo de ordem. E devemos fgzer %sso
de maneira a podermos provar as propriedades usuais desses ntimeros. que i4
conhecemos e usamos desde o ensino fundamental. Mais ainda, de man;i:la 111e
essas defini¢oes nao conflitem, mas preservem, as mesmas nog,()es ja existergses
no conjunto Q.

No que diz respeito & relagao de ordem, por exemplo, devemos introduzi-
'Ia em R de forma a preservar a ordem jé existente entre os racionais. Para,
isto, seJ'am « e [ dois niimeros reais quaisquer, caracterizados pelos corées que
determinam no conjunto Q. Assim, o = (Ey, D;) e 8 = (E2, D3). Dizemos que
a=fseEi=Fy,ea<fseE éum subconjunto préprio de Ej.

Essa ordem, de fato, preserva a ordem j4 existente em Q, pois se o e [ forem
ambos racionais, a defini¢ao que acabamos de dar de que a < B significa que
todo valor aproximado por falta de o também o é de 3, mas este tem valores
aproximados por falta superiores a todos os de @, que é exatamente como deve
SEI para preservar a ordem pré-existente em Q.

Operagées com nidmeros reais

A}em da relfigﬁo de ordem, é necessério definir a adi¢do e a multiplicagdo de
nu.meros reais, os inversos aditivo e multiplicativo, e demonstrar todas as pro-
priedades ja conhecidas para os nimeros racionais, bem como demonstrar que
:l‘éd;{ 0 que jd valia no conjunto Q permanece vélido dentro da nova estrutura
- ’.Né'.o € nosso objetivo desenvolver aqui todo esse programa. Daremos uma
idéia de como isso é feito no caso da adicdo, indicando ao leitor o capitulo 1 de
[8], o capitulo 28 de [9], ou o Apéndice de (5], para um tratamento completo
desses tépicos.! Notamos que, para simplificar, nessas referéncias o conceito de
ccirte é identificado com apenas o conjunto E das aproximagbes por falta do
numero que ele define. De fato, isto é suficiente, como no caso de /2 cuja
caracterizacdo é completa com apenas as raizes aproximadas pdr falta qule de-
terminam também as rafzes por excesso. ’

A maneira natural de definir a soma de dois niimeros reais o = (Ej, D) e
B = (E3, Ds) consiste em construir o par (E, D) = a+ f3, onde E é o conjunto
das somas de elementos de E; com elementos de Es, e D o conjunto das somas

1 . 3
1 Os prof.essor.es..]. B. R,lpf)ll, C. C. Ripoll e J. F. P. da Silveira, da UFRGS, estdo para
ancar um livro intitulado Numeros racionais, reais e complezos, especialmente direcionado a
alunos de licenciatura.
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de elementos de D; com elementos de Dy. Todavia, para facilitar as demon-
stragdes, € mais conveniente adotar a defini¢do dada a seguir.

3.3. Definigdo. Dados os nimeros reais a = (Ey, D1) e B = (E2, Da),
definimos sua soma o+ 3 como sendo o corte (E, D), onde

E={z+y: z€ Ey, y€c Ey}

e D € o conjunto dos demais nimeros racionais.

A primeira coisa que temos a fazer apds uma definicdo como esta é provar
que o par (E, D) é de fato um corte, isto é, que E e D ndo sdo vazios, e que se
re€FEeye€ D, entaoz <y.

Ora, que E # ¢ segue do fato de que E; # ¢ e Ey # ¢, de forma que existe
algum z + y € E. Para provar que D # ¢ notamos que, tomando x € D; e
y € Dg, a soma x +y € D, pois ¢ + y é maior que todo elemento de E.

Finalmente temos de provar que todo elemento de E é menor que todo
elemento de D. Para isto, sejam ¢ € E e y € D. Suponhamos, por absurdo,
que z > y. Entdo, x =y +a, com a > 0; e, como ¢ € E, existem m € E; e
n € Ey tais que £ = m + n. Em conseqiiéncia, y = x —a = (m — a) + n; e,
como m—a € E; en € Ey, concluimos que y € E, que é absurdo. Assim, somos
forgados a aceitar que z < y, como queriamos provar.

O conjunto Q como subconjunto de R

Seja ¢ a aplicagdo que leva cada r € Q na classe (E, D) cujo elemento de
separagdo é r. Pode-se provar que

p(r+s) =) +e(s);  p(rs) =e(r)e(s);

r<s & o(r) < p(s); p(r)=0=r=0.

Isso mostra que ¢ é um isomorfismo do corpo Q no conjunto dos cortes deter-
minados por nimeros racionais. Assim, quando somamos ou multiplicamos dois
elementos 7 ¢ s em Q, suas imagens () e ¢(s) se somam ou se multiplicam,
respectivamente; além do mais, ¢ preserva a ordem e é uma aplicagao sobrejetiva
de Q no conjunto dos cortes determinados por nimeros racionais. Portanto, do
ponto de vista das operagoes de adigdo e multiplicagdo, bem como da relagéo
de ordem, ndo ha por que distinguir Q desse conjunto de cortes determinados
por racionais; dai identificarmos esses dois conjuntos. Nao hd mesmo razao para
distinguir entre um ndmero como 3 e o corte (E, D) que ele determina, ja que
os dois tém o mesmo comportamento do ponto de vista das operagdes algébricas
e da relagdo de ordem.
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A completude dos niimeros reais

A identificagio de Q com ©(Q) completa a construgio dos ntimeros reais se-
gundo Dedekind. Mas falta verificar um detalhe importante. Vimos no comeco
de toda ess~a histéria que desejdvamos que todos os cortes tivessem um elemen(t}o
de separagéio; e conseguimos isso postulando a existéncia desse elemento separa-
dor quando o corte néo fosse determinado por um niimero racional. Pois bem
uma vez provado que o conjunto de todos os cortes de nimeros racionais é un;
corpo ordenado como o dos racionais, serd que nao podemos repetir a mesma,
construcgdo anterior? Em outras palavras, néo seria o caso de considerar agora o
conjunto de todos os cortes de nimeros reais e repetir a postulagao de que todo
co,rte deve ter elemento separador, ampliando assim, ainda mais, o corpo dos
numeros reais? A resposta é negativa. De fato, o préprio Dedekind provou que
toF{os esses cortes (de ntiimeros reais) j4 tém elemento separador; ou seja, nio
val.ma,ls acontecer o que acontecia antes com os cortes de nimeros racio’nais

mu}tos dos quais nao tinham elemento separador e davam origem aos niimeros ir—’
‘raaonais. Dizemos, pois, que o conjunto dos niimeros reais é um corpo completo

Justamente porque agora vale o teorema demonstrado pelo préprio Dedekind ei
que aqui nos limitamos apenas em enunciar.

) 3.4. Teorema (de Dedekind). Todo corte de mimeros reais possui um
numero real como elemento separador.

Unicidade do corpo dos ntimeros reais

Outro teorema importante que se demonstra é que qualquer corpo ordenado
completo € necessariamente isomorfo ao corpo dos nimeros reais. Isto signiﬁca
que~, a menos de isomorfismo, s existe um corpo ordenado completo. A consta-
tagao desse fato é, de certo modo, uma decepgao; parece que todo o trabalho de
construir o corpo dos nimeros reais a, partir dos racionais é intitil. Nao seria o
ca3f) entao de tomarmos como ponto de partida a definigéo de corpo dos niimeros
reais como sendo um corpo ordenado completo, j& que este é tnico (a menos
de 1.so’n‘10rﬁrmo)? E exatamente isso que fazem alguns autores, postulando, logo
?,Z T;rzlrc;:,rja:fstenma de um corpo ordenado completo, o chamado corpo dos
. Mas é claro que a constru¢ao dos nimeros reais a partir dos racionais é
Importante para provar que, de fato, eziste um corpo ordenado completo. A
p;frtir daf ndo importa mais — pelo menos do ponto de vista teérico — se um
numero real é um corte ou o supremo (este conceito é introduzido logo a seguir)
de um conjunto, do mesmo modo que ndo importa que sfmbolo se use para
representar um niimero; o que importa é como ele se comporta como elemento
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de um corpo ordenado completo, e s6.

Supremo e infimo de um conjunto

Diz-se que um conjunto C' de niimeros reais € limitado & direita ou limitado
superiormente se existe um nimero K tal que ¢ < K para todo ¢ € C. Do
mesmo modo, C ¢é limitado & esquerda ou limitado inferiormente se existe um
nimero k tal que k < ¢ para todo ¢ € C. Os numeros K e k sao chamados
cotas do conjunto C, superior e inferior, respectivamente. Por exemplo, o con-
junto dos nimeros naturais é limitado inferiormente, mas nao superiormente,
enquanto que o conjunto dos niimeros racionais menores do que 8 é limitado
superiormente, mas ndo inferiormente. O conjunto dos niimeros reais z tais que
2% < 10 é limitado, tanto & direita como & esquerda; tal conjunto é o mesmo
que o intervalo fechado [—+/10, v/10], isto &,

[-V10, V10] = {z € R: 2? <10} = {z € R: —V10 < = < V10}.

N

Um conjunto como este ultimo, que é limitado & direita e & esquerda ao
mesmo tempo, € dito, simplesmente, conjunto limitado. E também limitado
qualquer intervalo de extremos finitos a e b.

Quando um conjunto é limitado superiormente, ele pode ter um elemento que
seja o maior de todos, o qual é chamado o mdzimo do conjunto. Por exemplo,
o conjunto dos niimeros racionais x tais que z < 10 tem 10 como seu maximo.

J4 o conjunto
1 2 3 n

A=q= = - . .., — ... 3.6
{ 2 ) 3 ) 4 n + 1 ) } ( )
ndo tem mdximo, embora seja limitado superiormente. Os elementos desse
conjunto, como vemos, sdo fragdes dispostas de maneira crescente:

2 3 n

1
-2-<§<Z<...<n+1

< .as

e nenhuma dessas fragdes é maior do que todas as outras. Pelo contririo, qual-
quer delas é superada pela que vem logo a seguir, isto é,

n n+1

< .
n+1 n+2

Nao obstante isso, qualquer elemento do conjunto é menor que o ntimero 1, o
qual é, portanto, uma de suas cotas superiores, na verdade, a menor delas. (Veja
o Exercicio 8 adiante.)

Este ltimo exemplo ilustra uma situagio interessante: o conjunto é limitado
superiormente, nao tem maximo, mas tem cota superior minima. Isto sugere a
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defini¢do de supremo de um conjunto, mediante uma das seguintes proposicoes
(que sdo equivalentes, como veremos logo a seguir):

3.5. Definicdo. Chama-se supremo de um conjunto C & menor de suas
cotas superiores.

Chama-se supremo de um conjunto C ao nimero S que satisfaz as duas
condigdes sequintes: a) ¢ < S para todo ¢ € C; b) dado qualquer niimero & > 0,
existe um elemento c € C a direita de S — €, isto é, tal que S — e < c.

Para vermos que a segunda defini¢do é equivalente & primeira, basta notar
que seu item a) nos diz que S é cota superior de C, e o ftem b) est4 afirmando
que nao hé outra cota menor do que essa; logo, ela é a menor de todas.

Uma pergunta natural que se pde é a de saber se todo conjunto limitado su-
periormente tem supremo. A resposta, dada no teorema seguinte, expressando
a assim chamada propriedade do supremo, é afirmativa.

3.6. Teorema. Todo conjunto ndo vazio de nimeros reais, limitado supe-
riormente, possui supremo.

Demonstragdo. Seja C' o conjunto em questdo. Seja E o conjunto de todos
os niimeros reais que sejam menores que algum elemento de C, e seja D o con-
junto dos niimeros reais restantes.

Da prépria definigdo de E e D, vé-se que (E, D) é um corte em R. Pelo
Teorema 3.4, esse corte possui elemento de separacio, que denotamos por a.
Ele é o major elemento de £ ou o menor elemento de D. Mas a ndo pode
pertencer a F, senao ele seria menor do que um elemento ¢ € C, o mesmo sendo
verdade de todos os elementos § entre « e ¢, donde 8 € E; e a néo seria o
elemento de separacgo de (E, D) (faga uma representacio grafica, para auxiliar
seu raciocinio). Assim, concluimos que « é o menor elemento de D, ou seja, a
menor cota superior de C, como queriamos provar.

Nessa demonstragdo nao hé como saber se o supremo é ou néo o miximo
do conjunto C. E claro que se o conjunto possui méximo, este é também o
seu supremo. Mas o conjunto pode nao ter maximo, como no exemplo dado
em (3.6). Outro exemplo de conjunto cujo supremo nio é méximo é qualquer
intervalo aberto & direita, como

[-5,12)={z € R: -5<z <12}, ,

que nao tem méximo, mas tem 12 como seu supremo.
A parte b) da segunda definicio de supremo nos diz que qualquer nimero
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a esquerda de S, isto é, S — ¢, terd algum elemento ¢ de C' 3 sua direita. Tal
elemento ¢ pode ser o préprio S, quando este for o méximo do conjunto. Por
exemplo, o conjunto

{2, 3, 9/2, 5, 6, 13/2, 7}

tem supremo 7, que é também seu méximo. Dado € = 1/2, § — ¢ serd 13/2; e
0 Unico elemento do conjunto & direita de 13/2 é o préprio 7.
A nogdo de infimo é introduzida de maneira andloga & de supremo.

3.7. Definigao. Chama-se infimo de um conjunto C & maior de suas cotas
inferiores; ou ainda
Chama-se infimo de um conjunto C' ao mimero s que satisfaz as duas
condigbes sequintes; a) s < ¢ para todo ¢ € C; b) dado qualquer nimero € > 0,
existe um elemento c € C a esquerda de s + €, isto ¢, tal que ¢ < s +¢.

Com a propriedade do supremo prova-se que todo conjunto ndo-vazio de
nidmeros reais, que seja limitado inferiormente, possui infimo. (Veja o Exercicio
10 adiante.)

Conjuntos néo limitados & direita certamente néo possuem supremos finitos.
Convenciona-se considerar +o0o como o supremo desses conjuntos. Analoga-
mente, —oo é considerado o {nfimo dos conjuntos nio limitados inferiormente.

Observe que se nos ativermos ao conjunto dos nimeros racionais, entao nao
serd verdade que todo conjunto limitado superiormente tenha supremo ou que
todo conjunto limitado inferiormente tenha fnfimo. J4 vimos isso com o exemplo
classico de v/2 nos Exercicios 5 e 6 da p- 55.

Observe também que agora, com a propriedade do supremo, podemos demon-
strar que o nimero 2 possui raiz quadrada (Exercicio 13 adiante). Lembre-se
do que foi dito na p. 26: a demonstragio que 14 fizemos foi apenas uma demon-
stragao de que ndo existe nimero racional cujo quadrado seja 2. Mais do que
isso, podemos agora provar que qualquer niimero positivo possui raiz n-ésima
(Exercicio 14 adiante).

- Bixercicios

1. Dado um corte (E, D), prove que se e € E e z < e, entdo = € E; e quesed € D e
y > d, entdo y € D. Isso significa que E é uma, semi-reta que se estende para —oo
e que D uma semi-reta estendendo-se para +oo.

2. Seja T um nimero racional. Prove que o conjunto E dos niimeros racionais menores
do que 7 néo tem maximo; e que o conjunto D dos niimeros racionais maiores do
que 7 nao tem minimo.
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3

© oo

10.

11

12.

13.

14

15

16.

17

18.

19.

. Dados dois nimeros reais quaisquer, a e 3, prove a chamada lei da tricotomia, que

diz: ou v < B, 0u @ = f ou @ > .

- Prove que entre dois niimeros reais distintos h4 uma infinidade de ntimeros racio-

nais.

Prove que entre dois nimeros reais distintos ha uma, infinidade de ntimeros irra-
cionais.

Dados trés nimeros reais o, f e v, prove que a < e f <y = a < 1.

- Dado um mimero real & = (E, D), defina o oposto —a tal que a + (—a) = 0.

Prove que o nimero 1 ¢ efetivamente o supremo do conjunto definido em (3.6).

- Considere o conjunto {1/m —1/n: m, n € N}. Prove que —1 e 1 séo o {nfimo e o

supremo desse conjunto, respectivamente, e que eles nio pertencem ao conjunto.

Prove que todo conjunto néo-vazio de niimeros reais, limitado inferiormente, tem
infimo.

Prove que a > 1 = a™ > a para todo inteiro n > 1.
Prove que 0 < a < 1 = a™ < a para todo inteiro n > 1.
Use a propriedade do supremo para provar que 2 possui raiz quadrada. positiva.

Generalize o exercicio anterior, isto é, use a propriedade do supremo para provar a
existéncia da raiz n-ésima positiva de qualquer niimero a > 0, a # 1.

Sejam A e B conjuntos numéricos ndo vazios. Prove que

ACB=infA>infB e supA <supB.

Sejam A e B dois conjuntos numéricos néo vazios, tais que a < b para todo a € A
e todo b € B. Prove que sup A < inf B. Com a mesma hipétese, prove ainda que
sup A = inf B < qualquer que seja & > 0, existem a € A e b € B tais que b—a < ¢.

Sejam A e B dois conjuntos numéricos nio vazios, limitados inferiormente, e 7 um
nimero tal que 7 < a-+b para todo a € A e todo b € B. Prove que r < inf A+inf B.
Enuncie e demonstre resultado andlogo para os supremos.

Dados dois conjuntos numéricos limitados A e B, definimos o conjunto A + B =
{a+b: a€ A, be B}. Prove que sup(A + B) = sup A + sup B, e inf(A + B) =
inf A+ inf B.

Dado um conjunto numérico limitado A, e um ntmero real qualquer ¢, definimos
o conjunto aA = {aa: a € A}. Mostre entdo que sup(aA) = asup 4, inf(ad) =
ainf A se a > 0; e sup(aAd) = ainf A se @ < 0. Em particular, sup(—A) = —inf A4,
ou ainda, sup A = —inf(—A).



