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OBJETIVO DA MECANICA DAS ESTRUTURAS

Estudar as leis e o comportamento das estruturas para levar o projeto seguro, economico,
duravel e com sustentabilidade.

‘DISCORSI

Introduzido por Galileu DIMOSTRAZIONI
(1638) a abordagem de S s

estruturas na ruptura: Mecanioi G viioh i ook
tamanho, carga T e

Filofofo ¢ Matematico primario del Sereniflimo
Grand Duca di Tofcana,

Convna Appendice delcensrodsgraniva d'alewni Solifs.

IN LEIDA,
Appreflo gli Elfevirii. m. p, ¢, xxvre,

Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, intorno a Due Nuove Scienze, 1638, Galileu Galilei



Recordacao da estatica dos solidos rigidos

O conceito de forca sera introduzido por meio do 3° Principio da Mecanica Classica: “Em cada instante, a
acdo mecdnica de um corpo sobre um ponto material pode ser representada por um vetor (forca
interativa) aplicado no ponto”.

—

Dado um sistema de forcas S={(P,F,),(Py,F>).....(P,,F,)}, tem-se:

z
Definicao 1.3
Resultante de S é a soma vetorial das for¢as que o compdem.

F

P R A resultante € indicada por R, tendo-se entao
y
P = n—>
Fné———— n R — Z Fl .
i=1

Rx:Z?in Ry:Z?Fyi Rz:Z?in



Recordacao da estatica dos solidos rigidos

Definicdo 1.4

Momento de S em relacdo a um ponto O € a soma vetorial dos momentos de cada uma das forcas do
sistema em relacdo a esse ponto.

MO =1rAF

Defini¢do: Se a = (ay,ay,a3) e b= (b,by,by) entio
o produto vetorial de a e b ¢ o vetor: aXb

a A b =(ayby—a3by,a3by —ayby,a1by — arly)

ik a A\ b
aAb=(ab,-ab)li+lab,-ab,)j+lab, -ab,)k=la, a, a ’

—— T n— | e——

Cx C A} Cz bx by bl / .



Recordacao da estatica dos solidos rigidos

Regra da mao direita

Sabe-se que o momento M tem a dire¢do da reta r da Figura 1.4, passando por O e perpendicular ao

plano definido pela linha de acao de ( P, Fe pelo ponto O ( plano 7 ).
a A b=(ab,-a,b,)i+(ab,-a.b,)j+(ab, -ab,)k

—_— e — N —
Cx cV CZ
Figura 1.4
O sentido de M  pode ser determinado da seguinte maneira:
e no plano que contém a linha de acdo de ( P, F') e é perpendicular a m, coloque a mao direita com a
palma voltada para a reta r e com os dedos no sentido de F';
e deixe o polegar perpendicular aos demais dedos; .

e osentido de M € entdo o apontado pelo polegar da mao direita (Figura 1.4).



Recordacao da estatica dos solidos rigidos

As forcas em P geram que momento em “O”?

MO =rAF

r= (xp - xo)i T (yv - 3’0)] T (Zp - Zo)k X

F = Fi+Fyj + Fk

My = [(xp — X, )i + (3’19 Yo)j + (Zp — 2, )k| A

N |[Ei+ E)j + F;k]




notacdes equivalentes

Recordacao da estatica dos solidos rigidos 15 / o
M, = M,i+ M,j+ M,k Z . - -

M, = (yp — y0>FZ - (Zp — ZO)Fy % N - i N

M, = (zp —z,)F, — (xp — x,)F, ) FX/ﬁFy = ) Nx/ﬁFy

M, = (xp — xO)Fy — (yp — yO)Fx M, Z\ozv/\""y y Zo .

. . WY
/Xp xp
Sistema coplanar (Estruturas no plano) y

Rx:Z?in RyZE?Fyi

Mz:M:(xp_xo)Fy_(Yp_yo)Fx




Recordacdo da estatica: sistema mecanicamente equivalentes

Diz-se que dois sistemas de forcas S e S’ sdo mecanicamente equivalentes quando suas reducdes em um

mesmo ponto genérico A levam aos mesmos esforcos, isto €, R=R'e M, = M} .

Exemplo 1 Considere-se a barra da figura em que séo aplicadas duas forcas coplanares, que constituem o sistema de
esforcos Si.. Obtenha um sistema equivalente em A

Sistema equivalente em B

R =20i- 50i = —307

%

My =-20-2k +50-4k =160k



Exemplo 2

Determinar para que ponto da barra da Figura 1.25 a reducdo do sistema de forcas aplicadas conduz
exclusivamente a resultante R.

Figura 1.25

A solucio direta consiste na reducdo do sistema em um ponto genérico Q da barra e na determinagdo de
qual deve ser a posi¢do do ponto Q para que o momento de reducdo se anule.

A reducdo do sistema em Q leva aos esfor¢os indicados na Figura 1.26.

O momento de reducio é

Mq=P-x - P-(I-x);

Px { ) P (l-x)

2P

l-x

A

2Px—P-1=0 (1.32)
o [ l 30
X —E‘ ( ""’)

Conclui-se, entdo, que o polo no qual o sistema de forcas da Figura 1.25 se reduz exclusivamente a
resultante € o ponto médio da barra, como se indica na Figura 1.27.

Como ja se verificou, a reducio de um sistema de forcas em um ponto leva a um sistema mecanicamente
equivalente ao sistema que jd foi reduzido. Sdo, portanto, mecanicamente equivalentes os dois sistemas

representados na Figura 1.28, onde o simbolo = indica a equivaléncia mecanica entre eles.

2P

(3]
ro |\.

Figura 1.27

P 2P

<«

-~
~

B |~
1 |~

Figura 1.28




Exemplo 3 10

Aplicar na barra da Figura 1.31 uma tinica forca mecanicamente equivalente ao sistema aplicado

7)

20N 30N 40N
A B C
| 2m <—1lm-—>i
Figura 1.31
A forca procurada é a resultante do sistema, mostrada na Figura 1.32,
180
My=-180= -90-x = x=—=2m. (1.3
90 N 90
i Sao portanto mecanicamente equivalentes os dois sistemas da Figura 1.33.
A Q C
I X |€<—3-x—>
20N 30N 40N 90 N
Figura 1.32 l l l l
< : 5 > 1< e— ) =
A reducio do sistema da Figura 1.31 no ponto A leva ao momento Zm Im—> <m Im—
My=-30-2-40-3=-180 Nm; (1.35) Figura 1.33

a reducdo da resultante da Figura 1.32 nesse mesmo ponto leva ao momento
M,=-90x. (1.36)

Impondo que esses dois momentos sejam iguais, obté m-se




Acoes: Tipos de cargas

a) Forcas Concentradas

11



12

Acoes: cargas distribuidas (g, unidade: F/L)

b) Carga distribuida constantemente Ex.: parede sobre
uma viga

I,

a nao € muito pequeno em relacdo a L



Acoes: cargas distribuidas (g, unidade: F/L)

c) Carga distribuida linearmente
EX.: empuxo de terra, agua

13



Acoes: cargas distribuidas (g, unidade: F/L)

Como calcular a resultante da carga distribuida?

V' q(x}dx

y
|

R
q(x}

SRR

x|

R=Tq(x)~dx

= ]‘ dF =Area

E qual € a posicao da resultante (R)?

];q(x)-x-dx Tq(x)-x-cbc

qu(x) -x-dx

X

Xa=

R

A

qu(x) -dx

(CG da area)

14



Substituindo o carregamento distribuido por uma forgca concentrada estaticamente
equivalente para os dois casos a seguir, tem-se as respostas indicadas.

pl
Exemplo 4 p l

N |~
N [~

Exemplo 5

7

(')
le!\

15



Separe um
corpo de uma
estrutura




Movimento de um sistema material plano

Duas translacoes e uma rotacao

Se corpo sem restricao

l

Com Movimento
de Corpo Rigido

todo o corpo translada e rotaciona



Se corpo com restricao de movimento

Sem Movimento

de Corpo Rigido

2

18



Se corpo com restricao de movimento

A

Reacoes )
impedem /
Movimento de Q)

Corpo Rigido /

V/

19



Se corpo com restricao de movimento

I\

Reacdo F

Reacdo R

Corpo tem mudanca de forma

o, W
-

20



* Corpos deformaveis
Grande interesse na mudanca de forma do corpo: movimentacao inter-atomica dos

cristais.
A
@

Fibra indeformada

R

Fibra deformada




Restricoes de movimento e reacoes associadas (plano)

a) 1°. Género ou articulacao movel ou apoio simples: impede uma translacao

- yi . B, A a A 4%
? ¢ ¢ IF ¢ 77 /////////
- 55

22



Tipos de apoios

a) 1°. Género ou articulacao movel, apoio mével: impede uma translacao

TaNVARVANVA
O O LAAL LAAAA A

representacao de apoio movel




Apoio movel

Livre para uma translacao e rotacao do ponto de vinculo

24



L L LA L LT LA

Reacao associada

LT LLLLLALS

25



Apoio movel

Fundacao rasa: sapata



Fundacao rasa: sapata

Pl P1 P1

POy yyrd
27



b) 2°. Género ou articulacao fixa/apoio fixo: impedem duas translagoes

<—>~\Lf7;/g—><—> —> Rx — RX > Rx /%




b) 2°. Género ou articulacao fixa/apoio fixo: impedem duas translacoes

AN\ A\ O

ETLA AL T L LSTTAL LAAAA LT LAALLAA
LAATLLAAT LT

representacao de apoio fixo



b) 2°. Género ou articulacao fixa/apoio fixo: impedem duas translagoes

I L 0
LLIJT[]

I i
| 1

I [ L
0 )

EEEEEER

i O

I i

LLLI.T.I.]

[lJ‘J‘IlJ‘[lJ‘

II\T\]II\[II\ @

HEE N X

| v . >

111111
111111

|||||||

LA SLALLT LTS A L LHESTL LS

30



Apoio fixo

ReacoOes associadas

LLA AT A AALLLT

e

N

31



Apoio fixo

Fundacao profunda bloco com estacas

LLA TS EALAALLT

e

32



c) Engaste: impedem duas translacoes e uma rotacao

\V4

X
SN

\/

Engastamento

/A,

/7S

33



c) Engaste: impedem duas translacoes e uma rotacao

34



Engaste

,

\_wwww.w 0004

)

|

jq_r i ﬁ




Engaste

36



ReacoOes associadas

representacao de engaste

37



APOIOS NO ESPACO

Apoios fixos

2 F4
1
1 D
R, R_,
SN x” N
” ~ |
- Ny x
/RX
L,
| o
// E
R
y i

v A t

38



APOIOS NO ESPACO

Engaste: 6 reacoes

Ay ans

Ry My notacoes equivalentes

15 kNm
Ry o 15 kNm/
) —
. v

vz Y7 -



Estruturas Estaticas Estatica dos sistemas rigidos

EQUAGOES DE EQUILIBRIO DA ESTATICA - ESPACO

EQUAGOES DE EQUILIBRIO DA ESTATICA - PLANO

S F.=0,YF, =0 YM,=0

R=m-a=0—25R=0; Y R=0 (Forgas); Y. M =0 (Momento)



VidiOl'ld Udo ColluilUlido 9dO Tlipercoladlivds




Dependendo do projeto:
Estruturas podem ter varios tipos de vinculos

Classificam as estruturas
quanto a sua estaticidade

 Hipostaticas
e |sostaticas

 Hiperestaticas

42



Classificacao das estruturas quanto a estaticidade no plano

Estruturas hipostaticas, isostaticas e hiperestaticas

a) Estrutura Hipostatica: Algum movimento de corpo rigido € possivel (nao
gerando deformacao)

_ /

(b)

s
3
>
/
/
/
/
/
/
/

(c) H

b

5
ly
s
5

3 & &




Classificacao das estruturas quanto a estaticidade no plano

b) Estrutura Isostatica: todo movimento de corpo rigido € restrito, mas se um
vinculo for retirado, ela gera movimento de corpo rigido

(a) "

2 isostatica / 7
4 / isostatica
; N\ :\ \
At A
(b) 3 ’
hipostatica P ¥ hipostatica
77;;/'/‘ ,/ \\ =R i
// \ P S ~2
\\ \\ \\ \‘\ = —
PR | St

44



Classificacao das estruturas quanto a estaticidade no plano

c) Estrutura Hiperestatica: todo movimento de corpo rigido € restrito, se
algum vinculo for retirado, ela ainda nao gera movimento de corpo rigido

A Br-

7ﬂ>

L4

—|>
b

45



46

Grau de hiperestaticidade externa de uma estrutura rigida plana hiperestatica

—

g : grau de hiperestaticidade externa
v . numero de vinculos existentes nas estrutura inseridos pelos apoios

hiperestatica, g = 3

P D
hiperestatica, g = 1

>

46



Grau de hiperestaticidade (g) externa de uma estrutura plana

Cuidado com a aplicacao dessa formula:
g=v—3

Tem que verificar se as duas translacoes e a rotacdo de movimento de

corpo livre esta sendo restritas

Contra-exemplo:

Mas essa estrutura é

hipostatica!

47



b)

Exercicios: Classificar as estruturas quanto a sua estaticidade

a)
AN FAY
AN Fat

c)

£

d)

(g

<]

ANRNN

48



Exercicios: Classificar as estruturas quanto a sua estaticidade

©) e g)

s
s

f)

ANNANNN

49



il

il

|

J)

il

il

<]

<]

<]

<]

q

il



q)
VAN E
A i i A
P)
Z
n 47



d

. TTTTT7 Am
w




Respostas: Classificar as estruturas quanto a sua estaticidade

a) c)

7N A 7, <l

Isostatica, g =g, =0 Isostética, g = g, =0

d)
b)
AN Fat

Hiperestatica, g =g, = 1

N\

Hiperestatica, g = g, =

53



Exercicios: Classificar as estruturas quanto a sua estaticidade

€) g)

s

Hipostatica =

h)
f)

ANNANNN

Hiperestatica, g =g, = 2

Isostatica, g =g, =0

54



J)
A

k)

7

R A
Hiperestatica, g =g, = 1

g

Isostatica, g =g, =0

q

=5

Hipostatica

55

)

3 AN JAY
Hiperestatica, g =g, = 2
m)
> pay A
Hiperestatica, g =g, = 2
n)
K & & <l

o Hiper;stética, g_ =g, =1



0)

q)
A A E
P LR AN 7\
Hiperestatica, g =g, = 2 =— — — —
Hipostatica
P)
> g
Hiperestatica, g =g, = 1 r
A 36
Z Z

Hiperestatica, g =g, = 3

56



0p)
~

Isostatica, g =g, =0

AL LLLF

~
v

AN ZAN

Isostatica, g =g, =0

Hiperestatica, g =g, = 3

57
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Exemplo 4: Calcule as reacoes da estrutura

4 kN

32m 08m | 5 m

58



2R =0

2.F, =0:

RL,=0

RYA +R}B—12 =0

2m

4 kN




Lembrando que:

Lo kN
AO 12 m
o T WM, =15 kNm
A ~

> M, =0: § 40-R—8.0-20-40-32=0> R,y =7.2 kN

SRy, =12-72=48 kN

18 kN 4 kN

* B




8 kN 4 kN

AN AN
T o

2m__ , 12m ,08m




Exemplo 5

60 KN/m

30 kKN/m

l

o —

__/M = 105 kNm A D
) S

62

62



Exemplo 5 Determinar as reacdes da viga a seqguir.

90 kN 180 kKN

|

A Q ,\,C,/‘M =105 KNm A)
T AR RN

M

»F,=0>B,=0

Y F,=0->B +D, =180

> My;=0-6D,+90.1+90.15=105+180.6 - D, =160 kN(T)
B, =20 kN(T)

63



Exemplo 6: Determinar as reacoes da estrutura

M
j - 20kN v/-\\
A B - > - < 20kN  —+
10kN ot :
l Im TY" IOIN Im
E F N E F N
- Im
. D ¢ 2
LOkN ) D CA & 10kN = y\ 5
20kN
20kN | Im—3 Im— Im —f
| lm— Im —3 Im I
Xa=10kN ,
YA - = l() }\N ’

M =—-60 kN m,

64



Exemplo 7: Determinar as reacoes da estrutura

v A y 2m

3m

15 kN

c ¥—_15kN
10kN/( pr=o;Rx—10:0—>Rx=10kN

ZFy=O:Ry—15=O—>Ry=15kN

ZFZ=O:RZ—5=O—>RZ=5kN

65



y |
\\
o
/
RMx X €

nr. forgas

R+ ) (M) =0
i=1

Ry + (2m)(=5kN) — (0m)(—=15kN) = 0

RMX = 10 kNm

M,=M,i+ M+ Mk .
M, = (¥p = ¥o)F: — (2, — 2,)F,
M, =(z,—z,)F, — (x, — x,)F,
M, = (x, — %, )Fy — (¥p — ¥o)Fx
Fy = —10KkN; F, = =15 kN; F, = —5KkN

X, —Xg = 3m Yp — Yo =2m Zp —Zo =0

nr. forgas
Rmy + Z (My), =0
i=1

Ryy + (0m)(—10kN) — (3m)(—5kN) = 0

Ry, = —15 KNm

nr. forcas

Rmz + z (Mz)i =0
i=1

Ry, + (3m)(=15kN) — (2m)(—10kN) = 0

Ry, = 25 kNm



Exemplo 7: Determinar as reacoes da estrutura

Reacoes

67



Exemplo 8: Determinar as reacoes da estrutura

E

]Z
|
|
‘5 1,5m

/&
392 T

Acoesem E: F, = —40kN;F, =F, =0

Acoes em CD: F, =45KkN;F, =F, =0

40 k

F,

, 20 kN/m

Acoes em AB:

= —40kN;F, =F, =0

68



Resposta

D F . =0: A +B =40 (1)
YF,=0: A,=45kN (<)
45 kN
SF,=0: A4,+B,+C, =40 (2)
M, = dy F,—d,- Fy 'Ax 4OEkN
My:dz'Fx_dx'Fz By f/' 2o l v l
Mz:dx'Fy—dy'Fx ;>>\/O PA 2m 2m ﬁ;}
Bx ./
Aplicar eqs. de momentos com polo em C: TA ‘{/ T
z B,

ZMCx = 0:—40-(—1)+ A, (—4) — (45)- (1) = 0> A, = —1,25 kN

zMCy:O:—40-(3)—

ZMCZ = 0:—45-(2) —
Portanto: B, =40—-7,5

(—40)-(2) + B+ (2) + Az (2)]=0- B, =—18,75 kN

(—40) - (1,5) + Ax(—4)] =05 Ax=7,5 kN

=32,5 kN

69



Reacoes

20 kN/m

E
D 1,5 m
40 kN
3m
'
NG
s
=
™
oc

=

Q
f»
! ?czzeso kN

llzi

B =325 kN

B
ﬁjq\

vBz:18,75 kN

70



N° USP: Nome:

1* Questao (3,0 ptos) Para a estrutura espacial da figura, as barras AB e DE estao paralelas ao eixo y, a barra
BD ¢ paralela ao eixo x e a barra CF esta paralela ao eixo z. A for¢a concentrada F e o momento de tor¢ao
concentrado T estdo na direcdo y. A forca concentrada P atua na direcdo z e o carregamento linearmente
distribuido com valor q em E e nulo em D, atuando em toda a barra DE, esta na direcio x.

Considere: F =17 kN, P =18 kN, T =8 kN.m e q = 10 kN/m. Obtenha as rea¢des no engaste em F.

A q
&
)
,56‘
P
/B 2m C 2m D
T
£
©

71



2m

2m

wy

72



Calcular as reacoes a seguir.

By = 31,25 kN (1)
Ay = 8,75 kN (1)
Ax = 30 kN (<)

73



Exemplo: Calcule as reacoes da estrutura. F é perpendicular a barra AD.

10 kN¢
z— > —9
20 kN
(%)
e

74
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Exemplo: Calcule as reacoes da estrutura.

10 kN

10 kN /<3°
' -:..-.'- S0 TG ity o iR e Sy S A Cegs a gt -é

4m - P | l

— ~
- 6m —L15m—+

76
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Exemplo: Calcule as reacoes da estrutura.

80 kN/m

g \170 KNm
' 20kN B

78



‘ \1 70 kNm
- B

Ibs

N

L F= ®0-52400 «

Ay
=MA :.Of);

zFa,:o:
AL

4 m - i 3 m ‘:r EX
E.’

EF £330 = 20 -2+ 400-55
E\l':' qu)?l kN
Ayt €4 “Hao b‘}} = 104, kN

Ex2 20 «\

79



Para a estrutura da figura a seguir, onde o trecho DG é circular de raio 3 m,
sabendo-se que a forgca concentrada vale P = 40 kN e o momento concentrado
aplicado no ponto C tem valor de M = 20 kN.m, pede-se as reacoes.

I ;
N _ i

A B 9 D
£
Q
™

|
=]

- - - - -4
(=]
nJ
N— L H

L 15m | 20 L 15 | 3,0 |




Exemplo: Calcule as reacoes da estrutura.
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qx) =10 x? |
oo ((qadrdt T e ([ lox
L - L(‘Oﬂ- j3e - L -
:" : vl T o0
LEIR R IEEN BTN
=> im A u 40\0’ -;f-o'°‘x
0.%%: Ay | X - |93-Zug ink:(i); '31'1'-‘,‘2..1-.?.487:25.&
LA AW N Y P A & T
i \{\-3 =\V0 25350,
Nor dehmato: K= j % eyl 15 Nz 1225508500

R - j\otclu- 10 - tg\. - 10 (wN)
o 3 o3
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