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Integral de Riemann na Reta (revisao)

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)
Seja [a, b] C R um intervalo.
e Uma particdo de [a, b] € um subconjunto finito P C [a, b]
talqueac Pebe P.
e Dada P={a=xp < Xy <--- < Xp = b} particéo de |[a, b]:
® [xi_1,X], 1 < i< n, chama-se i-ésimo intervalo de P;
® |P| := maxi<i<n(X; — Xi—1) chama-se norma de P;
® uma n-upla ¢ = (&;)1<i<n tal que & € [xi_1, X;] chama-se
pontilhamento de P.
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Definicéao (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Seja f: [a, b] — R.
e Dados P={a=xp < Xy <--- < Xp = b} particéo de [a, b]
e & = (&)1<i<n pontilhamento de P, a soma de Riemann
de f com respeito a (P, &) é

S(f,P,¢) : Zf §)(Xi — Xi—1)
e f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condigao for satisfeita:

I € R,V¥e > 0,35 > 0,VP particdo de [a, b] com |P| < 0,
v¢ pontilhamento de P, |S(f, P, &) — 4| <.

Caso afirmativo, diz-se que ¢ é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposicao

O limite das somas de Riemann de f : [a, b] — R, caso exista, é
unico.

Definicédo (Integral de Riemann)

Se f: [a, b] — R for Riemann-integravel, chamamos o limite
das suas somas de Riemann de integral de Riemann de f.

Notacao
2 fou [?f(x)dx.
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Condicdes Suficientes para Integrabilidade

Teorema
Se f: [a, b] — R for continua, entdo f é integravel.

Teorema
Se f: [a, b] — R for limitada e o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f for finito, entéo f € integravel.
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Teorema Fundamental do Calculo

Teorema (TFC, parte I)

Seja f : [a, b] — R integravel. Suponha que exista
F : [a, b] — R continua em |a, b|, derivavel em (a, b) e tal que
F'=fem(a,b). Entao

b
/ f = F(b) — F(a).
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Teorema Fundamental do Calculo

Teorema (TFC, parte Il)

Sejam | C R um intervalo, a € | e f : | — R continua. Defina
F: 1 — R por, para todo x € I,

X
:/f.
a

Entao F é derivavel e F' = f.

Corolario
Toda fungéo continua definida num intervalo admite uma
antiderivada.
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Integrais Duplas

Definicdo (Retangulos)
Um retdngulo ou itervalo bidimensional é um produto /; x b,
onde /1, b C R sao intervalos.

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)
Seja R = [a, b] x [c, d] um retédngulo compacto.
e Uma particdo de R é um produto P = Py x P> onde
P ={a=xp <--- < Xm= b} éuma particéo de [a, b] e
Py ={c=yy<--- < yn=d} éuma particdo de [c, d].
e Um pontilhamento da partigdo P = Py x P € um produto
& =& x & onde & é pontilhamento de Py e & é um
pontilhamento de P-.
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Particoes e Pontilhamentos (cont.)

Definicao (Particoes e Pontilhamentos)

e Os retangulos ou subintervalos da particao P sao os
produtos Pj := [xi_1, X x [yj—1,y], paral <i<me
1<j<n

= max{|P1|, |Pzl}.
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Definicédo (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Sejam R=[a,b]| x [c,d]ef: R — R.
® Dados P = {(x;,y;) |0 <i<m,0<j< n}partichode Re
{ij=(&.&) |1 <i<m1<j<n}pontilhamento de P, a
soma de Riemann de f com respeito a (P, &) é

S(f,P,¢) ZZfﬁ,] (X — Xi—1) (Y — Xj—1)

i=1 j=1

area do (/,j)-ésimo retangulo de P

e f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condigao for satisfeita:

I € R,Ve > 0,36 > 0,VP particdo de R com |P| < ¢,
V¢ pontilhamento de P, |S(f,P, &) — €| <e.

Caso afirmativo, diz-se que / é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposicao
O limite das somas de Riemann de f : [a, b] x [c,d] — R, caso
exista, é unico.

Definicédo (Integral de Riemann)

Se f: [a, b] x [c,d] — R for Riemann-integravel, chamamos o
limite das suas somas de Riemann de integral de Riemann de
f.

Notacao

* JJiapixic.a F(X:¥)dAX, y) ou [, pyuie.a FdA OU
f[a,b]x[c,d] f;
* Jiapixiea (XY dAX, ¥) OU fi4 511001 FAAOU Jia oo -

Teorema (uma condigao suficiente para integrabilidade)
Sef:[a,b] x [c,d] — R for continua, entdo f € integravel.
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Interpretagdo Geométrica

Interpretagdo Geométrica

Seja R :=[a,b] x [c,d]. Se f: R — R for Riemann-integravel e
maior ou igual a zero, interpretamos [ f dA como o volume da
regido do espacgo

{(x,y,2) €R® | (x,y) € R0 <z <f(x,y)}.
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Propriedades da Integral Dupla

Essencialmente, valem as mesmas propriedades da
integral de Riemann na reta.

Seja Q = [a,b] x [c,d]. Entéo {f: Q — R | f integravel} é
um subespago vetorial de R?, e a integral de Riemann é
linear.

Se f < g s@o ambas integraveis em Q, entdo [,f < [,5g.
Desigualdade triangular: se f e |f| forem ambas
integraveis em Q, entao

}/QfdA} </O|f|dA.
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)
Sejam Q = [a,b] x [c,d] e f: Q — R integravel.
e Se existirem as integrais iteradas [°[ [ f(x, y)dy] dx

entao b o
/ fdA_/ [/ f(x,y)dy] dx
Q a c

e Se existirem as integrais iteradas [?[[2 f(x,y) dx| dy,

entao g b
/ fdA = / [/ f(x,y)dx] dy
Q c a
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Teorema de Fubini

Interpretacdo Geométrica
Com a notagao do teorema anterior, se f > 0:

o f: [fcd f(x,y)dy] dx é aintegral em [a, b] da fungéo que
associa x € [a, b] a area da secao ortogonal ao eixo Ox
passando por x da regiao
{(x,y,2) eR3| (x,y) € Q,0 < z< f(x,y)}.

o [91[Pf(x,y)dx] dy é aintegral em [c, d] da fung&o que
associa y € [c, d] a area da secdo ortogonal ao eixo Oy
passando por y da regidao
{(x,y,2) eR?| (x,y) € Q.0 <z < f(x,y)}.
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Conjuntos de Medida Nula

Definicao (Conjuntos de Medida Nula)

Diz-se que A C R? é um conjunto de medida nula se, para todo
e > 0, existir uma colegdo enumeravel de retangulos (Q));cn tal
que A C UienQi e Y 72y m(Q;) < ¢, onde m(Q;) denota a area
do reténgulo Q.

Observacéao
e 3, m(Q;) denota o limite da sequéncia
neNw— YT, mQ).
e E equivalente, na definigdo acima, usar bolas no lugar de
retangulos.
e Conjuntos de contetdo nulo: mesma definicdo com “finita”
no lugar de “enumeravel”.
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Condicao Necessaria e Suficiente para Integrabilidade

Teorema (critério de Lebesgue)

Sejaf: [a, b] x [c,d] — R limitada. Entéo f € integravel se, e
somente se, o conjunto Dy C [a, b] x [c, d] dos pontos de
descontinuidade de f tiver medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

1. Conjuntos enumeraveis tém medida nula.

2. A unido enumeravel de conjuntos de medida nula tem
medida nula.

3. Um subconjunto de um conjunto de medida nula tem
medida nula.

4. A imagem de um conjunto de medida nula por movimentos
rigidos € um conjunto de medida nula.

5. Retas tém medida nula.

6. O grafico de uma fungdo continua [a, b] — R tem medida
nula.

7. Imagens de curvas de classe C' tém medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

Interpretagcdo Geométrica

Um subconjunto de R? tem medida nula se, intuitivamente, for
um conjunto de “area” nula.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Notacao

Seja f uma fungao definida num subconjunto A de R2.
Denotamos por? a extensdo por 0 de f, i.e. a fungdo R? — R
dada por ?(x) = f(x) se x € Ae 0 caso contrario.

Definigao (Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados)

Sejam A C R? um conjunto limitado e f : A — R. Diz-se que f é
integravel em A se f for integravel em algum retangulo
Q = [a, b] x [c, d] que contenha A. Caso afirmativo, definimos

/Af;:/oi
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Observacao

e Em vista do critério de Lebesgue, f limitada é integravel
se, e somente se, 0 conjunto dos pontos de
descontinuidade da extenséao f tiver medida nula.

e Em particular, se f : A — R for limitada, 0A tiver medida
nula e o conjunto Dy dos pontos de descontinuidade de f
tiver medida nula, entdo f é integravel.
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Exemplos

Exemplo

Sejam g, h: [a,b] — R continuascomg < he
A={(x,y)eR?|a<x<b,g(x)<y<h(x)}. Entao Aé
limitado e A tem medida nula. Tomando Q = [a, b] x [c, d]
contendo A, se f: A — R for limitada e descontinua num
conjunto enumeravel, entdo f € Riemann integravel e

/f—/fF”bm'//fxydydx_// f(x,y)dy dx.

Analogamente, trocando o papel das variaveis x e y, se
A={(x,y) eR®|a<y <b,g(y) <x<h(y)}, entdo

1= [ e
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A integral nao enxerga conjuntos de medida nula

Proposicao
Sejam A C R?, f,g : A — R integraveis.
* Se A tem medida nula, [,f =0
e Se{(x,y)e A|f(x,y)# g(x,y)} tem medida nula, entao

Jaf= /a9
e Sef for integravel em B C R? e AN B tiver medida nula,
entdo f é integravelem AU B e

|or= [t
AUB A B
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Integrabilidade de Funcbes a Valores Vetoriais

Definicéao

Sejam A c R? limitado e f : A — R¥ com componentes

fi,..., fx : A— R. Diz-se que f é integravel se cada uma das
suas componentes o for; caso afirmativo, a integral de fem A é
o vetor de R* dado por

/Af::(/Af1,...,/Afk).
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Diferenciabilidade de Funcdes R? — R (reviséo)

Definicao (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet)
Sejam f uma funcao real definida num aberto U C R? e

(X0, Yo) € U. Diz-se que f é derivavel (no sentido de Fréchet)
em (X, Yo) se existirem a, b € R tais que

=T-(X=X0.y—Yo)
i f(x,y) — f(x0, ¥o) — [a(x — X0) + b(y — yo)] _
im =0.
=[1(x=Xo.y—Yo)ll

Caso afirmativo, a, b € R s&o Unicos, f admite derivadas
direcionais em (X, o) com respeito a todo v = (vq, v») € R? e
ovf(xo, Yo) = avy + bvo. Em particular,

azaxf(X07y0)v bzayf(XOLVO)'
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Diferenciabilidade de Fungées R? — R (revisdo)

Definicao (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet (bis))

Sejam f uma funcao real definida num aberto U C R? e
(X0, Yo) € U. Diz-se que f é derivavel (no sentido de Fréchet)

em (xo, Yo) se existir T : R? — R linear tal que

: f(x,y) —f(xo,¥%0) = T- (X — X0, ¥ — Yo) _
lim =0.
(x,9)—(X0.%0) (X = X0,y — Yo)ll

Caso afirmativo,
e T éUnicae (Vv € R?)39,f(xp,¥0) = T - v. Em particular,

[Tle = [axf(XOaYO) 8yf(X0vYO)] .

e Chamamos T de derivada de Fréchetde f em (xo, o).
Notagao: Df(xg, o) ou f'(Xo, Yo)-
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Diferenciabilidade de Funcées R" — R™

Definigao (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet)

Sejam U c R" abertoe f: U — R™ e xo € U. Diz-se que f é
derivavel (no sentido de Fréchet) em xg se existir T : R” — R™
linear tal que

lim f(X)_f(XO)_ T'(X_XO) —0.
L
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Diferenciabilidade de Funcées R” — R™

Proposicao

Com a notagdo acima, se f for derivavel em xy € U, entdo
existe a derivada direcional de f em xq com respeito a todo
v € R", a qual é dada por

of(xg)=T-v.

Em particular, T é unica, e sua matriz na base canénica é dada
por
[T]c = [81 f(Xo) agf(Xo) 8nf(X0)]

i.e a matrix m x n cuja i-ésima coluna é a derivada parcial de f
em xo com respeito a i-ésima coordenada.
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Diferenciabilidade de Funcées R" — R™

Definicdo (Derivada de Fréchet)
Com a notagao acima, se f for derivavel em xp:

¢ atransformacao linear T chama-se derivada de Fréchet de
f em xp, denotada por Df(xp) ou f'(xp);

® a matriz da derivada na base candnica, [Df(xp)], chama-se
matriz Jacobiana de f em Xxg;

¢ afuncao linear afim Py : R" — R™ dada por
P1 (h) = f(Xo) —+ Df(Xo) -h

chama-se polinémio de Taylor de ordem 1 de f centrado
em Xp.
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Diferenciabilidade de Funcées R" — R™

Definicao (Jacobiano)

Sejam U Cc R" aberto e f: U — R" derivavel em xg. O
determinante da matriz [Df(xo)] chama-se jacobiano de f em
Xp, denotado por Jf(Xp).

Se f tiver componentes fi,...,f, : U — R, também ¢é usual
denotar Jf(xp) = det[Df(xp)] por

o(fy,...f

M(XO).

8(X1,,Xn)
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Exemplos

Exemplo

e Se f:R" — R™ for uma funcéo constante, entéo f é
derivavel em todo xp € R” e Df(xp) € a transformagéao
linear nula R" — R™.

e Se f: R" — R™ for uma transformagao linear, entéo f é
derivavel em todo xo € R"” e Df(xp) = f.
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Propriedades da Derivada de Fréchet

Proposicao
SejamU c R" aberto e f, g : U — R™ derivaveis em xg € U.
Entéo:
e f é continua em xg.
® Yo, € R, af + g € derivavel em x; e
D(af + 89)(x0) = aDf(xo) + BDg(Xo)-

Proposicao
Sejam U c R" aberto e f : U — R™ de classe C'. Entdo f é
derivavel em todo xy € U.
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Propriedades da Derivada de Fréchet

Exemplo (coordenadas polares)
Seja ¢ : R? — R? dada por, para todo (r,6) € R?,

o(r,0) := (rcosb,rsinf).
Entdo ¢ € C', logo € derivavel em todo (r,0) € R% e

cosf —rsin 9)

sinff  rcos@

etr.o] = (

Portanto, Jo(r,8) =r.
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Regra da Cadeia para a Derivada de Fréchet

Teorema (Regra da Cadeia)

Sejam U c R™ aberto, V C R™ aberto, g : U — R™ derivavel em
Xo €U, ImgC Vef:V— RKderivdavel em g(xp).

Entéo f o g € derivavel em x; e

D(f o 9)(%) = Df(g(x0)) o Dg(Xo).

Em particular,

[D(f 0 g)(%)] = [Df(9(x))] [Dg(x0)]-
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Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV

e Sejam U C R? aberto, ¢ : U — R? de classe C' injetiva,
R c Ue S = ¢(R) c R?. Suponha que tanto R como S
sejam limitados com fronteiras de medida nula e que
f: S — R seja continua.

* Queremos calcular a integral [gf(x, y)dA(x, y) fazendo-se
a mudanga de variaveis (x, y) = ¢(u, v), imitando o TMV
para a integral de Riemann na reta.

¢ Qu seja, queremos escrever uma igualdade da forma

[ feyaaiy) = [ fowv)dc.)
S R

onde “d(...)” é aquilo em que se transforma o “elemento de
area” dA(x,y) ao fazer a referida mudanga de variaveis.
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Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV
Para simplificar, suponha que R seja um retangulo

[a, b] x [c,d]. Seja P uma particdo de R e
{Pij|1<i<m1<j< m} osretangulos de P. Tome
§=1{¢;]1<i<m1<j< mj} pontihamento de P.
Para1 <i<m,1<j<m,sejaQ;:=¢(Pj). Se |P| for
suficientemente pequena, é intuitivo que fs fdA seja
aproximada pela soma

sz"%pfu (Qi)),

i=1 j=1

onde m(Q ;) denota a area de Q ;.

Aproximando ¢ numa vizinhanga de &; ; pelo seu polindbmio
de Taylor de ordem 1 centrado em &;;, Q;; = ¢(P; ) fica
aproximado por ¢ (&) + De(&;;) - [Pij — &ijl, o qual é
congruente a Dp(&; ;) - P; .



B\bhog\am \megn\ de Riemann Imeg\als Dup\as \megnbmdade vaerencmbmdqde TMV \rnegmsTup\as

Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV

e Como Dy(&;j) : R — R2 ¢ linear, Dy(&;;) - Pij é um
paralelogramo cuja area é

|det De(&ij)Im(Pij) = [Je(&i)Im(Pij).

* Portanto, [, fdA fica aproximada por

m

SN fowl&g)e(Ein)ImPry).

i=1 j=1

a qual € a soma de Riemann relativamente a (P,¢) d
fungéo fo ¢ [Jyp|.
® Fazendo-se |P| — 0, é intuitivo esperar, pois,

/fdA:/fo¢]J¢| dA.
S R

Aphcqcoe



Teorema de Mudanca de Variaveis

Teorema (TMV)

Sejam U C R? aberto, ¢ : U — R? de classe C' injetiva, R c U
e S = p(R) C R?. Suponha que tanto R como S sejam
limitados com fronteiras de medida nula e que f : S — R seja
continua. Entao

/f(x,y) dA(x,y) :/ f(o(u, v)) Je(u, v)| dA(u, v).
s R

Observacao

A hipbtese de que f seja continua pode ser relaxada: basta
que f: S— Refop:R— R sejam ambas integraveis.
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Teorema de Mudanca de Variaveis

Exemplo (coordenadas polares)

Sejam ¢ : R? — R? dada por ¢(r,0) = (rcosé, rsinf) e U C R?
aberto tal que |y seja injetiva. Suponhaque R C U e

S = p(R) sejam ambos limitados com fronteiras com medida
nula, e que f: S — R seja continua. Entdo

/f(X,y)dA(X,y):/ f(rcos@,rsin@)r dA(r,0).
S R
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Integrais Triplas

Definicao (Paralelepipedos)
Um paralelepipedo ou itervalo tridimensional € um produto
Iy x b x I3, 0onde Iy, b, 3 C R sdo intervalos.

Definicao (Particbes e Pontilhamentos)
Seja R =l x I x I3 ¢ R® um paralelepipedo compacto.
e Uma particdo de R é um produto P = P; x P> x P3 onde
P; € uma particdo de /jpara1 <j < 3.
e Um pontilhamento da particdo P = P; x P> x P3 € um
produto § = &1 x & x &3 onde §; € pontilhamento de P;
parai <j <3.
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Particoes e Pontilhamentos (cont.)

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)

e Os paralelepipedos ou subintervalos da particao P sdo os
produtos da forma J; x J> x J3, onde Jix é um intervalo da
particao Py, para1 < k < 3.

¢ Denotamos por $(P) o conjunto dos subintervalos da
particdo P. Dado £ pontilhamento de P, para cada
Q € 8(P) existe um Unico elemento de £ que pertence a
Q, o qual denotaremos por £q.

® A normada particao P é |P| := max{|P4],|Pz|, | P3|}
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Definicao (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Sejam R ¢ R3 um paralelepipedo compactoe f: R — R.

e Dados P particdo de R e ¢ pontilhamento de P, a soma de
Riemann de f com respeito a (P,¢) €

S(f,P,¢) : ngo

Qes(P

onde m(Q) denota o volume do paralelepipedo Q.

e f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condicao for satisfeita:

I € R,Ve > 0,36 > 0,VP particdo de R com |P| < ¢,
V¢ pontilhamento de P, |S(f,P, &) — €| <e.

Caso afirmativo, diz-se que / é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposigao

O limite das somas de Riemann de f : R — R, caso exista, é
unico.

Definicéao (Integral de Riemann)

Se f: R — R for Riemann-integravel, chamamos o limite das
suas somas de Riemann de integral de Riemann de f.

Notacao

o [[[af(x,y,2)dV(x,y.z)ou [[[5fdV ou [[[5f;
* [gf(x,y,z)dV(x,y,z)ou [pfdV ou [f.

Observacao
e Também podemos definir as integrais triplas usando
somas superiores e somas inferiores.
¢ Valem as mesmas propriedades enunciadas para integrais
duplas.
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)

Sejam R = ]_[f’:1 [ai, bi] um paralelepipedo compacto e
f: R — R integravel. Denotemos por Q o retangulo

[a1 , b1] X [ag, bg] C R2. Entao

/Rf(x,y,z)dV(x,y,z):/Q[ baf(X,y,Z)dz} dA(X, y) =

as

= /abs [/o f(x,y,2) dA(x,y)} dz,

desde que as integrais iteradas existam.
Valem afirmacdes analogas para as integrais iteradas obtidas
trocando-se o papel das variaveis x, y, z.
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Conjuntos de Medida Nula

Definicao (Conjuntos de Medida Nula)

Diz-se que A C R é um conjunto de medida nula se, para todo
e > 0, existir uma colegao enumeravel de paralelepipedos
(Qiien tal que A C Ujen Qi e > 72, m(Q;) < ¢, onde m(Q;)
denota o volume do paralelepipedo Q;.

Observacao

e E equivalente, na definigdo acima, usar bolas no lugar de
paralelepipedos.

¢ Conjuntos de contetido nulo: mesma definicdo com “finita”
no lugar de “enumeravel”.
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Condicao Necessaria e Suficiente para Integrabilidade

Teorema (critério de Lebesgue)

Sejam R c R® um retdngulo compacto e f : R — R limitada.
Entéo f é integravel se, e somente se, o conjunto Dy C R dos
pontos de descontinuidade de f tiver medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

1. Conjuntos enumeraveis tém medida nula.

2. A unido enumeravel de conjuntos de medida nula tem
medida nula.

3. Um subconjunto de um conjunto de medida nula tem
medida nula.

4. A imagem de um conjunto de medida nula por movimentos
rigidos € um conjunto de medida nula.

5. Planos tém medida nula.
6. O grafico de uma fungéo continua [a, b] x [¢,d] — R tem
medida nula.

7. Se k < 3, imagens de aplicacdes U ¢ R — R3 classe C'
tém medida nula.



Bubhograﬁa Integral de Riemann Integrais Duplas Integrabilidade Diferenciabilidade TMV Integrais Triplas Aplicacoe:
(e]e] 000000 00000000 000000000 0000000000 00000 0000000000000 0 VOOOOOC

Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

Interpretagcdo Geométrica

Um subconjunto de R? tem medida nula se, intuitivamente, for
um conjunto de “volume” nulo.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Notacao

Seja f uma fungao definida num subconjunto A de R3.
Denotamos por? a extensdo por 0 de f, i.e. a fungdo R® — R
dada por 7(x) = f(x) se x € Ae 0 caso contrario.

Definigao (Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados)

Sejam A c R3 um conjunto limitado e f : A — R. Diz-se que f
integravel em A se f for integravel em algum paralelepipedo
compacto Q que contenha A. Caso afirmativo, definimos

/Af;:/Q?.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Observacao

e Em vista do critério de Lebesgue, f limitada é integravel
se, e somente se, 0 conjunto dos pontos de
descontinuidade da extenséao f tiver medida nula.

e Em particular, se f : A — R for limitada, 0A tiver medida
nula e o conjunto Dy dos pontos de descontinuidade de f
tiver medida nula, entdo f é integravel.
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Interpretagdo Geométrica

Interpretagcdo Geométrica
Seja A ¢ R3 limitado com fronteira de medida nula.
e [,1dV éo volumede A.

e Se f: A— Rfor > 0 e integravel, podemos interpretar
J4fdV, por exemplo, como a massa de um objeto que
ocupa a regido A do espaco tridimensional com densidade
dada por f.
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Exemplos

Exemplo

Sejam Q c R? um retangulo compacto, g, h : Q — R continuas
comg<he

A:={(x,y,2) e R®| (x,y) € Q,g(x,y) <z < h(x,y)}. Entdo
A é limitado e 0A tem medida nula. Tomando R = Q x [a, b]
contendo A, se f : A — R for descontinua hum conjunto
enumeravel, entdo f é Riemann integravel e

f— [ FFun d?(x,y,z)dz dA(x,y) =
L= 1,

xy)
// f(x,y,z)dz dA(x,y).
(x.y)
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Exemplos

Exemplo

Mesmo exemplo anterior, substituindo-se o retangulo compacto
por Q ={(x,y) € [a,b] xR | a(x) < y < 5(x)}, onde
a, (3 : [a, b] — R sdo fungbes continuas com a < 5. Obtém-se:

h(x.y)
/fz// f(x,y,z)dz dA(x,y) =
A
B(X
/ / / f(x,y,z)dzdydx.
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Teorema de Mudanca de Variaveis

Teorema (TMV)

Sejam U c R® aberto, ¢ : U — R3 de classe C' injetiva, R c U
e S = ¢(R) c R3. Suponha que tanto R como S sejam
limitados com fronteiras de medida nula e que f : S — R seja
continua. Entao

/f(x,y,z)dV(x,y,z) :/ f(o(u, v, w)) Je(u, v, w)| dV(u, v, w).
s R

Observacao

A hipbtese de que f seja continua pode ser relaxada: basta
que f: S— Refop:R— R sejam ambas integraveis.
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Centro de Massa de um Sistema de Pontos Materiais

Consideremos um sistema de N pontos materiais no espago
tridimensional, o qual modelaremos por uma N-upla de pontos
(Qi)1<i<n em R3, e por uma N-upla (m;)1<j<n, onde m; > 0 é a
massa do i-ésimo ponto.

Definicao

O centro de massa do sistema {qy, ...,qn} € dado por

G Z/ 1 mlql

Z, m e RS (1)
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Operador de Inércia de um Sistema de Pontos
Materiais

Definicéo
Para cada ponto x € R3, definimos o operador linear
JIx : R® — R3 por, para todo v € R3,

Jxv_Zm, i — x) % (vx(qi — x))].

Chamamos Jx de operador de inércia relativo a x do sistema
{a1,...,qn}. Para x = 0, usaremos a notacgao J no lugar de Jp.
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Operador de Inércia de um Sistema de Pontos
Materiais

Exercicio

Para todos u,v,w € R3, (ux v,w) = (u,v x w).

Dica

(ux v,w) = det[u, v, w], i.e. 0 determinante da matriz cujas
colunas sao as matrizes de u, v, w na base canénica.

Fisicamente, se v € R3 for unitario, interpretamos (Jy v, v)
como sendo 0 momento de inércia do sistema relativamente ao
€ixo que passa por x na direcao dada por v.

Com efeito, para1 <i <N,

(v, (i — x) x (v x(gi — x))) = ||v x(gi — x)||? (cf. exercicio
acima) é o quadrado da distancia de g; ao referido eixo.
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Operador de Inércia de um Sistema de Pontos
Materiais
Proposicao

Para todo x € R3, o operador de inércia I é auto-adjunto (com
respeito ao produto interno usual do R3) e positivo
semidefinido. Além disso, se ao menos dois dos vetores q; — X,
1 < j < N, forem linearmente independentes, entao J é
positivo definido.
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Distribuicoes de Massa Continuas

Substituiremos agora o sistema de N pontos materiais por uma
distribuicdo de massa “continua”, i.e. dada por uma densidade
pdV em R3, onde p : R® — R continua e ndo negativa.
Considere um conjunto limitado Q c R® com fronteira de
medida nula. Definiremos as mesmas nog¢des introduzidas
para sistemas de pontos materiais, substituindo-se os
somatorios por integrais.

Definicdo (massa e centro de massa)
Definimos:
e amassade Qpor m(Q) := [5pdV;
® 0 centro de massa de Q por

Jolx. ¥, 2)p(x,y,2)dV(x,y, 2)

m0) e RS

G:=
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Distribuicoes de Massa Continuas

Definicao (operador de inércia)
Para cada ponto y € R3, definimos o operador linear
J, : R® — R3 por, para todo v € R3,

ayevi= [ (=) (v x(x = Yol V).

Chamamos J,, de operador de inércia relativo a y do corpo Q.
Para y = 0, usaremos a notacao J no lugar de J.

Como no caso de distribuicdo de massa discreta, se v € R for
unitario, interpretamos (J, -v, v) como sendo o0 momento de
inércia do sistema relativamente ao eixo que passa por y na
direcao dada por v.
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Operador de Inércia

Proposicao

Com a notag&o acima, o operador de inércia J, & auto-adjunto
e positivo semidefinido. Além disso, se existir um aberto Ul C Q
tal que p > 0 em U, entgo J,, é positivo definido.

Em particular, existe uma base ortonormal de R® formada por
autovetores de Jy,, e os seus autovalores s&o todos > 0
(estritamente, no caso em que J, for positivo definido).

Definicdo (momentos e dire¢des principais de inércia)
Com a notagdo acima, os autovalores e autovetores de J, sdo

chamados, respectivamente, momentos principais e dire¢ées
principais de inércia do corpo Q, relativamente a y.
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