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2.1 Eventos e suas probabilidades

A introducao de probabilidade condicional é impossivel sem o conceito denominado por “evento”.
(A impossibilidade ocorre devido ao fato de que condicionar por acontecimento de um resultado
s6 nao leva a desenvolvimento de uma teoria rica e util; na realidade, nao leva a nada, conforme
vocé poderd verificar ap6s aprender o conteido do presente capitulo.) Consequentemente, a
apresentacao de tudo que esta relacionado aos eventos precede no meu texto a discussao da
probabilidade condicional. Eu nao coloquei tal apresentagao bem antes, junto com os assuntos
do Capitulo 1, pois nao quis sobrecarregar aquele capitulo. Mas, na realidade, poderia ter colo-
cado, pois “eventos” e tudo que a eles esta vinculado é uma linguagem que facilita comunicacao
e apresentacao de calculos da Teoria de Probabilidades. Enfim, esteja avisado que a motivacao
para a introducao do conceito “evento” é mais ampla de que simplesmente o motivo de uséa-lo
para fins de introducao de Probabilide Condicional.

Vamos as definicoes. Qualquer conjunto de resultados de um experimento aleatorio se chama
evento. Dizer ocorrer um evento significa ocorrer um dos resultados que o compoem. A
probabilidade de um evento ou a probabilidade de ocorrer um evento é o nome a
ser dado para a soma das probabilidades dos resultados que compoem o evento. Gostaria de
chama a atencao do leitor que nao hé teorema nenhum que prove como deve ser calculado a
probabilidade de evento. Tal probabilidade introduz-se por decreto que deve ser aceito pois ele
“bate” com aquilo que nossa intuigao responderia caso fosse perguntada “Qual é, a seu ver, a
probabilidade de um evento?”

Prosseguiremos a introducao de notacoes a serem usadas quando falarmos de eventos. A
notagao sera feita de acordo com as tradigoes da Teoria de Conjuntos (vocé nao precisa conhecer
esta teoria): (a) as eventos serdo denotados por letras maitsculas, e (b) os resultados que
compoem um conjunto serao agrupados pelas chaves "{” e ”}” e separados por ”,” (virgula)
(quando resultados sao codificados por valores reais e, portanto, contém a virgula para separar
parte inteira da parte decimal, serei obrigado usar “;” para separar resultados um de outro).

Voceé certamente deseja saber como eventos surgirao nos argumentos e exercicios do texto.
E muito simples. No6s vamos introduzir eventos em nossos calculos por duas maneiras. Uma
delas é via descricao verbal. Por exemplo, “considere o evento composto de todos os niimeros
pares de lancamento de uma dado, e chame esse evento por A”. O outro caminho é apresentar
evento via a lista de resultados que o compoem. Por exemplo, “considere o evento B = {1,2,5}
do modelo probabilistico de lancamento de um dado equilibrado”. Observe que para fazer
manipulagdes com evento ou para calcular probabilidade de evento, é necessario té-lo em forma
de lista. Por isso podemos dizer que a segunda das duas maneiras é mais direta e, as vezes,
mais comoda. As vezes, ela é a dnica possivel; por exemplo, para C' = {1,5,6} seria dificil
achar a descrigao verbal tal objetiva e simples qual é, por exemplo, a descricao “os resultados
pares menores que 5”7 para o evento D = {2,4}.

A verdadeira e real vantagem proporcionada para nds pela linguagem de eventos esta na
possibilidade do emprego das notagoes para as agoes “unir eventos”, “intersectar eventos” e
“tomar parte complementar de eventos”.

> Existem outras manipulagées com eventos, como, por exemplo, tomar diferenca, ou tomar
diferenca simétrica, e mais, mas nés nao vamos usé-las nesse livro. E vale ainda mencionar — a
titulo de curiosidade — que qualquer manipulagao pode ser apresentada como uma sequéncia de
manipulagoes dos trés tipos bésicos: unir, intersectar, tomar parte complementar.

Para aqueles que nao lembram das manipulagoes “unir, intersectar, tomar parte complementar”,
eu apresento abaixo suas defini¢oes junto com as notagoes padrao que serao usadas no meu
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texto. Na apresentacao, eu vou usar {2 como a notagao para o conjunto de todos os resultados
possiveis do modelo probabilistico feito para aquele experimento aleatorio, para o qual foram
definidos eventos A e B que aparecem na apresentacao.

A Uniao entre dois conjuntos A e B, denotada por AU B, pode ser entendida como o conjunto
formado pela reuniao de todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos dois
conjuntos (ou seja, pertencem a apenas um deles ou a ambos); uma maneira menos
informal de dizer isso é: a uniao de dois conjuntos A e B é o conjunto dos elementos que
pertencem a A ou a B. Note que o vocabulo ou nao exclui a possibilidade de um dos
elementos pertencer aos dois. Formalmente!:

AUB = {weQwe Aouw e B}

A Intersecgao entre dois conjuntos A e B, denotada por A N B, pode ser entendida como o
conjunto formado por todos os elementos que sao comuns a A e B; em outras palavras, é
o conjunto que contém os elementos que pertencem a A e a B). Formalmente:

ANB ={weQwe dewe B}

O conjunto complementar de um conjunto A, denotado por A° (ou, alternativamente, por
A), é o conjunto que contém os elementos de (2 que nao pertencem a A; falando de
modo mais informal ainda, é o conjunto dos elementos que estao fora de A. Formalmente:

A° = {weQwd A}

> Nao faca o seguinte erro, que é bem comum: a existéncia da expressao vulgar “A e B” para
AUB, e ouso de “e” na férmula para AN B frequentemente confundem pessoas que fazem com
que AU B interpreta-se erradamente por {w € Qjw € A e w € B}.

Para poder continuar com minha exposicao, preciso lhe recordar a notacao (). Na Teoria de
Conjuntos, ela denota o conjunto que nao possui nenhum elemento. Ele chama-se conjunto
vazio, e o mesmo nome deram para (). Honestamente falando, pode surgir uma confusao
quando o conjunto vazio usa-se como evento na Teoria de Probabilidade. De fato, considere o
lancamento de um dado e tente calcular

P[]

Se voceé for pela logica do célculo de IP[A] aplicado para qualquer conjunto A nao vazio, entao
vocé chegard a interpretar IP[()] como a probabilidade de nao acontecer nada. E uma inter-
pretacao muito estranha, pois ao lancar dado, algum resultado deve aparecer. A saida dessa
confusao é impor, por decreto, que

P[] = 0 (2.1)

Para nos, é mais vantajoso aceitar (2.1) e ficar com () do que descarta-lo devido as complicagdes
em sua interpretacao. As vantagens sdo: (i) temos o “conjunto” que é o complementar de 2
(quer dizer, podemos escrever Q¢ como (), e (i) podemos escrever

AN B =0 no lugar da fala “A e B nao tém resultados em comum” (2.2)

O 1ultimo assunto da presente secao sao as propriedades que a probabilidade apresenta
quando aplicada aos resultados de manipulacoes com eventos. Tais propriedades estao listadas

IE frequente que {w € Q|w € A ou w € B} escreva-se como {w € Q: w € A ouw € B}, isto é, frequente-
mente usa-se “:” usa-se no lugar de “|”.
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abaixo. Elas serao frequentemente usadas no decorrer do curso todo e vocé vai memorizando
as propriedades pouco por pouco, fato que faz desnecessaria a aprendizagem solida dessas
propriedades no presente momento.

P[A9 = 1 — P[A]

)
(i)  IP[AUB] = IP|A] + IP[B] — P[AN B]
(i1s)  se AN B = entdo IP[AU B] = IP[A] + IP[B]
(tv)  se para algum numero n, os eventos Ay, Ay, ... A, (2.3)

formam particao de (), isto é, se eles nao tem intersceccao dois a dois,
e se a uniao deles é (), entao, para qualquer evento B,
P[Bj=IP[BN A+ P[BN Ay +---+IP[BNA,]

E ha mais trés propriedades, que sao meio que 6bvias, razao pela qual nao quis mistura-las com
as propriedades “sérias” listas acima:

(v) P[Q] =1, (vi) IP[0] =0, (vii) IP[A] € [0,1] para qualquer A (2.4)

> Eis uma observacao destinada para professores.

Existem problemas de Teoria de Probabilidade, no nivel de pesquisa cientifica, nos quais a pro-
babilidade pode ser atribuida a alguns eventos, mas nao a qualquer resultado (simplesmente
porque a atribuigao a cada resultado exige contas muito sofisticadas). Talvez por isso, ou talvez
por outra razao, aparecem em livros diddticos problemas semelhantes, quer dizer, problemas
cujos enunciados sao colocados de tal forma que aluno consegue atribuir probabilidade a al-
guns eventos, mas nao a todos os resultados. Tipicamente, tais problemas solicitam calcular
probabilidade de algum evento especifico e todo enunciado estd moldado de tal forma que a
probabilidade solicitada pode ser achada via a aplicacao das propriedades (i)—(vii) (e, as vezes,
também a férmula da probabilidade condicional que vocé vai conhecer na Segao 2.2). No meu
texto, tais exercicios nao aparecem devido seu valor didatico baixo — pela minha avaliacao — na
perspectiva dos assuntos principais ensinados no texto.

As demonstragoes matematicamente rigorosas das propriedades (7)-(vii) nunca serao cobra-
das. Nem em exercicios, nem em provas. Entretanto, vale notar que tais demonstragoes sao
simples pois derivam-se diretamente a partir da definicao de probabilidade de evento. PARA
AS VERSOES POSTERIORES: APRESENTAR PELO MENOS UMA DEMOSTRACAO E
MOSTRAR O USO DA DIAGRAMAS DE VENN (DE PREFERENCIA PARA A PROVA
DE (iv)). PODE APROVEITAR DO TEXTO NotacoesTeoriaDeConjuntos.pdf.
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2.2 Probabilidade condicional

I. Na Teoria de Probabilidade, o conceito de Probabilidade Condicional introduz-se por decreto,
isto é, via definicdo. Abaixo, vocé vé tal definicdo na sua versao adaptada para o nivel do
presente texto. Conforme se vé, a defini¢ao faz duas coisas: (a) ela explica a relacao do conceito
“Probabilidade Condicional” com o mundo real e (b) fornece férmula para o calculo de valor
de tal conceito. Entre esses dois aspectos, o primeiro, quer dizer, a explicagao da relagao com o
mundo real, é bem claro. Ja o segundo, a férmula de cédlculo de valores, parece muito estranho
para a maioria de pessoas. Explicar a féormula, ou melhor dizer, explicar a naturalidade e a
objetividade da féormula é o objetivo principal da presente secao. No caminho de explicacao,
aprofundaremos também nossa compreensao da relacao com a realidade inserido no conceito
matematico de Probabilidade Condicional.

> Vale avisar que o principal papel da Probabilidade Condicional no conteido do curso todo
estd no amparo da definicao do conceito de independéncia. Na sua forma pura, a Probabilidade
Condicional estard empregada somente na discussao do Teste de Independéncia que faremos
no Capitulo 77. Entretanto, problemas envolvendo a Probabilidade Condicional aparecerao
nas provas, pois o uso desse conceito permite enriquecer e diversificar as questoes de provas,
em particular aquelas questoes que testam a compreensdao do tema Construcao de Modelos
Probabilisticos e a habilidade de célculo de probabilidades em tais modelos.

II. Aquilo que foi dito na parte I acima é s um aviso. A apresentacao de fato comeca agora.
Ela inicia-se com a formulagao da defini¢ao formal que foi mencionada no primeiro paragrafo
da secao.

Definigao 2 (de probabilidade condicional).
Seja 2 a colecao de todos os resultados de um experimento aleatério e seja IP a correspon-
dente probabilidade definida em tais resultados. Seja A um evento tal que IP[A] # 0.

A probabilidade atribuida ao resultados de 2 ao saber que no experimento aleatorio
aconteceu o evento A chama-se probabilidade condicional sabendo (ou dado) que
ocorreu (ou aconteceu) A; ela denota-se por P[- | A]. Os valores que essa probabilidade
atribui aos resultados de ) obedecem a seguinte férmula:

P[B N A

P[B|A] = A

, para cada evento B (2.5)
(Na férmula acima, a notagao P|- } A] é aquela que foi introduzida 3 linhas acima, enquanto
que [P refere-se a probabilidade mencionada no inicio dessa definicao; as vezes, ela adquire
o nome “probabilidade incondicional” para reforcar o fato de que ela é diferente da pro-

babilidade condicional. Se no lugar de B colocar o evento composto de um resultado sé,
entao a férmula (2.5) fornecerd a probabilidade condicional desse resultado.)

Voceé olha nesta definigao e pensa assim:

“A definicao descreveu uma situagao especifica, alegou que nela surge uma probabilidade e
chamou esta por “probabilidade condicional bla-bla-bla bla-bla-bla”. Até ai, tudo bem, pois
concordo que na situagao descrita hé incerteza e que esta pode ser expressada via probabilidade.
Concordo também que a escolha de nome para tal probabilidade é a questao de gosto, e por isto
que nao vejo razoes para questionar o nome que a definicao sugeriu. A parte da definicdo que
me incomoda ¢ a féormula (2.5). Existem motivos para esta férmula ser aceita como o calculador
do valor numérico daquela probabilidade condicional?”
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Seja seu pensamento este ou seja ele pouco diferente, a verdade é sempre a mesma: a
compreengao imediata da férmula (2.5) é impossivel. Eu, quem fez a Teoria de Probabilidade
por 30 anos, ja entendi que a Definicao 2 fala sobre dois experimentos aleatérios diferentes
mas interligados e que a férmula (2.5) revela o vinculo entre suas respectivas probabilidades.
Naturalmente, tudo isto requer uma cuidadosa explicacao caso deseja-se ensinar o férmula e
seu emprego na solucao de problemas tedricos e praticos. Minha explicacao estd no exemplo
abaixo. Ele formula seu objetivo como “mostrar que a férmula (2.5) estd alinhada com nosso
intuicao”, mas no caminho de alcance ao objetivo, o exemplo vai falar sobre tudo detalhe que
é necessario pra a plena compreencao da definicao e de seu uso.

IIL. v Exemplo 20. Esse exemplo sera discutido por partes; as partes sao enumerados (a), (b),

()

(b)

etc.

Anunciei na sala de aula que pretendo fazer o seguinte Experimento Aleatério:

Pegar um dado e pintar suas faces 1, 2 e 3 de branco, e as faces 4, 5, e 6 de preto. A pintura
sera feita de tal forma que os numeros de faces continuem visiveis e ela nao afetard o
dado, no sentido que o mesmo continue a ser perfeito (recordo que, segundo as nossos
acordos anteriores, isso significa que a probabilidade do dado mostrar qualquer uma de
suas seis faces é a mesma). O dado serd langado e serd observado o nimero e a cor da
face superior quando o dado parar.

Antes de rodar o dado, pedi a uma menina sentada na primeira filheira para sair da sala e
esperar no corredor. (Ela ndo havia feito nada de errado; foi uma expulsao cujo valor didatico
logo serd revelado.)

Lancei o dado. Esperei ele parar.

Feito o Experimento Aleatério supradescrito, faco o seguinte. Escolho um menino entre os
alunos sentados na ultima filheira da sala (por alguma razao da forga maior, talvez, sempre héa
alunos ocupando a tltima filheira, e esses sdo predominantemente meninos), e peco do aluno
escolhido para confirmar que ele avista que o dado parou com face branca para cima, mas que
nao enxerga o numero escrito nessa face.

Pergunto do menino-da-ultima-filheira as duas seguintes perguntas:

Pergunta 1: Qual é a probabilidade do dado estar mostrando o nimero 17

Pergunta 2: Qual é a probabilidade do dado estar mostrando niimero impar?

As respostas do menino sao
1/3 e 2/3 respectivamente (2.6)

Ao terminar esse didlogo com o menino, saio ao corredor e pergunto da menina-expulsa-da-sala
as mesmas perguntas. As respostas da menina sao

1/6 e 1/2 respectivamente (2.7)

Para a continuagao de meus argumentos, eu preciso que meu leitor concorde com as respostas
feitas pelo menino e pela menina. Especificamente falando, querido leitor, eu lhe peco que vocé
consulte sua intui¢do e confirme que ela produz as respostas (2.6) e (2.7) quando colocada no
respectivo lugar do menino e da menina. Espero que esse processo seja facil para voce pois
nao encontrei nenhum aluno nas duas décadas de ensino desse curso que diria “Minha intuicao
sugere respostas diferentes!” Alguns pensam mais tempo, outros menos, mas — cedo ou tarde —
todos concordam com (2.6) e (2.7).



(c)

CAPITULO 2. PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA 54

A programacao de minhas acoes é a seguinte: eu vou deduzir uma série de relagoes que
seguem das respostas (2.6) e (2.7). A tltima da série serd a relagdo (2.5) afirmada pela De-
finigao 2. Feito isto, vou dizer a sua intuigdo: “Se vocé concordou com (2.6) e (2.7) entao vocé
deve concordar também com (2.5), e esta sua ultima concordancia mostra que a Defini¢ao 2
simplesmente canonisa aquilo que é intuitivo.”

Agora preciso lhe mostrar os ingredientes usados pelas intuicoes — inclusive, pela sua, —
para cozinhar suas respostas (2.6) e (2.7). Sua indignagao: “J& concordei com (2.6) e (2.7); o
que mais querem de mim?” — estd sem razao. H& ainda muitas coisas escondidas que devem
ser esclarecidas. Entre essas, esta o fato que a situagao do menino enquadra-se nas condigoes
da Definicao 2, e estd também o Principio de Preservacao de Proporgoes.

Em primeiro lugar, vamos construir o modelo probabilistico que corresponde a visao no
Experimento Aleatério da menina-expulsa-da-sala. Ela, diferentemente do menino-da-iltima-
filheira, s6 possui a informacao dada na descricao do Experimento Aleatério e nada mais.
Entao, se fosse solicitada a construir o modelo probabilistico, ela usaria as regras de construgao
introduzidas no Capitulo 1. Eu conto com que meu leitor ja aprendeu o conteudo daquele
capitulo e, por isso, apresento somente o resultado final da construcao:

conjunto de todos os resultados possiveis é 2 = {1b, 2b, 3b, 4c, 5¢, 6¢}
a probabilidade a ser denotada por /P atribui o mesmo valor a cada (2.8)
resultado de Q, isto é, IP[1b] = IP[2b] = IP[3b] = IP[4c] = IP[5¢| = IP[6c] = 1/6

(Esclareco: a codifica¢ao dos resultados acima usada é 6bvia: é “nimero-e-cor” mostrados; a
atribuicao de probabilidade baseou-se no principio de simetria.)

Em segundo lugar, vamos construir o modelo probabilistico que corresponde a visao no
Experimento Aleatério do menino-da-ultima-filheira. Para tal, vamos listar aquilo que o menino
sabe. Eis a lista:

(i) o menino foi informado sobre o Experimento Aleatdrio que esta visto pela menina;

(ii) o menino viu a cor branca na face superior do dado parado.

Faremos agora o seguinte: no Experimento Aleatério visto pela menina, vamos introduzir evento
A = “cor branca” (2.9)

Com isto, o item (ii) pode ser escrito da seguinte forma:
i’ i i E imento Aleatori t to A
ii’) o menino viu que no Experimento Aleatério aconteceu o evento A.

Se a gente comparar agora o texto da Defini¢ao 2 com as visoes da menina e do menino, e se
o espaco de estados correspondente a visao da menina for denotado por €2 e a probabilidade for
denotada por IP (nds usamos exatamente estas notagoes na construgao do modelo probabilistico
da menina justamente para podermos ter tal correspondéncia com os simbolos da definigao),
entao a probabilidade correspondente & visao do menino sera aquilo que a definicao chama por
“probabilidade condicional sabendo que aconteceu A”.

Otimo! Entéo, de acordo com a Definicao 2, vamos denotar a probabilidade do menino por
IP’[ . ‘ A}. (Se vocé ficou confuso por causa do ponto “” desta notacao, leia a parte final desta
segdo que estd marcada por IV.) Mas atencao! Eu s6 adoto a nota¢ao da Definigdo 2 e nao
a féormula (2.5) que manda como devem ser calculados os valores das probabilidade conforme
concebida pelo menino. Muito pelo contrario: eu pretendo calcula-los a partir de consideracao
intuitivos pois meu objetivo, conforme dito acima, é comparar os resultados de pensamento
intuitivo com os fornecidos pela formula.
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Antes de partirmos para o calculo da probabilidade do menino (quer dizer, da probabilidade
como esta enchergada pela menino) vamos decidir por que sequer tal probabilidade deve existir.
A duvida sobre a existéncia é pertinente pois quando o menino esta perguntado sobre o nimero
mostrado pela face superior do dado, todo o Experimento Aleatério ja tinha sido proferido.
A resposta é assim: a atribuicdo de probabilidades é uma forma de representar incerteza.
Como o menino nao encherga o nimero do dado parado, entao ha incerteza, e portanto, ha
probabilidade.

O raciocinio do paragrafo acima acarreta diretamente a identificacao do espaco de estados
para o modelo probabilistico do experimento visto pelo menino, pois toda a incerteza do menino
esta sobre os numeros pintados de branco. Isto é:

Qrove = {10, 2b, 3b} é 0 espago de estados do menino (2.10)

Observe que a codificacao dos resultados que compoem €2,,,,, poderia ser simplesmente 1,2,3
pois todos eles tém a cor branca. Entretanto, aqui, como em qualquer outro exemplo e exercicio,
é fortemente aconselhavel que seja mantida a codificacao adotada para o modelo probabilistico
do Experimento Aleatério Puro. A justificativa disso é a futura necessidade de extender P [ ‘ A}
para todo resultado do Experimento Aleatério Puro. Vale notar que “Experimento Aleatério
Puro” é a minha referéncia ao experimento aleatério por mim proferido e sem nenhuma in-
formacao parcial sobre seu resultado; pode-se dizer que é aquele experimento aleatério que esta
enchergado pela menina.

Quanto a probabilidade nova, vale lembrar que nossa intuigao jé indicou que P[1b | Al =1/3
(recorde, isso foi anunciado em (2.6)). Pensando um pouco, percebe-se que a intui¢ao daria 1/3
também para a probabilidade nova de qualquer outro resultado, isto é:

P[1b | A] = P[2b | A] = P[3b | A] = 1/3 (2.11)
A atribuicao de probabilidade apresentada em (2.11) é o resultado da aplicagdo do seguinte

Principio de preservagao de proporgoes relativas: como os resultados 1b, 2b, 3b eram
equiprovaveis no modelo probabilistico original (isto é, IP[1b] = IP[2b] = IP[3b]) e como
eles compoem §2,,,,0, €ntao suas novas probabilidades também devem ser iguais entre si.

Notaria que em caso mais geral que o do presente exemplo, tal principio formula-se assim: “Se
IPla] é k vezes maior que IP[b] e se os resultados a e b estdo no evento A, entao a probabilidade
condicional dado que aconteceu o evento A preserva a proporcao, isto é, Pla ‘ A| serd k vezes
maior que P[b | A].”

Nao ha como explicar ou justificar o Principio de Preservacao de Proporgoes Relativas.
Ele adveio de nossa intui¢ao e ficou canonizado na Teoria de Probabilidade. Depois desta
cononizagao, vocé é obrigado a incorporar o principio em sua intui¢do (caso ele nao estivesse 14
ja). Apds isto, eu posso afirmar que é a intuicdo quem construiu a probabilidade P|- } A|. Tal
afirmacao é imprtante para a exposicao, pois seu objetivo final é mostrar que a probabilidade
condicional intuitiva e a da Defini¢cao 2 coincidem.

Para poder comparar P[- | A] com IP e mostrar a relagao (2.5), eu preciso extender P[- | A] de
Qnovo Para Q (tal necessidade surge devido ao fato que (2.5) estd formulada para tido evento
B em ). A extensdo desejada realiza-se pela segunda linha da férmula (2.12) abaixo; a
formula simplesmente disse: “Atribua a probabilidade zero a cada w que nao esta em €2,,0.,.”
Ja para w € Qpo00, a férmula escreve Plw ‘ A] da maneira que reflete diretamente o Principio de
Preservagao de Proporcoes Relativas; tal forma de escrita serd importante para os argumentos
futuros.

: ! , sewé€A
Plw | Al = 8 quantidade de resultados em A ‘A para todo w € (2.12)
, se w



(e)
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O préximo passo de minha apresentacao é a férmula (2.13) abaixo:

a quantidade de resultados em BN A

PB | A] = , para todo B C () (2.13)

a quantidade de resultados em A

Observe que (2.13) segue-se diretamente de (2.12). Eis a demonstracao: P[B | A] ¢ a soma de
Plw } A] tomada por todos w’s que compdem B. Entre estes w’s, os que estao fora de A contri-

buem 0, e cada um que esté dentro de A contribui & soma o valor (a quantidade de resultados em A)~!.

A relagao (2.13) é a peniltima estagao de nosso caminho a compreensao da Definigao 2. Seu
formato de apresentagao foi escolhido por mim de acordo com as necessidades do argumento
subsequente que vocé vai ver imediatamente abaixo. Esse formato pode parecer estranho para
vocé. No entanto, vocé deve conceber (2.13) como a expressdo daquilo que nossa intuigao
entende com a probabilidade condicional.

Agora eu tomo a relagdo (2.13) e multiplico seu numerador e seu denominador por 1/6. Eis o
resultado dessa acgao:

1

P[B ‘ A= x a quantidade de resultados em BN A

, para todo B C 2

% x a quantidade de resultados em A

Foi uma ac@o que deve-lha parecer estranha e artificial. Acontece que néo, pois 1/6 é a IP pro-

babilidade de qualquer resultado do modelo probabilistico feito para o Expreimento Aleatorio

Puro, e é por isto que a multiplicagao faz com que o valor do numerador torna a ser IP[B N A],

e o valor do denominador IP[A]. Fazendo essas substitui¢oes na férmula acima, deriva-se a

seguinte relagao

P[B N A
P [A]

Agora, note por favor que por um lado a rela¢ao (2.14) foi deduzida a partir de nossas cons-
trugoes intuitivas para a probabilidade condicional P[- | A] e para a probabilidade incondicional
IP. Por outro lado, a relagao por nos deduzida coincide com a férmula (2.5) que apareceu na
Definicao 2. Esta coincidéncia ampara a tese que desejava mostrar com o auxilio do presente
exemplo: “A férmula (2.5), que a Definigao 2 fornece para célculo de probabilidade condicional,
bate com nossa intui¢ao.”

PB | A] = , para todo B C (2 (2.14)

Fim do Exemplo 204

Conclusao: Definicao 2 canoniza nossa concepc¢ao intuitiva sobre a probabilidade que a
gente atribui aos possiveis resultados de um experimento ao saber que aconteceu um evento do
mesmo experimento. A definicao chama tal probabilidade de “probabilidade condicional dado
que aconteceu evento”, sugere a notagao para essa (notacao sugerida é P[- ‘ Al]), e também
fornece formula para célculo de seu valor, sendo que tal férmula estd de pleno acordo com
nossa intuicao. Na realidade, existem diversas expressoes intuitivas que podem ser usadas para
calcular valores de probabilidade condicional. Entre todas elas, a Definicao 2 escolheu aquela
que vincula a probabilidade condicional a probabilidade incondicional. A pratica mostra que
tal vinculo é muito 1til. Isso justifica a escolha feita pela definicao.

> A notagao “P[- | A]” tem “P” no formato diferente de “IP” com o objetivo de enfatizar a
diferenca entre as duas probabilidades.

Se vocé nao gostou de minha notagao P ‘ A], mas se vocé concorda que ha diferenga entre
a probabilidade condicional e a probabilidade incondicional, entdo pense e responde; “Qual
notacao vocé sugeriria para a probabilidade condicional que transmitiria a evidéncia de sua
diferenca em relagao a probabilidade incondicional?” Acredito que o melhor candidato seria
Py, ou, até Py.
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Acontece que a Teoria de Probabilidade ignorou sua sugestao de notagao e usou P[- { A] no
lugar de IP4 ou de P4. Talvez tal escolha deve-se ao fato de que “|” lé-se tradicionalmente
como “tal que” ou “dado que”, o que é totalmente apropriado para o presente caso. A notagao
adotada, porém, levanta a duvida: “Onde se coloca o argumento? Quer dizer, onde coloca-se
o evento cuja probabilidade estd sendo expressa?” Na notacao tradicional “IP”, o lugar para
o argumento estd ao lado de IP e surge junto com parénteses: IP[B]. J4 no caso de P[- | A] os
parénteses ja estao presente. Por causa disto, tal lugar entre parénteses onde deve aparecer o
arqumento estd indicado com ponto. E assim que surgiu este ponto que causa estranheza para
leitores pouco acostumados com formalismo matematico.

E importante notar que se eu optasse por usar “IP” no lugar de “P”, entao a féormula teria a
seguinte cara:
P[B N A

P[B | A] = P

(2.15)
A desvantagem dessa escrita estd no que alunos esquecem que “ ‘ A]” faz parte insepardvel
da notagao IP[- ‘ Al, e, consequentemente, enxergam todas as trés “IP” da férmula como as re-
feréncias a uma mesma probabilidade. Tal interpretagao esta errada e ela impede a compreensao
do sentido da férmula, e, as vezes, de toda a definicao.
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2.3 Independéncia

2.3.1 A definicao de independéncia préxima a nossa intuicao

Inicio a apresentacao com defini¢cao formal:

Definigao 3 (de independéncia de um evento de outro. Atengao: haverd conceito equiva-
lente fornecido pela Defini¢ao 4).
Sejam A e B dois eventos definidos no mesmo experimento aleatério. Diz-se que o evento
B nao depende do evento A caso

P[B|A] = IP[B] (2.16)

quer dizer, caso probabilidade de ocorrer B for a mesma que a probabilidade condicional
de ocorrer B dado que ocorreu A.

Agora, vird uma série de exemplos cujo objetivo é lhe convencer que o sentido que sua
intuicao atribuia ao conceito “independéncia”’ enquadra-se direitinho no formalismo da De-
finicao 3.

+ Exemplo 21. Peguei dois dados equilibrados e pintei um de branco e outro de cinza. Vou
lancar o branco e depois o cinza. Nesse experimento aleatério, vamos definir dois eventos:
A ="0 dado branco (o primeiro a ser langado) mostrar nimero menor que 3” e B ="0 dado
cinza mostrar nimero par”.

— O evento B depende de A? — pergunto-lhe.

— Nao — responde vocé, — pois o primeiro dado nao influencia o segundo.

— Tente expressar “nao influencia” formalmente — peco-lhe.

— Para qualquer resultado mostrado no primeiro dado, as probabilidades relacionadas ao
segundo dado nao se alteram.

— Entao, se aquilo que o primeiro dado mostrou for interpretado como informacao conhecida,
sua frase pode ser escrita assim: P[B { resultado visto no primeiro dado] de fato nao depende
do “resultado visto no primeiro dado”. Essa independéncia de qualquer resultado mostrado no
primeiro dado assegura que hd um tnico possivel valor para a probabilidade condicional? e esse
valor é IP[B]. Entao, ao colocar o evento A no lugar de “resultado visto no primeiro dado”,
conclui-se que

P[B | A] = IP[B]

é a expressao matematica daquilo que sua intuicao entende com a independéncia de B de A.

- 7

+ Exemplo 22. Na tentativa de achar um paralelo da definicao formal no mundo nao-
matematico, eu lembrei da seguinte frase dita pela minha querida empregada doméstica:

— Independentemente se a previsao for chuva ou nao, eu sempre coloco guarda-chuva no
bolso.

Com isso, Santa — assim é o nome dela — expressa a identidade

Plestd com guarda-chuva | estd chovendo] =

6em = Plestd com guarda-chuva | ndo estd chovendo] (2.17)

Com um pouco de trabalho, podemos concluir® que ambas as probabilidades condicionais sao
iguais a
IPlesta com guardachuval

2 Acrescentar a explicacio.
3Verificar as contas
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e, portanto, a intuicao da Santa esta em pleno acordo com a Teoria de Probabilidade, pelo

menos naquilo que se tange a independéncia de um evento de outro.

+ Exemplo 23. Eu gostaria de lhe fornecer mais exemplos de situagoes reais nas quais pessoas
usam a palavra “independéncia” e lhe mostrar que em todas elas a intuicao esta de acordo com
a férmula (2.16) da defini¢ao formal. Entretanto, a maioria dos exemplos que encontrei na vida
possui um grande defeito que me impede de criar uma limpa passagem da intuicao a féormula.
Vou mostrar tal defeito no caso do guarda-chuva exibido no Exemplo 22.

Preste a atencao que Santa falou “sempre coloco o guarda-chuva no bolso”. Consequen-
temente, se eu for interpretar a situagao em termos probabilisticos, deverei atribuir a proba-
bilidade 1 ao evento “sempre coloco o guarda-chuva no bolso”, isto é, tal evento serd €2 no
meu modelo probabilistico. Entao, se na expressao (2.17) colocarmos 2 no lugar de “sempre
coloco guarda-chuva no bolso”, e colocarmos A no lugar de “esta chovendo”, a primeira linha
de (2.17) tornar-se-4 no P[Q2 | B]. Acontece que podemos calcular facilmente o valor numérico
dessa expressao:

PlonB]  P[B
P B =~ ~ g !

Da maneira idéntica, obtém-se que (abaixo, B¢ significa “o evento complementar ao B”)

1

Plesté com guardachuva | ndo estd chuvendo] = P[Q | B =

E, ao juntar tudo, conclui-se que a expressao de Santa ¢ a trivial identidade “1 = 17.
Acontece que a maioria das expressoes usadas no dia-a-dia, pessoas cometem o mesmo
“desrespeito a probabilidade” que aquilo mostrado agora no caso de Santa. Eis alguns exemplos:

Um apostador num cassino: “Quando comego a jogar, aposto em numeros impares, e, na
segunda rodada, independentemente do resultado da primeira, aposto na cor vermelha.”

Meu pior aluno: “E uma ... de disciplina; vou reprovar independente se estudar ou nao.”

Minha amada filhinha: “Pai! Vou para Europa nas proximas férias independentemente de sua
concordancia.”

Minha ex: “O divércio vai acontecer independentemente se vocé desejar ou nao!!!”

Um ministro de meu amado Brasil: “Politica do Brasil independe da politica dos Estados
Unidos.”

O famoso “Independéncia ou morte!”

Eu precisaria de muito tempo para poder descrever uma boa e nao trivial situacao cotidiana
no qual surge o conceito intuitivo de independéncia da forma clara e objetiva que me permitiria
mostrar sua incontestavel identidade com a definicado matemética dada acima na Definig¢ao 3.
Entao, o tnico exemplo cotidiano serd o Exemplo 21, no qual foram usados dados justamente

para facilitar o paralelo com o formalismo matematico.

2.3.2 Dois resultados auxiliares

J& tinha sido avisado que a Definicao 3 possui uma expressao totalmente equivalente pelos
padroes mateméaticos, mas muito mais usada. Ea Definicao 4, a qual nos chegaremos apoés ter
estabelecido dois teoremas. Tais teoremas sao o conteiido da presente secao. Seus enunciados
voce vai ver logo abaixo. Imediatamente em seguida, eu vou justificar a validade das afirmagoes.
A justificativa amparar-se-4 em nossas intuigoes. Se vocé aceitd-la, entao vocé nao precisa ler
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a demonstracao formal que vira por ultimo. Tanto as demonstracoes quanto quaisquer partes
delas nao serao usadas no material subsequente, explicitamente falando, nao serao usadas nem
em exercicios e nem em provas.

Teorema 1 (sobre a substitui¢cao na probabilidade condicional de evento por seu comple-
mentar).
Se B independe de A entao B¢ independe de A (aqui, como em tudo, B¢ denota o evento
complementar de B). Formalmente isso expressa-se pela seguinte implicancia

P[B|A] = P[B] = P[B°|A] = P[B‘]

Teorema 2 (sobre a troca de lugares dos eventos em probabilidade condicional).
Se B independe de A entao A independe de B. Formalmente isso expressa-se pela
seguinte implicancia

P[B|A] = P[B] = P[A|B] = P[4]

Vamos as demonstracoes dos teoremas acima formulados, mas vamos usar somente nossa
intuicao.

A base da demonstracao do Teorema 1 é o seguinte fato que nossa intuicao aceita facilmente:
se apds o evento A nao ocorreu B entao ocorreu B¢. Isso implica no que

P[B|A] + P[B°|A] =1 (2.18)

Usaremos essa igualdade para fechar a demonstracao com o seguinte argumento. Se primeira
dessas probabilidades condicionais é igual a IP [B] , entao a outra deve ser 1 — IP [B} . Como essa
diferenca é IP [BC} , entao a segunda probabilidade condicional sé pode ser igual a IP [BC] . Essa

foi a justificativa intuitiva da afirmacao do Teorema 1 E curioso que a demonstragao formal
estd muito proxima ao argumento intuitivo agora apresentado.

Vamos agora a justificativa do Teorema 2. Para facilitar tanto sua compreensao quanto
minha argumentacao, vamos pensar em termos do Exemplo 21. Recorde: dois dados equilibra-
dos, mas distinguiveis (primeiro é branco e o segundo é cinza) estdo langados em sequéncia.
No exemplo, foram definidos eventos A ="0 dado branco (o primeiro a ser langado) mostrar
nimero menor que 3” e B ="0 dado cinza mostrar nimero par”, e foi argumentado — argu-
mentacao com a qual sua intuicao concordou em plenitude — que B nao depende de A. Tal
independéncia acarreta, segundo o Teorema 2, que A independe de B. A concepcao intuitiva
dessa independéncia dificulta-se pelo simples, mas tnico, fato de que A ocorre antes de B.
Realmente, é bizarro para nossa intuicao que algo corrente esteja independente de alguma coisa
que acontecerd no futuro. A saida dessa quebra-cabeca ¢é simples: Imagine que os dados foram
lancados, um atras do outro e que estao falando sobre possibilidades mas ainda sem ver os
resultados mostrados pelos dados. Desse ponto de vista, a seguinte pergunta faz sentido: “Se
eu lhe revelar que o segundo dado mostrou niimero par, isso mudaria sua estimativa da probabi-
lidade do primeiro dado mostrar valor menor que 37”7 Sua resposta sera: “Nao”. Tal resposta,
sendo formalizada nos termos e conceitos desse capitulo soa assim: IP[A ‘ B} =P [A} Isso é
a afirmagao do teorema. Portanto, podemos dizer que a provamos por argumentos puramente
intuitivos. Fazendo a justica, temos que admitir que na prova usamos um exemplo particular,
mas pensando bem, vé-se que a argumentacao aplicada a esse exemplo particular serve também
a qualquer caso.
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Agora, vou apresentar demonstragoes rigorosas. Conforme ja avisado, sua leitura dessas é
opcional.

Demonstragao do Teorema 1. Nossa abordagem intuitiva do resultado desse teorema mos-
trou que a chave a demonstragao é a relagao (2.18). Convido vocé para pensar agora como essa
pode ser provada. Como voceé s6 conhece a férmula que transforma a probabilidade condicional
em probabilidade incondicional e, além disso, conhece algumas regras basicas de trabalho com
a probabilidade incondicional, entao a sugestao natural é primeiramente aplicar aquela férmula
de transformagao. Com isso, a relagao (2.18) transforma-se na

P[BNA]  P[B°N Al
PA] P

=1

Essa, por sua vez, equivale a

P[BNA] + IP[B°N A
P[A]

Mas, de acordo com a propriedade (iv) da lista (2.3), tem-se que IP[BNA] + IP[B°NA] = IP[A]
(a propriedade se aplica no caso, pois B e B¢ formam particao de 2). Isso garante que (2.19)
estd correto, e, consequentemente, (2.18) idem.

Agora vamos tomar (2.18), cuja validade acabamos de provar, e vamos substituir nela
P[B | A] por IP[B], o que é possivel pois as duas estao iguais entre si de acordo com a su-
posicao do teorema. Isso nos da:

=1 (2.19)

P[B°N A
P[A]

Ao substituir 1 — IP[B] por IP[B¢] fecha-se a demonstragcao.

— 1 - P[B]

Demonstracao do Teorema 2. Observe que para executar a prova temos um conjunto muito
restrito de ferramentas; sao a férmula definidora de probabilidade condicional e férmulas de
manipulagdes com probabilidades de eventos, poucas em niimero. Se vocé concebesse esse fato,
voceé conseguiria produzir a demonstragao com suas préprias forgas, mesmo se vocé nao for um
matematico ou aluno treinado para fazer provas matematicamente rigorosas. Disse-lhe isso para
que voceé sinta que o material apresentado continua, foi, é e serd no nivel plenamente compre-
ensivel para alunos/leitores universitarios de faculdades sem viés matemadtico, tipo Psicologia,
Veterindria, etc. Vamos as contas:

P[A| B]
P[AN B] . s iy
= (usamos a formula da probabilidade condlclonal)
P[B]
P[ANB] P[A] P[ANB|P[B], . P[A]
= = (multlphcamos por 1 =——
P[B] P[A]  P[A] P[] P[4]
e remanejamos)
P[B|A] . s -
= W P [A} usamos a formula da probabilidade cond1c10nal)
= IP[A] (usamos a hipdtese que P[B ‘ Al = IP[B]) (2.20)

Comparando o comeco e o fim desse calculo, tendo em mente a defini¢ao da independéncia dada
anteriormente, concluimos que o evento A nao depende de B. Lembrando que o pressuposto
era que B nao depende de A (tal fato foi usado no calculo acima na passagem da peniltima a
ultima linha), concluimos a demonstracao do teorema.
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2.3.3 A definicao tradicional de independéncia

Comeco essa secao diretamente com sua mensagem principal a qual é a definigao alternativa de
independencia:

Definicao 4 (de independéncia entre dois eventos).
Sejam A e B dois eventos definidos no mesmo experimento aleatério. Diz-se que A e B

sao independentes caso
P[B n A] = P[B] x P[] (2.21)

(Caso a relacao (2.21) nao valer, os eventos A e B chamam-se dependentes ou nao
independentes.

Meu objetivo corrente é mostrar que as Defini¢oes 3 e 4 sao equivalentes. Especificamente
falando, quero mostrar que se B independe de A no sentido da Definicao 3 entao os mesmos
A e B sao independentes no sentido da Definicao 4, e também a reciproca, quer dizer, que se
A e B sao independentes no sentido da Definigdo 4 entao tanto B independe de A quanto A
independe de B no sentido da Defini¢ao 3.

Antes da partir para a execucao da tarefa acima tracada, gostaria de chamar a atencao de
leitor a seguinte discrepancia entre as definigoes:

na Definigao 4, hd uma relagao simétrica entre A e B (as expressoes “A e B sao independentes”
“B e A sao independentes” significam a mesma coisa);

na Definicao 3, os eventos A e B estao em relacao assimétrica, pois defina-se o conceito de B
independer de A, o qual, a priori, pode nao ter nada a ver com “A independer de B.

Em virtude da diferenca acima apresentada, surge naturalmente a duvida se a equivaléncia
entre Definicoes 3 e 4 é sequer possivel. A resposta ¢é sim e ela é amparada pelo Teorema 2 que
garante que B independe de A se e somente se A independe de B. Com tal garantia, podemos
re-escrever a tarefa de comparacao de definigoes da seguinte maneira:

B independe de A

e, equivalentemente, - A e B sao independentes
A independe de B, no sentido da

ambos no sentido da — Definicao 4

Definigao 3

A execucao da tarefa supracolocada é simples. E uma linha s6. Eis esta caso vocé deseja a
equivaléncia com a expressao “B independe de A”:

P[BNA]

PIB]=P[B|A] & IP[B]= A

= P[B]- P[A] = P[BN A

e caso voceé preferir trabalhar com “A independe de B”, a prova sera assim

P[AN B

P[A] =P[A| B] & PP[A] = BB

< IP[A] - IP|B] = IP[AN B]

A equivaléncia acima provada merece ser destacada em forma de teorema. Tal teorema
estd abaixo. Observe que sua afirmacao é mais ampla de que a equivaléncia provada. Aquele
“extra” que estd no teorema sera demonstrado em seguida.
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Teorema 3 (sobre diversas expressoes de independéncia).

Sejam A e B dois eventos definidos no mesmo espacgo de probabilidade. Suponha que
valem as seguintes restrigoes técnicas (cujo sentido serd explicado na observacao que fica
no final da secao): IP[A] # 0, IP[B] # 0, IP[A] # 1, IP[A] # 1. Entao, acontece uma das
duas:
ou esta valendo cada uma das seguintes 9 igualdades

IP[AN B] = IP[A] x IP[B] (2.22)
P[B | A] = P|B] (2.23)
P[B°| A] = IP[B‘] (2.24)
P[A| B = IP[4] (2.25)
P[A°| B]] = IP[A] (2.26)
P[B°| A°] = IP[B] (2.27)
P[A|B] = IP[4] (2.28)
P[A°| B] = P[A”] (2.29)
P[B| A°] = IP[B] (2.30)

e nesse caso A e B sao independentes no sentido da Definicao4, e também A independe de
B assim como B independe de A no sentido da Definicao 3,

ou nenhuma das igualdades (2.22)-(2.30) esta valendo e, nesse caso, A e B sao dependentes
no sentido da Definicao4, e também A depende de B assim como B depende de A no sentido
da Definigao 3.

Para completar a demonstracao desse teorema, é precisa provar que (2.23)-(2.30) s@o equi-
valentes entre si. Tal equivaléncia esta garantida pela aplicagao dos Teoremas 1, 2. O esquema
abaixo mostra a légica e a sequencia dessa aplicagao:

[B independe de A

Teorema 1,/ 7 NN\ Teorema 2

[B¢ independe de A

Teorema 2 |1

[A independe de B9

Teorema 1,1

[A® independe de B9

Teorema 2 \/N\

B¢ independe de A9

[A independe de B

JtTeorema 1

[A® independe de B

JTTeorema 2

[B independe de A9

"/ Teorema 1

Eu sinto que chegou o momento de fechar a discussao meio tedrica e passar para exercicios.
Com o intuito de encurtar a exposicao, vamos olhar em tudo na perspectiva de relagao entre
professor e aluno. Professor pede, aluno faz, professor pergunta, aluno responde.

Entao, caso eu (o professor, no caso) pergunte se dois eventos A e B sao independentes,
entao o aluno pode escolher qualquer relagao entre (2.22)—(2.30) e verificar sua validade para os
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A e B fornecidos. Havendo a igualdade, conclui-se que A e B sao independentes, caso contrario

— que sao dependentes.
Na direcao contraria, se professor fornecer dois eventos A e B descrevendo-os como inde-

pendentes, entao o aluno pode usar os eventos em qualquer uma das igualdades (2.22)—(2.30).
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2.4 Como abordar e solucionar problemas realcionados
a probabilidade condicional e a independéncia

2.4.1 Problemas sem pegadinhos

Nessa secao, eu vou falar sobre a abordagem aos problemas chamados por mim de “diretos”.
O nome significa que problema foi corretamente formulado (com uma clara descricao do expe-
rimento aleatério subjacente), que os eventos em interesse foram descritos diretamente, e que a
pergunta final esta colocada claramente em forma “verifique a independéncia entre os eventos
descritos”, ou “calcule a probabilidade condicional de um dos eventos sabendo que aconteceu
outro”, ou “calcule a probabilidade de um evento”, sendo que quando a tarefa é a terceira das
mencionadas, o enunciado do problema monta-se de tal forma que o cdlculo de probabilidade
do evento em questao emprega probabilidade condicional, cujo valor ou é fornecido diretamente
no enunciado do problema ou deve ser calculado a partir de informacao do enunciado. Gos-
taria de notar que os problemas do terceiro tipo nao sao importantes para os assuntos dos
capitulos seguintes do livro e é por isso que a presente secao nao dé atencao a tais problemas.
Naturalmente, tais problemas também nao aparecem na lista de exercicios (Secao 2.6).

+ Exemplo 24. O exercicio abaixo formulado pede calcular probabilidade condicional.

Numa urna ha 100 bolas do mesmo tamanho. 60 delas sao vermelhas e outras 40 sao
brancas. Das vermelhas, 25 tém marcadas o nimero I e 35 tém o niimero II; das bolas brancas,
10 tém marcadas o numero I e 30 tém nimero II. Professor Vladimir retirou ao acaso uma bola
da urna e a mostrou para os alunos da sala. Um aluno, que estava na ultima fileira da sala, de
14 percebeu que a bola retirada era vermelha, mas nao era possivel identificar o niimero nela
escrito. Perguntamos: colocando-se na situacao desse aluno, qual é a probabilidade de que a
bola retirada tenha o nimero 17

Vamos a solugao. Na realidade, vou apresentar duas solucao e é muito importante que voce,
meu leitor, entenda que ha duas (claro que as duas levam ao mesmo resultado). No comentério
que coloquei apés Exemplo 26, eu vou explicar tudo que tem a ver com a existéncia de duas
abordagens.

O caminho da primeira solugao ¢ idéntico ao caminho de pensamento do menino-da-iltima-
filheira do Exemplo 20. Recordo que naquele exemplo, o menino-da-ultima-filheira foi intro-
duzido na historinha com o intuito de mostrar o funcionamento de nossa intuicao quando
essa precisa solucionar problemas envolvendo probabilidade condicional. Por isso, vou chamar
de abordagem intuitiva o raciocinio semelhante aquele que o menino-da-iltima-filheira fez
Exemplo 20.

Acontece que os experimentos aleatorios do Exemplo 20 e do presente exemplo sao idénticos
no seguinte sentido: cada resultado apresenta dois atributos (aqui, sdo “cor” e nimero de
bola”, 14 era “cor” e numero da face superior no dado rodado); o evento ocorrido fixa um dos
atributos (14 era “cor”=branca, aqui tem-se “cor”=vermelha), e pergunta-se a probabilidade
condicional do evento caraterizado pelo valor do outro atributo (14 era “ntimero” =fmpar, aqui,
“nimero” =I). Isso permite aplicar diretamente o raciocinio

numero de bolas vermelhas com numero I 25

- == 2.31
numero de bolas vermelhas 60 (2.31)

Agora vamos aquilo que chamo por abordagem canénica. Esse é o nome para a solucao
que calcula o valor de probabilidade condicional usando a férmula (2.5) da Defini¢ao 2, quer
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dizer, a férmula
P[B N A
P [A]
Eu vou justificar o nome “abordagem candnica” no comentario apés Exemplo 26.
Olhando na férmula a ser empregada para a solucao, percebe-se imediatamente que serao
necessarias as seguintes agoes:

P[B|A] = (2.32)

(a) Identificar o evento cuja probabilidade estd em questdao (B) e o sobre e o qual sabemos
que aconteceu (A).

(b) Calcular as probabilidades de A e de B N A; estas ao serem inseridos na férmula, dardo o
valor de ]P[B ‘ A}.

(c) Conforme indica a letra “IP” do lado direita da férmula, as probabilidades de A e de BN A
devem ser calculadas na ambito do Experimento Aleatério puro.

(d) A conclusdo do item (c) indica que é preciso construir o modelo probabilistico para o
Experimento Aleatério puro, e que os eventos B e A mencionados no item (a) devem ser
identificados no ambito desse modelo.

O contetudo das agoes descritas em (a)-(d) acima indicam a maior dificuldade pela qual passam
os alunos que sao obrigados a executar a abordagem canonica: é precisa olhar no experimento
aleatério em sua forma pura, o que é ilogico ja que a pergunta, cuja solucao esta sendo elaborada,
refere-se a situagao sobre a qual sabe-se que um certo evento tinha sido observado. Eu nao
conheco um bom argumento que possa amenizar essa dificuldade. Talvez, o inico caminho é
fazer bastante exercicios e se acostumar com tal discrepancia.

Comecamos a solugao com a construcao do modelo probabilistico para o situagao descrita no
enunciado. A situagao é um tipico experimento aleatorio simples com dois atributos mostrados
em cada resultado. Espero que o Capitulo 1 ensinou meu leitor a tratar tais experimentos. Por
isso, apresento agora somente o resultado final:

) = {vermelha-I, vermelha-II, branca-I, branca-11}

numero de bolas vermelhas com I B 25

P lha-1| = = — 2.33
[Verme 4 ] numero total de bolas 100 ( )
e de modo semelhante, obtém-se que

35 10 20

IP[vermelha-1I) = —, [P[branca-1] = —, IP[branca-1I] = — (2.34)

100 100 100
Introduzimos os seguintes dois eventos:

A = “bola de cor vermelha (2.35)

B = “bola com ntimero I”

E ébvio que a pergunta do exercicio pode ser reformulada como “achar a probabilidade de B
sabendo que ocorreu A”. Isso e a Definigao 2 garantem a aplicabilidade da férmula (2.32). Para
aplicar a férmula, precisamos dos valores de IP[A] e de IP|[B N A]. O célculo desses valores nos
obriga a expressao os eventos em termos de colecoes de resultados:

A = {vermelha-I, vermelha-II}, B = {vermelha-I, branca-1}.

e, portanto,
BN A = {vermelha-I}
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Agora, sé precisamos juntar as pecas:

p[B|a] = LLBOAI_ IP[vermelha-1]
~ PP[A]  [P[vermelha-I] 4+ IP[vermelha-II]
25 25
_ G _ %
25 | 35

Fim do Exemplo 244

+ Exemplo 25. Aqui, vamos achar a solucao para o seguinte problema:

H4 trés moedas, cada uma das quais da “cara” (h) com a probabilidade %, e “coroa” (t) com a
probabilidade %

As moedas serdo langadas em sequéncia (assuma que as moedas tém cores diferentes para que
seja claro que trata-se aqui de um experimento aleatério sequencial). Considere dois eventos:
A=“obter uma “cara” (h) e uma “coroa” (t) nos dois primeiros langamentos, em qualquer
ordem”,

e
B="*obter duas “caras” (dois h) nos dois tltimos lan¢camentos”.
Pede-se verificar se A e B sao eventos independentes.

A solugao desenvolve-se por etapas cujo contetdo e sequéncia sao bem naturais (pelo menos
para quem entendeu o contetido do Capitulo 1 e fez os exercicios).

Na primeira etapa, por método de diagrama de arvore, construiu-se o modelo probabilistico
do experimento aleatério enunciado. Seu espago de estados estd em (2.36) abaixo. As probabi-
lidades nao serao listadas agora para economizar tempo e espaco; elas aparecerao nos calculos
(2.37)—(2.39).

Q={(h—h—=h),(t—=>h—=h),(h—>t—h),(h—h—t),

(t—t—oh),(t—=h—=t),(h—t—t)t—t—t) (2.36)

Na segunda etapa, usamos {2 para expressar os eventos em interesse como conjuntos com-
postos de resultados do experimento aleatério:

A={(t—-h—h),(h—=t—=h),t—>h—1t),(h—t—1)}
B={(h—h—=h),(t—>h—h)}

e, em seguida, usamos tais expressoes para achar a composicao de AN B:
ANB={(t—h—h)}

Observe que a expressao para A N B acha-se pelo método mais direto e primitivo que existe: a
comparacao direta entre as composicoes de A e de B.

Na terceira, a tultima etapa, faz-se uso de uma das férmulas fornecidas pelo Teorema 3 que
servem para testar independéncia. Nossa escolha é aquela delas que compara IP[A N B] com
IP[A] x IP|B]. Alias, a expressao para AN B tinha sido achada acima justamente para permitir
o calculo de IP[A N B]. Entao, vamos ao calculo de valores numéricos das probabilidades
envolvidas na férmula a ser usada:

PlA] = 2x (g)gém y (%)22 _ % (2.37)
PB] - (;)3 +3 (;)2 - 2 (2.38)

PANB] = %(g) _ Qi? (2.39)
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entao, como A
12 12

conclua-se que os eventos A e B sao dependentes. Fim do Exemplo 25+

+ Exemplo 26. O presente exemplo mostra um erro tipico na solugao de exercicios sobre
Probabilidade Condicional e Independéncia de eventos. Vale notar que os execicios desse tema
juntados no presente capitulo nao sao sofisticados e complexos, e que no nivel destes, o erro a
ser mostrado é basicamente o inico erro conceitual que pode ser cometido. Vale também notar
que apesar desse aviso, toda vez que ministro curso de Estatistica Béasica, no minimo 10% de
estudantes cometem esse erro nas provas.

O enunciado e a pergunta sao os mesmos que os do Exemplo 25. O inicio do caminho
de solugao repete-se também até as férmulas (2.37) e (2.38) nas quais calculam-se os valores
numéricos das IP[A] e IP[B]. A diferenca das abordagens atual (incorreta) e a anterior (correta)
estd no que agora IP[A N B] calcula-se da seguinte maneira (incorreta):

PIANB] = P[A] x P[B]

— 1212 _ i2x12 (2.40)
A L
O erro aqui é conceitual: nao se pode empregar a formula IP[AN B] = IP[A] x IP[B] para

calcular IP[AN B] a partir dos valores de IP[A] e IP[B], pois a férmula é vélida somente quando
A e B sao independentes. Tal independéncia nao foi garantida por nada até agora (na verdade,
o teste dessa independéncia é o objetivo final do problema tratado).

Vale notar que se o célculo da IP[A N B] for feito pela abordagem incorreta, entao, se
continuarmos a solugao do problema seguindo ao caminho tracado no Exemplo 25, entao a
conclusao final sempre serd que A e B sao independentes. Isso acontece porque na presente
abordagem incorreta, o valor de IP[AN B] tinha sido calculado (a forga, sem justificativa) como
IP[A] x IP[B]. Eis como o passo final da verificacdo funciona (incorretamente) e conclui que A
e B sao independentes:

12 12 12 x 12

Fim do Exemplo 264

Comentario. Se vocé deseja montar um experimento aleatério referente a qual vocé pretende
perguntar algo sobre a Probabilidade Condicional, entao, tipicamente, haverao pelo menos
dois atributos no enunciado do experimento. Ter dois atributos facilita-lhe a montagem de
pergunta, pois vocé consegue perguntar sobre a probabilidade de evento envolvendo um dos
atributos sabendo que aconteceu um outro evento descrito por intermédio do outro atributo.
Por exemplo, nos Exemplos 20 e 24, perguntava-se a probabilidade de evento envolvendo o
atributo “numero” sabendo que aconteceu evento envolvendo o atributo “cor”.

Minha experiéncia de ensino mostra que quando a quantidade de atributos é dois, entao a
solugao pode seguir o caminho intuitivo. (Isso é vélido mesmo quando a quantidade de valores
para cada atributo é maior que dois. Por exemplo, podemos montar experimento aleatério de
retirada de uma pessoa de uma populagao, sendo que cada pessoa carateriza-se por atributo
idade que pode assumir valores “jovem”, “meio-idade” e “idoso”, e por atributo salario, que
pode assumir valores “baixo”,”médio”, “alto”, “altissimo”.)

Entretanto, experimentos aleatorios podem se compor por mais que dois atributos. Por
exemplo, o do Exemplo 25 tem trés: a primeira, a segunda e a terceira moeda. Recordo que
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nesse exemplo perguntava-se sobre a independéncia entre eventos A e B, sendo que A era
definido por primeiras duas moedas e B por duas ultimas. Se vocé fosse calcular P[A ’ B,
a abordagem intuitiva nao funcionaria com a facilidade que vocé encontrou na solucao dos
Exemplos 20 e 24. Por outro lado, a abordagem candnica funcionou bem, conforme vocé viu
na solucao apresentada.

Minha mensagem aqui ¢ o seguinte: a abordagem canodnica funciona sempre; essa foi a razao
de eu “canoniza-la”. A abordagem intuitiva funciona bem em casos particulares, alguns dos
quais forma mostrados acima.

2.4.2 Problemas com pegadinhas nao intencionais

Para que vocé, meu leitor, possa entender os critérios segundo os quais eu classifico problemas
por Secoes 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3, eu preciso lhe contar como criam-se problemas cuja solucao
envolve probabilidade. Comeco com o seguinte fato bem 6bvio: qualquer um de tais problemas
tem que conter indicacao da presenga de incerteza, pois é assim que transmite-se para aluno/a
a mensagem de que ele/ela deve aplicar seus conhecimentos de Teoria de Probabilidade na
solugao do problema. Isso nos leva ao ponto principal da presente discussao: a maneira pela
qual transmite-se a presenca de incerteza. Acontece que existem maneiras claras e nao muito
claras. A maneira clara é quando o enunciado do problema fala diretamente que a incerteza
vird de lancamentos de dados ou moedas ou de retiradas bolas de urna. Vamos chamar por
toy model tudo aquilo que envolve dados, moedas, urnas e assim. Tipicamente, o significado
de cada toy model tinha sido acordado entre professor e aluno e, consequentemente, alunos
conseguem facilmente transformar um toy model no modelo probabilistico adequado. Acontece
que professores nao ficam satisfeitos com somente toy models, mas inventam experimentos
aleatorios formulados em termos de vida real. Acontece que a vida real é muito versatil.
Isso dificulta para alunos a selecao daquelas faces do experimento aleatério inventado que sao
importantes para a criacao de seu modelo probabilistico. Em muitos casos, tal selecao é a maior
dificuldade de aluno na solucao de problema. E claro que quem inventou tal problema as vezes
nao desejava causar tais dificuldades. Quando isso é o caso, o problema criado é chamada por
mim por “problema com pegadinhas nao intencionais”. As vezes, porém, a situagao é contraria:
professores embutem problemas em ambiente da vida real com a intencao de ofuscar o caminho
que leva a sua solugao. Assim nascem “problema com pegadinhas intencionais”.

+ Exemplo 27. H&a uma imensidade de problemas, todos equivalentes ao problema tratado
no presente exemplo. Eis seu enunciado.

Na turma de 100 alunos que assistem meu curso “Estatistica Basica” 60 que moram na
cidade de Sao Paulo (a mesma cidade onde fica a universidade na qual eu trabalho) e outros
40 moram fora. De quem mora na cidade, 25 preferem que a prova de recuperacao seja feita
logo apds o término do semestre letivo enquanto que os 35 restantes querem que tal prova seja
oferecida na primeira semana do semestre seguinte. Ja entre quem mora fora da cidade, a
divisao ¢é 10 e 30.

Um dia, um dos alunos veio para conversar comigo apés aula com o intuito de me convencer
em adiar a prova de recuperagao para o semestre seguinte. Qual é a probabilidade de que o
aluno more fora da cidade?

Compare o enunciado desse problema com o do problema do Exemplo 24, substituindo
“mora na cidade” pela “cor vermelha”, “mora no interior” pela “cor branca”, “nao quer adiar
a prova” pelo “marcado por I”, e “quer adiar a prova” pelo “marcado por II”. Apos tal subs-
tituicao, torna-se claro que o autor do presente problema quis que a aleatoriedade esteja in-
troduzida no problema via “uma aluno da turma esta escolhido ao acaso”. Entretanto, tal
frase foi disfarcado pela frase “ um dos alunos veio para conversar comigo”. Logo que voce
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perceber o sentido disfarcado dessa frase, a solucao de todo o problema desenrola-se da maneira
semelhante aquela solucao que foi mostrada no Exemplo 24.

+ Exemplo 28. Esse exercicio baseia-se numa historia que aconteceu comigo quando eu
era jovem e casado; alids, bem jovem e bem casado. Naquela época feliz, ndés moravamos
num subtrbio da cidade de Sao Paulo, no bairro chamado Granja Viana. O bairro era bem
extenso e cruzava com duas rodovias que desembocavam da cidade e passavam pelo campus da
Universidade onde eu trabalho. Toda essa informacgao é importante para entender a situacao
que acarretou o problema probabilistico contado abaixo.

Professor Vladimir pode voltar da USP a sua casa ou pela Rodovia Raposo Tavares ou pela
Rodovia Castelo Branco, sendo que a primeira é escolhida com a probabilidade 0,7 e a segunda
com a probabilidade 0,3. A Rodovia Raposo Tavares tem probabilidade 0,05 de ter transito
parado, enquanto que na Rodovia Castelo Branco essa probabilidade é 0,2.

Certo dia Vladimir se atrasou para jantar e sua esposa resolveu ir a seu encontro, levando-
lhe marmita, pois sabia que seu marido estava faminto. Ajude a esposa a decidir em qual das
duas rodovias ha mais chances de encontrar o professor Vladimir.

A “decodificacao” do anunciado passa pelo seguinte caminho. Em primeiro lugar, entende-
mos que a esposa precisa decidir entre “Vladimir estd na Raposo” e “Vladimir esta na Castelo”.
Pensando um pouco, percebe-se que a esposa pode somente avaliar as probabilidades desses
eventos (quer dizer, ela nao pode decidir por certo). Por tltimo, percebe-se que existe uma
informacao adicional: é que Vladimir estd parado no transito numa das duas rodovias. Isso é
uma forte indicacao de que as probabilidades a serem calculadas e comparadas entre si, nao
sao probabilidades incondicionais, mas condicionais, e que o evento condicionador no caso é
“Vladimir esta no transito parado”.

As “revelacoes” apresentadas no paragrafo acima ajudam a chegar ao modelo probabilistico

correto, o qual é o seguinte:
Q= {rp, rl, cp, cl} (2.41)

sendo que a letra r significa que Vladimir escolheu Raposo, ¢ que escolheu Castelo, p significa
que encontrou transito parado, e £ que andou livremente. Quanto a probabilidade do modelo
probabilistico, ela fica assim:

Plrp] = 0,7 x 0,05, P[rf] = 0,7 x 0,95, P[ep] = 0,3 x 0,2P[cf] = 0,3 x 0,8  (2.42)

No proximo passo da solucao introduzimos os eventos que estao de acordo com a “decodi-
ficacao” apresentada acima, e ja expressamos os eventos como subconjuntos de §2:

R = “Vladimir escolher a Raposo” = {rp, r(}
C = “Vladimir escolher a Castelo” = {¢p, ¢}

L = “ter transito livre” = {r¢, c/} (2:43)
P = “ter transito parado” = {rp, cp}
Agora, podemos prosseguir para os calculos:
P[RNP] 0,7 x 0,05 0,035
PIR|P] = = = 2.44
[ | ] P[P] 0,7%x0,05+0,3x0,2 0,035+ 0,06 (244)
e
PCNP 0,3x0,2 0,06
P[C|P] = [ I = (2.45)

IP[P]  0,7x0,064+0,3x0,2 0,035+0,06

A decisao final é que com a informacao de que Vladimir esta parado no transito, é mais provavel
que ele esteja na Castelo de que na Raposo.
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2.4.3 Problemas com pegadinhas intencionais

A carateristica de problemas chamados “com pegadinhas intencionais” foi definida no inicio da
Secao 2.4.2. Tais problemas nao acrescentam nada ao conteudo de meu curso e por isso nao
adquirem uma minima atencao. Eu sé reservei aqui um espaco para juntar tais problemas. O
que vou fazer com eles no futuro — ainda nao sei.

EXEMPLO (peguei da apostila didatica da 8-a série de lan): 70% de pessoas comem carne no
almoco, 50% de pessoas comem carne no jantar, e é conhecido que 35% dos que comem carne
no almogo também comem carne no jantar. Qual é a probabilidade que pessoa nao coma carne
no almoco ou no jantar?

Eis a soluc@o apresentada pela apostila: Pergunta-se P(A U J). Tem-se a férmula genérica

P(AUJ)=P(A)+ P(J)—P(ANJ)
Quanto a P(ANJ), essa estd envolvida na férmula
P(J|A)=P(AnJ)/P(J)

cujas probabilidades do seu lado direito estao dadas no enunciado.

O problema com essa solugao é que nao esta claro como e onde surge a probabilidade condi-
cional. Ainda mais, a explicacao dessa divida pode exigir o desenho de arvore de probabilidade,
que nao tem nada a ver com experimento aleatério de duas etapas.

Tudo isso deve ser refletido no texto, pois o exercicio nao enquadra-se facilmente no método
por mim sugerido, mas se for analisado direitinho, sera visto que seu enunciado é muito incom-
pleto e que a complementacao fica clara apés que o aluno aprende meu método.
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2.6 Exercicios

Exc. 14. Numa urna com bolas coloridas ha 4 brancas e 2 pretas. Retiram-se em sequéncia
duas bolas da urna, sem a reposicao da bola escolhida na primeira retirada. Observam-se as
cores das duas. Sabendo que na segunda retirada obteve-se bola branca, qual é a probabilidade
de ter obtido bola branca na primeira retirada?

Exc. 15. No ambito do Exc. 14 defina dois eventos:

A ="bola branca na primeira retirada”,

B ="bola branca na segunda retirada”.
Observe que Exc. 14 pediu que calcule P[A | BJ]. Ja no presente exercicio, pego lhe calcular
P[A¢ | B], P[A| B, P[A°| B9] (aqui, A° e B° sdo as notagdes para, respetivamente, o evento
complementar de A e o evento complementar de B). A segunda tarefa do presente exercicio é
verificar numericamente as duas seguintes relagoes genéricas:

P[A|B]+ P[A°|B] =1 (2.46)
IP[A| B] + IP[A| B]  nao é obrigatoriamente 1 (2.47)

Verificar numericamente significa substituir os valores calculados nos lugares das respectivas
probabilidades e verificar que no caso (2.46) os valores de fato somam-se a 1, e que no caso
(2.47), nao.

Exc. 16. Ha trés urnas marcadas por I, 1 e I11. Na urna [ ha 1 bola branca e 5 vermelhas;
na urna I tem 2 brancas e 4 vermelhas e na urna /1 hé 3 brancas e 3 vermelhas. Professor
lanca um dado equilibrado e retira uma bola da urna I se o lancamento der 1,2 ou 3; retira
uma bola da urna /1 se o langamento der 4 ou 5 e retira uma bola da urna 771 se o lancamento
der 6. Depois de ter feito este experimento aleatério, o professor informou a seus alunos que a
bola retirada é branca. Vocé (que é um dos alunos do professor) agora é solicitado a calcular a
probabilidade de que essa bola tenha sido retirada da urna I. (Esta tarefa pode ser formulada em
outras palavras assim: sabendo que a bola retirada na segunda etapa do experimento aleatoério
¢ branca, calcule a probabilidade condicional de que foi visto 1,2 ou 3 no dado lancado na
primeira etapa do experimento.)

Exc. 17. Para formular a tarefa do presente exercicio, preciso lhe lembrar o enunciado do
Exc. 6 da Secao 1.5. Eis este abaixo.

Um acgougue serd inaugurado hoje e tem 50% de probabilidade de receber carne de um
frigorifico contratado para seu abastecimento. A cada dia consecutivo, a probabilidade de
haver carne no agougue depende somente do fato de ter havido carne ou nao no dia anterior,
obedecendo a seguinte regra: 60% de chances de encontrar carne no acougue se, no dia anterior,
esse produto estava disponivel, e 30% se, no dia anterior, ela estava em falta. Ao tomar
conhecimento sobre a inauguracao do agougue, uma dona de casa resolveu ir até ele daqui dois
dias (equivalentemente, no terceiro dia apds a inauguragao).

No Exc. 6 da Secao 1.5, a pergunta era sobre a probabilidade dessa senhora encontrar a carne
no agougue no terceiro dia apds sua inauguragao. Agora, a pergunta é diferente; naturalmente,
ela envolve a probabilidade condicional:

Dado que a senhora nao encontrou carne no agougue no terceiro dia

L. N . : . 2.4
apods a inaguracao, ache a probabilidade de haver carne no dia anterior. (2.48)

Para que vocé entenda o enredo da pergunta, imagine a seguinte situagao. Voceé estd numa
casa, estilo colonial, numa boa, numa mesa atras de janela, cambiando banhos solares com a
leitura do capitulo do livro do Professor Vladimir que versa sobre a probabilidade condicional.



CAPITULO 2. PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA 75

De repente, vocé avista nos paralelepipedos da rua, uma senhora cuja aparéncia e idade revelam
sua total dedicacao aos servicos de dona de casa desde o casamento precoce até o recente
surgimento de netos. Ela para a frente de sua janela para descansar de um longa caminhada e
interrompe sua tranquilidade estilo colonial: “Imagina, fi6!” — diz ela recuperando a respiragao—
“Encontrei prateleiras vazias! Se viesse ontem, compraria carne”. Para consolar a velinha, voceé
diz: “Nao vale lamentar tanto! Encontrar carne ontem também nao é um evento certo!” E ai,
vocé senta e calcula a probabilidade deste evento. “Tome, senhora, acalme-se!” E claro que
voce nao esqueceu que a probabilidade que calculava era condicional, pois ja sabia-se por certo
que no terceiro dia a carne faltava no agougue.

Exc. 18. Recorde que no Exc. 7 da Secao 1.5, Chico, Paolo e Vladi retiravam bolas de uma
urna com o intuito de sortear quem dos trés buscaria cerveja. Recorde: houve uma urna com
trés bolas, sendo que duas eram brancas e uma preta. Os trés amigos Chico, Paolo e Vladi
concordaram em retirar uma bola cada um, nesta ordem, e quem estiver com a bola preta
pagara a cerveja para os demais. Foi ainda concordado que, ao retirar sua bola, cada um dos
trés nao a olha nem mostra para os demais, e somente depois que o ultimo retirar sua bola, as
cores das bolas escolhidas sao reveladas.

Imagine que Chico, que é o primeiro, retirou sua bola e pos esta imediatamente no seu bolso
sem olhar, conforme o combinado. Na vez de Paolo, este retirou sua bola e passou a urna para
Vladi. Enquanto Vladi seguia o combinado, Paolo espiou sua bola, viu que ela é branca, e, de
felicidade, gritou: “E brancal”.

Entao, Vladi pos a sua bola no bolsa, sem olhar, conforme combinado, e pensou: “Sabendo
que a bola preta nao esta com Paolo, qual é a probabilidade dela estar com Chico?” Solucione
essa duvida do Vladi, em outras palavras, ache a probabilidade condicional de Chico ter ficado
com bola preta sabendo que Paolo estd com bola branca, mas sem saber nada sobre a cor da
bola do Vladi.

Exc. 19. Uma fdbrica tem trés mdquinas, A, B e C, que respondem, respectivamente, por 40%,
35% e 25% da sua producao. 2% da producao da méaquina A consistem em pecas defeituosas;
essa proporcao ¢ de 1% para a mdquina B e de 3% para a maquina C. Toma-se uma peca ao
acaso da producao da fabrica, e verifica-se que é defeituosa. Qual a probabilidade de ter sido
produzida pela maquina B?

Exc. 20. Verifique numericamente, no ambito do Exercicio 19, a validade da relagao
P[B|D]+P[B*| D] =1

tomando o evento “peca sorteada veio da méaquina B” como B e o evento “peca sorteada é
defeituosa” como D. (Aqui B¢ significa o complementar do evento B.) Verificar numericamente,
significa calcular os valores das duas probabilidades e confirmar que sua somatoria é 1.

Exc. 21. Verifique numericamente, no ambito do Exercicio 19 o fato de que
P[B | D] + P[B | D] nao ¢ obrigatoriamente 1
tomando B e D como os do Exc. 20.

Exc. 22. Trés moedas sao lancadas em sequéncia. Considere dois eventos:

A=““cara” no primeiro lancamento e “coroa” no segundo”,

B=“uma “cara” e uma “coroa”, em qualquer ordem, nos dois tltimos lancamentos”.

(a) Mostre que A e B sao eventos independentes no caso de as moedas serem honestas.

(b) Mostre que A e B sao eventos dependentes no caso de cada moeda tenha 2/3 de probabi-
lidade de sair “cara’e 1/3 de se obter “coroa’”.
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> O presente comentario destina-se ao professor. Comparando os resultados obtidos para os
casos (a) e (b), vemos que a independéncia entre eventos nao é determinada exclusivamente
pelas composigoes das mesmas, mas também por probabilidades atribuidas aos resultados. De
fato, A e B sao os mesmos nas situagoes (a) e (b), as quais diferem-se uma da outra somente
do ponto de vista de atribuicdao de probabilidades aos seus resultados. Entretanto, A e B sao
independentes na situagao (a), mas sao dependentes na (b).

Exc. 23. Pegamos trés moedas honestas e escrevemos +1 nas caras e —1 nas coroas. Langamos
as moedas em sequéncia. Considere dois eventos:
A="“a primeira moeda apresentar +1”,
B=*%a soma dos nimeros apresentados nas moedas é maior que 0”.
Verifique se A e B sao eventos independentes ou nao.

Exc. 24. Quatro moedas honestas sao lancadas em sequéncia. Considere dois eventos:
A="ver mais “caras” que “coroas”’ nas trés primeiras moedas”,

B="ver mais “caras” que “coroas” nas trés ultimas moedas”.

Verifique se estes eventos sao independentes.

Exc. 25. Trés dados equilibrados sao langados em sequéncia. Considere os seguintes eventos:
A= “a soma das faces do primeiro e do segundo dado é um nimero par”,

B=*%a soma das faces do segundo e do terceiro dado é um nimero par”.

Decida se A e B sao eventos independentes ou nao.

Nota. Se voceé seguir o padrao de solucao que lhe ensinei, vocé precisard construir o diagrama
de arvore de trés etapas que possui a bifurcacao por 6 ramos em cada né da primeira e da
segunda etapa. A arvore é imensa e incomoda. Nada parecido espera por vocé nas provas do
curso.
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2.7 Solucoes para exercicios da Secao 2.6

Solucao do Exc. 14. O certo é comecar a solugao com a construgao do modelo probabilistico
do experimento aleatorio enunciado. E a construcao passa pelo diagrama de arvore, ja que o
experimento, no caso, ¢ sequencial. O diagrama correto estd a direita no desenho abaixo.
Quanto ao diagrama a esquerda, este foi construido por um de meus alunos e esta apresentado
aqui como um exemplo da escolha infeliz na codificacao dos nés da arvore. Especificamente
falando, o aluno usou, na segunda etapa da arvore, o codigo que carrega a informagao sobre o
resultado da etapa anterior. Isto é totalmente desnecessario; recorde que a regra de construcao
canonizada manda considerar cada bifurcagao como um experimento aleatério simples, o que
pressupos que a marcagao de seus resultados esteja desvinculada da marcacao de outros nés da
arvore. A desobediéncia do aluno nao é um crime, mas levou-o, a partir de sua arvore confusa,
para uma codificacao confusa dos resultados, e, em sequéncia, ofuscou o caminho de solucao.
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O evento “retirar bola branca na segunda etapa” expressa-se por {(b — b), (p — b)}, chamare-
mos este de A; e o evento “bola branca na primeira etapa” expressa-se por {(b — b), (b — p)},
denotamos este por B. A expressao matematica da pergunta do exercicio é “calcular P[B | Al
Usando a formula para a probabilidade condicional e as manipulagoes 6bvias com eventos A e
B e suas probabilidades, temos:
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A coincidéncia do resultado com o valor que vocé vé no galho da arvore que liga b com b nao
é por acaso, mas a discussao dela sera omitida por estar fora do escopo de fatos a pericias que
meu leitor deve aprender no momento.

Solugao do Exc. 17. Usando o modelo probabilistico que construimos na solugao do Exc. 6
para a presenca de carne no agougue nos trés primeiros dias de sua existéncia, temos que os

eventos
Ih={(s—=s—s),(s=>s—=n),(n—=s—s),(n—=s—n)}

Ny={(s—>s—=n),(s—>n—n),(n—>s—=n),(n—>n—n)}

correspondem aquilo que chamamos por, respectivamente, “ter carne no 2-o dia” e “nao ter
carne no 3-o dia”.
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Analisando a pergunta do exercicio, conclui-se que esta é sobre P[T5 ! N3]. Usando a férmula
para a probabilidade condicional e as manipulacoes 6bvias com eventos 15 e N3 e suas probabili-
dades (a probabilidade a ser usada é exatamente aquela que construimos na solugao do Exc. 6),
temos a seguinte conta que nos leva a resposta:

Tg | Ng ]P[TgﬂNg] _ P[(s—s—n)]+P[(n—s—n)]

05. O 6 N ZJJrO 5.0, g’(g s—s—n)]+P[(s —>n—>n)]+P[(n—>s—>n)}+lp[(n—>n—>n)] -

~ 0,5-:0,6:0,410,5:0,4-0,7+0,5-0,3-0,41+0,5-0,7-0,7 E

Solucao do Exc. 18. Nesta solugao, aproveitamos do modelo probabilistico j& feito para o
Exercicio 7. Recorde esse:

N={1—-2-3),1—-3-2),2—-1-3)2—-3->1),83—-1—-2),3=2—-1)}
com [P[w] = 1/6 para cada w € Q

(2.49)
sendo que “3” é o ntimero carregado pela bola preta.
Usando a codificacao empregada na construcao do modelo probabilistico, temos:
A = “Paolo retirar bola branca” = {(1 2 —3);2—-1—3),3—=-2—1),3—>1—2)}

B = “Chico retirar bola preta” = {(3 -2 — 1), (3 —1—2)}

Para as contas futuras, precisamos dos valores das probabilidades de A e de B N A; ambos
seguem-se diretamente da atribuigdo de [P apresentada na segunda linha de (2.49):

2
PA]=—=, PBNA=P{B3—-2—-1),83—=1—=2)}= A
Agora, vem a parte conceitual da solu¢ao: vocé precisa conceber que IP[B | A] é a expressao

formal da pergunta colocada no enunciado do exercicio em forma verbal. Isto e a formula para
a probabilidade condicional dao a resposta final:

. 2/6 1
LTI TEE
) ) )

esta é a assim que se calcula este é o

notagao seu valor resultado

Solucgao do Exc. 19. Esse é um dos problemas da classe que eu chamei “com pegadinhas nao
intencionais” (veja Secao 2.4.2). Conforme explicado naquela segao, a dificuldade da solucao é
adivinhar qual é o experimento aleatério que foi escondido por tras da histéria contada.

E claro que cada um entende a histéria contada de seu jeito. Eu interpretaria da maneira
como se segue. Espero que vocé concorde com minha interpretacao.

H& um imenso lote da producao da fabrica, sendo que todas as pecas do lote tém a mesma
aparéncia. Porém, 40% das pegas sdo carimbadas, como se tivessem uma mensagem que im-
pressa “fui produzida pela mdquina A”; da mesma forma, 35% das pecas sao carimbadas “fui
produzida pela mdquina B”, e os restantes 25% sao carimbadas “fui produzida pela maquina
C”. Ainda, 2% das pecas da maquina A possuem defeito, 1% das pecas da maquina B possuem
defeito e 3% das pecas da méquina C possuem defeito. Claro que todas as pecas do lote sao
bem misturadas de maneira que, ao se retirar uma pega do lote, a probabilidade de qualquer
uma delas ser escolhida é a mesma. Entao, alguém retirou uma pecga ao caso e viu que ela é
defeituosa, mas este alguém nao sabe interpretar os carimbos presentes nas pecas e, portanto,
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nao sabe de qual das maquinas a peca veio. Na perspectiva deste “alguém” existe a pergunta:
“Qual é a probabilidade da peca ter sido produzida pela maquina B?”

A relacao
enunciado original < interpretagdo do pardgrafo acima (2.50)

¢ a mesma que a relagao entre o enunciado do Exemplo 27 com o do Exemplo 24. Portanto, se
a presente derivacao da relagao (2.50) nao ficou clara, sugiro que vocé volte a ler Exemplo 27.

A continuacao de solucao pode ser feita em duas maneiras: via abordagem intuitiva e via
abordagem canonica. A duas foram explicadas no Exemplo 24. Agora, nés vamos simplesmente
executar tais abordagens.

Vamos primeiramente executar a abordagem canoénica. Como em cada peca retirada observa-
se a origem e o fato de ser ou nao defeituosa, entao o espaco de estados apropriado é

Q = {aboa, adef,bboa, bdef, choa, cde f } (2.51)

Como todas as pecas sao idénticas, entao, seguindo as proporcgoes representadas no lote todo,
tem-se que

P [aboa] = 0,4 x 0,98 1P [bboa] = 0,35 x 0,99 IP [choa] = 0,25 x 0,97

Pladef] = 0,4 x 0,02 IP[bdef] =0,35 x 0,01 IP[cdef] =0,25 x 0,03 (2.52)

(Nessa atribuigdo de probabilidades, usamos a expressao de proporc¢ao por probabilidade.)
A tabela abaixo apresenta a introducao de eventos A, B,C e D em termos verbais e suas
expressoes por subconjuntos de §2:

A = “a peca retirada foi produzida pela maquina A” = {aboa, adef}
= “a peca retirada foi produzida pela maquina B” ={bboa, bde f}
C' = “a peca retirada foi produzida pela maquina C” = {cboa, cdef}
= “a peca retirada ¢é defeituosa” = {adef,bdef, cdef}

O problema do exercicio tem a seguinte expressao formal: achar P[B ‘ D]. As construgoes
e definicoes acima apresentadas, junto com a definicao da probabilidade condicional, dao a
resposta:

pip|p) — FEODI_ Plbde ]
IP|D] IPladef] + Plbdef] + IP[cdef]
- 0,35 % 0,01
0,40 x 0,024 0,35 x 0,01 + 0,25 x 0,03
~ 0,1842.

Agora, vamos executar a abordagem intuitiva. Para que essa funcione, falta-nos ter a
informacao sobre o numero total de pegas no lote. A abordagem canonica executada acima
mostra que esse nimero realmente nao afeta o resultado final. Parece-me que esse fato é bem
intuitivo e que ele serve de amparo para a ideia de que esse niimero pode ser escolhida a vontade
e de maneira comoda. O ntimero comodo aqui é o nimero com que todas as quantidades
tornam-se em numeros inteiros. No caso, é 2000 (ou qualquer miltiplo de 2000).

Imagina entao que no lote ha 2000 pecas idénticas, sendo que

800 sao carimbadas “produzida pela maquina A”
700 sao carimbadas “produzida pela maquina B”
500 sao carimbadas “produzida pela maquina C”



CAPITULO 2. PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA 80

e que das pecas produzidas pela maquina A, 16 tém carimbo “defeituosa”, daquelas produzidas
pela maquina B, 7 tém este carimbo, e daquelas produzidas pela maquina C, 15 tém este
carimbo.

Retiramos ao acaso uma peca (a probabilidade de qualquer uma peca especifica ser retirada
é igual para todas e seu valor é 1/2000). Vimos que ela carrega o carimbo “defeituosa”’, mas nao
prestamos atencao ao carimbo que identifica a origem de sua producao. Perguntamos: “Qual
é a probabilidade da peca ter vindo da producao da maquina B?”

Como sabemos que a peca retirada é defeituosa, nosso espaco amostral reduz-se ao universo
de pecas defeituosas. Ao total sao 16 + 7 + 15 = 38. A probabilidade da peca ter vindo
da produgao da maquina B é a proporcao relativa das pecas de B nesse universo. Logo, a
probabilidade procurada é

7
657505 ~ 0, 1842 (2.53)
Solucao do Exc. 20. Recorde que
_PP[BNnD] IP[(bdef)] N
PIIPL= P05 = Plladed] + Ploden)] + Plledep) ~ 13 49
Da maneira idéntica tem-se que
P[B*| D] = PIEOD] _ Pllade)] + Pl(cde/)] ~ 0, 8158, (2.55)

P[D]  Pl(adef)] + P[(bdef)] + P|(cde )]

E 6bvio que a soma dos valores numéricos das duas expressoes acima da 1. Nao ¢ dificil ver o
porqué: a soma das duas razoes é

Pl(adef)] + IP[(bdef)] + P[(cde [)]
Pl(adef)] + IP[(bdef)] + P[(cdef)]

=1

Solugao do Exc. 21.
P[B| D] = 18,42%. Se IP[D] = 0,019, entdo IP[D] = 0,981; calculando P[B | D], temos

P[B| D] = %38 =0, 3532 e, desta forma, 0,3532 + 0,1842 é diferente de 1.

Observagao ao Exc. 21. Que P[B| D]+ P[B| D] ndo é 1 é dificil de ser explicado, sem
mesmo precisar de fazer contas. O que é muito dificil explicar, sem fazer as contas, é por que
P[B| D] +P[B| D] nao ¢ IP[B]. Todas as vezes que precisei dar esta explicagio era necessario
lutar contra a intuigao corrompida que assegura erradamente que P[B ‘ D|+P[B ‘ D¢] deve ser
igual a IP[B]. Esta intuicao diz: pegaremos todas as pecas defeituosas e recolheremos dentre
elas somente as que foram produzidas pela maquina B. Depois pegaremos todas as pecas boas e
também separaremos delas as que foram produzidas por B. Juntando os dois montes das pecas
separadas, recuperaremos todas as pegas da produgao de B. Portanto, P[B ’ D|+P[B ‘ D¢] deve
ser igual IP[B]. E claro que ndo! Esse raciocinio fez as contas em valores absolutos! Isso é
diferente das probabilidades P[B | D], P[B | D] e IP[B], que sao valores relativos.

Uma maneira alternativa de se convencer que P[B| D] + P[B | D] ndo pode sair IP[B] é
escrever as probabilidades envolvidas em forma de razoes:

PP[BN D]
P[D]

P[B | D] = PBN DC]; PLB| = numero de pecas produzidas por B

P[B| D] = PID]

nuamero total de pecas produzidas

e observar que estas razoes tém denominadores diferentes, o que elimina qualquer esperanga
de poder reverter os calculos apresentadas acima em valores absolutas, para uma relagao em
termos destas probabilidades.
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Solucao do Exc. 22(a): A={(h—t—h),(h—>t—=t)}eB={(h—>h—t),(h—>t—
h),(t = h —t)(t =t — h)} e, portanto, AN B= {(h —t — h).

Usando o fato que as moedas sao honestas, calculamos que P[A] = (1/2).(1/2).(1/2) +
(1/2).(1/2).(1/2) = 2/8, IP[B] = (1/2).(1/2).(1/2) + (1/2).(1/2).(1/2) + (1/2).(1/2).(1/2) +
(1/2).(1/2).(1/2) = 4/8
P[ANB] = (1/2).(1/2).(1/2) = 1/8 e, dessa forma, temos que IP[ANB] =1/8 = (2/8).(4/8) =
IP[A].IP[B], o que mostra que A e B sao independentes.

Solugao do Exc. 22(b): Diferentemente do item anterior, neste caso, obter cara ou coroa
tém probabilidades distintas. Isso se reflete nas contas a seguir: IP[A] = (2/3).(1/3).(2/3) +
(2/3).(1/3).(1/3) = 6/27, IP[B] = (2/3).(2/3).(1/3) + (1/3).(2/3).(1/3) + (2/3).(1/3).(2/3) +
(1/3).(1/3).(2/3) = 12/27, IP[AN B] = (2/3).(1/3).(2/3) = 4/27 e, dessa forma, temos que
P[ANB| = 4/27, que é diferente de (6/27).(12/27) = IP[A].IP[B], o que mostra que A e B sao
dependentes.



