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Recordando, da aula passada, as
TABELAS DE ROTALOES DE APOIOS:

HA = —I—MAK 6. = _MAK
SEL * T 6EI
M,/ M,
0,4 =+—2= A QB ( ) 6. = _MBK
6L B 3E]
< /é ~
P
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< /é N
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VIGAS HIPERESTATICAS

Com estas expressoes de rotagdo nos aporos, estamos em condlgdes de resolver as reagdes de
apolo e os esforgos solicitantes em algumas vigas hiperestaticas simples!

ltl:/_//;eal/yzﬁa?;ada ~apolada, sujeita a um carvegamento uniformemente distribuido:
M P
PN
H,” N A
4 N A4 B
v,k 14 ;fVB

=  VWiga 1x hiperestdtica

4 reagdes de aporo }

3 equagdes de equilibrio .. Mecessita-se de uma

equagdo de compatibilidade!
(Z) > F,=H,=0
Equagoes ’
de equiliro: | (2) TY F, =V, +V,—pl=0 LV +V=pt (2)
(3) ZM =M +V€_p£220 ]\4,4'*'1/3621?62 (3)
(4) 4 "B 9 2
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Condigdes de contormo

N
V

(UAZO <:>HA:7

A cada condjpdo de contorno (conhecida), | Va=0=V=7?
corvesponde uma reagdo de aporo,
micialmente desconhecrda: 0,=0 & My=?

UB=O@VB:?

\
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Estrutura [sostidtica Fundamental

Estrutura (sostdtica obtida removendo -se (eficientemente) um ndamero de
vinculos (gual ao grau de hiperestaticidade da estrutura.

\

No presente caso, }
temos trés opgdes:

>
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Estrutura [sostidtica Fundamental

Escolhemos a primerra opgdo:

Em corvespondéncia a essa EIF, M 4
M, se torna a corvespondente ( O,
“Incognita Hiperestdtica:
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Equagdo de Compatibilidade

A combrnagdo dos carvegamentos extermos com o esforgo hiperestdtico
deve recuperar as condigdes de contorno da estrutura original:
RLALETIRTA NIRRT AT AR

M
e — |
A, p > /\V
M, 0,=0,,+0,,, =0 (@
( O,

77778

) (“Equagdo de compatibilidade”)
63
Das tabelas: 0, L, == ZZ E] |
3 0
e QA: pf ME OMA:p (4,)
24EI 3E] Q
9. - Mt
M 3R]
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Combinando (£) > (3, %*W :PT” A % g =%
pl’ P
8 ( QU
N Y A B
spt / 3pe
8 8
@ Ll NG
8 ©) 3pl

8 S8
pl’
@ s | O _p_fz+l(5pfx5€):9p€2
s 2.8 &) 128
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Exemplo 2: viga engastada-apoiada, sufelta a carvegamento uniformemente distribuido

Resolugdo alternativa, tomando Vi, como incognita hiperestitica:

MA
PN,

Wil

i

p —
IR 0p =0

H A .§‘ A % B gff:;ﬁ?@if{ade)
V, & 1 AV,
)
{ \
Estrutura lsostdtica Fundamental:
p A
RN EAEAAY 35/ 53,1/3
® 1
Incdgnita VB
Hiperestdtica

Equagdo de compatibilidade: 53 = 5B,p + 5B,VB =(
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64
Das tabelas: O, =— 51:
El > 5 - p€4 V 63
s _ Ut " TREL 3EL
BV,
Y
] 3p/
T
Equagdes de equilibrio:
2) TYF =V, +V,-pl=0 VA:pE—VB:% OK/!

2

(2) DM =M, +V -~
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Exemplo 3: Viga biengastada, sujeita a carga concentrada.

P = 60kN
M, A 1

N
e N
H, §
c 2m _| 3m
Vs L | /

v Considerando todas as reagdes de aporo possivers e equagdes de equilibrio no plano, temos:

Viga 3x hpperestdtica

& reagdes de aporo

© 3 equagdes de equilibrio
v’ Como ndo temos esforgo externo na horizontal (H), Ha=Hs=0. Logo temos apenas quatro reagdes

de aporo ¢ duas equagdes de equilibrio linearmente independentes:

Viga 2x hiperestdtica

4 reagdes de aporo

2 equagdes de equilibrio
LV, 4V, =60 (2)

) "X F =V, 4V, -P=0
(2) DM =M,~M+V,(~Pa=0 - M,~M,+5V, =120 (3)

AL,
Hryy

Equagdes
oy, I3 3
de equilibrio:

¢
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Estrutura [sostdtica Fundamental : Viga biapoiada (MA e MB sdo as incdgnitas hiperestdticas:

1. carvegamento externo P
P = 60kN Das tabelas:

)

2 2 2 2
—— — _ Pp(r-p?) ) _Pa(r’-a’)
- AP 6(E] B.p 6(E]
l< Y4 >|
+
2. Incognirta hijperestdtica Ma:
M ¢ M ¢
0,, =+—12 g, =——2=
AMa 3EI 5-Ma 6El
M.V M ¢
0,, =+ B QB,MB:_ .
e 6E] 3EI

<
N
YV>AA417
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A combinagdo dos carvegamentos intermos com o esforgo hijperestdtico deve
recuperar as condigdes de contorno da estrutura original:

(“Equagdes de compatibilidade’’)

‘9A = HA,P + HA,MA + QA,MB =0

4 6(EI 3E]  6EI

%MA+%MB:96

10M , +5M, =576| (%

Resolvendo (*) e (**), obtemos:

_Pb(f2 —bz) +MA£ _|_MB€ o

%MA+§MB=84

0 _ Pa(f2 —az)_MAg _MBK B
i 6/EI 6EI 3EI

5M ,+10M , = 504

M , =432 kNm
M, =28,8 kNm

(V,=38,88 kN
V,=21,12 kN

J
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Uma vez conhecidas as reagdes de aporo, o tragado dos diagramas de esforgos

solicrtantes € diveto:
P =60kN

43,2 4 l 28.8

B\\\\Wlled
| 4

( N
N
38,88 f2m | 3m 121,12
< / _
@ (kN) 38,88 ©
) 21,12

@(kNm) 43,2 & S | 288

Q@

34,6
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Vigas continuas

*' A
H, 3
Val, / 7 /
| - 2

Viga de dors tramos: 4 reagdes de aporo

1 x hiperestatica

\4

N\
o

-
Vjt /, /, T

Viga de trés tramos — 5 reagdes de aporo

v

2 X Wperestdtica
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A rotagdo sobre cada um dos apoios intermedidrios oferece uma

equagdo de compatibilidade:

No aporo B:

HBA — Upc
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Exemplo 4: Determinar as reagdes de aporo ¢ os diagramas de esforgos
cortantes ¢ momentos fletores na viga continua da flgura abaixo.

H, =} %
VK | V, V.
A 4m > 2m >i< 4m S

(@) Y F,=H,=0 (2)

Equagdes 2) TZFY:VA+VB+VC_q€BC_P:O
de equilibrio: 4
VA+VB+VC_6X4_18:O VA+VB+VC:42 (2))

s A0V, + 6V, =264 (3)

\

\ YV>AA417
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Equagdo de compatibilidade: 0 B4 = 0 BC
P=18kN g =6kN /m
' HBA,P
Ay AN 2= A
BC,
||< dm Slke—2m > <« 4m >
’|Q' HBA,MB

HBA,P + HBA,MB = QBC,q + QBC,MB
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QBA,P + QBA,MB = QBC,q + 8BC,MB

Pab(l ,, +a) _MBKBA _ quc +MB€BC

60, EI 3EI 24E1  3EI
18x4x2(6+4) M,x06 __6><43 +MB><4
6x6 3 24 3
40-2M , :—16+§MB
» =16,8kN.m

'Jg' g =6kN /m

P=18kN 16.8kNm  16,8kN.m

”

= '/ ﬁf} g w

> < N V
VBC < 4m >l C
)
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P=18kN 16,8kN.m  16,8kN.m g =6kN /m

4 4dm Sle2m > < 4 \i Ve
VBA VBC

-

m ~

VB
D M, =6V, ~18-4-168=0 > M =4xV, —6x4x2-16,8=0

V,, =14,8kN Ve =16,2kN

v, =14,8+16,2 =31kN

Substituimdo V, em (3) temos: 10V, +6x31=264 V. =1, 8kN

Substitumdo V, e V. em (2) temos: V,+V,+V,.=42 V,=3, 2kN

YV>AA417
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leSkNl g =6kN /m
% 2 £
vV, =3,2kN ’ i Lo \/VB:31kN o . V.=1,8kN

16,2
Nelﬁme

14,8

~Q

12,8

29/

B

5,07

1,8
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Exemplo 5 Determunar os esforgos na viga de concreto de segdo transversal
20 em X 50 em. Sobre as vigas tém-se alvenaria de tijolos cerdmicos com
pé-diverto de 2, 75m. Desconsiderar a existéncia de lafes.

T
4m

A

" q
H ey )
vl v VC% .
Aflm9‘< 2m B>|< dm K Sm Dtlm—)‘
Peso proprio das vigas:  y. =25kN | m .. Qyiga = 0,2%0,5%25=2,5kN /m
Peso proprio da parede: ¥, =16kN /m’ .. G, =0,25x2,75x16=1 1kN /m

G = Guga + Gy = 2,5+11=13,5kN /m

YV>AA417
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g =13,5kN /m

Vigas transversais:
Al _gxf_135x4
A A 2 2
p |« 4m >| P
Viga Longrtudinal:
P=27kN P=27kN
q=13,5%kN/m

|
HA_»Illllllilllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll AR AR AR ARARRANY lllllllll

% i LY
VA VB ¢ VD
¢ Imy¢e—2m »[¢ 4m K Sm >r—1m

© S reagdes de aporo , , oy
= Viga 2x hiperestdtica

© 3 equagdes de equilibrio

i
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|P:27kN Osc qg=13,5kN/m P:27kNl

0
V 4 } Oy, 4 VB cB VC t 0., VD A
1ms{¢—2m >[¢ 4m X 5m )I(_lm

(2) Y Fy=H,=0

A = Cgr—2P=0 o V4V, 4V, +V, =229.5 (2)
de equilibrio: 2 1 ZFY VitV +Ve+V,—qt=2P=0 ATV TVeTVp

2
q-13 0

(3) ZM(A) =3V, +7V .+12V, - P-1-P-13 -

3V, + 7V, +12V, =1518,75 (3)

Equagdes 9. =0 0. -0
de compatibilidade: A cs — ¥cp

Ty,
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p Trecho AB Trecho BC Trecho CD

QBA,P

QCD,MD

M E 0 momento que o
P balango aplica ao ponto D
;AAA"')

>

.

Ay,

‘93/1,13 + QBA, + QBA,MB = HBC,q + QBC,MB + QBC,MC
QCB,q + QCB,MB + QCB,MC =Ucp,y T QCD,MC + QCD,MD
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Momento Hetor e carga vertical no apoio D:

2

M, =Pxl,, + qngE =33, 75kN.m

P, =P+qgx/t,. =40,5kN
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Equagdo de compatibilidade para o aporo B:

QBA,P + HBA,q + HBA,MB = HBC,q + HBC,MB + HBC,MC

Pab(EBA"'a)_'_ quA _MBgBA _ quc _|_MB€BC _|_MC€BC

6/, EI 24EI  3EI 24EI  3EI 6EI
27x1x2(3+1) 13,5x3° M, x3  13,5x4 M, x4 M, x4
+ — =— + +

6x3 24 3 24 3 6
TM,+2M . =189,5625 (%)
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Equagdo de compatibilidade para o aporo C:

QCB,q + QCB,MB + QCB,MC = QCD,q + QCD,MC + €CD,MD

QKZB _MBKCB _MCKCB __qgi?D _|_MC€CD +MD€CD

24E1  O6FE] 3ET 24E1 3EI 6]

13,5x4° M,yx4 M x4  13,5x5 (M5 Mpxs

24 6 3 24 3 6

M, +9M . =234,5625 (2
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IM, +2M,. =189,5625
OM, +9M,. =234,5625 @

Resolvendo o sistema de equagdes, obtém-se:

M, =20,96kN.m
M. =21,4kN.m
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P=2TkN M, =20,96kN.m

| ¢=13,5kN/m
Trecho AB: J ’\

!
2 [
V. Vs
¢ Lm 2m ——

13,5x3%

D M =3V, —20,96-27x1~ 5

0

V,, =36,24kN

TS F,=V,+V,, —13,5x3-27=0

V,=31,26kN
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M, =20,96kN.m

q=13, kN /I — 31~ 21 4N
Trecho BC: /—\

&

A
VBC < dm >AVCB
1 4°
S Mo, = 4%V, +20,96 + 3’5; ~21,4=0

V,.=26,89kN

13,5x 4"

~21,4=0
2

D My =4xVy +20,96 -

V., =27,11kN
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P, =40,5kN

M, =21,4kN.m
Trecho CD: L) | L
} |
VCD < Sm > VD

2
ZM(C) =5x%xV, —33,75—40,5><5—13’52><5 +21,4=0
V,=76,72kN
13,5x5°

D M ==5xV, —33,75+ S +2L4=0

V., =31,28kN

YV>AA417
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V,=31,26kN V,=76,72kN

V,, =36,24kN

V.=V, +V,. =36,24+26,89
V. =26,89kN booB R

V, =63,13kN

V., =27,11kN
V.=V, +V., =27,11+31,28
V., =31,28kN

V. =58,39kN
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P=2TkN q=13,5kN / m P=2TkV |
Y
7 y: 2
v, :31,26kzvA V,=63,13kN 4 V. =5839kN A v, =76,72kN A
elm% 2m ) 4dm >k S5m 1<—lm—>,
40,5
31,26 26,89 31,28 ’ \
~17,76 ’ ’ 27
VKN @ o O~ ®
36,24 27,11 36,0
20,96 21,4 / <
5,82 14,72
24,51

I
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