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Adequado quer dizer que o valor interpolado deve estar contido 
no intervalo usado para construir o polinômio interpolador
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Matéria Prima (Polinômio Cúbico)

𝑥! − 𝑥"
𝑥! − 𝑥#
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𝑥 − 𝑥"
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𝐿!
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𝐿#
𝑃 𝑥

𝑥 − 𝑥$𝑥! − 𝑥$
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𝑥# − 𝑥$

No numerador falta 
o fator em  𝑥%

No denominador 𝑥% aparece em cada fator

𝐿$
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Polinômio Cúbico

x 8,4 L_i*f(x_i)
x_i f(x_i) L0 (x-x1)(x-x2)(x-x3) 0,006 L0 -0,1 -1,69441

0 8,1 16,9441 (x0-x1)(x0-x2)(x0-x3) -0,06
1 8,3 17,56492
2 8,6 18,50515 L1 (x-x0)(x-x2)(x-x3) 0,018 L1 0,75 13,17369
3 8,7 18,82091 (x1-x0)(x1-x2)(x1-x3) 0,024

L2 (x-x0)(x-x1)(x-x3) -0,009 L2 0,6 11,10309
x0-x1 -0,2 x-x0 0,3 (x2-x0)(x2-x1)(x2-x3) -0,015
x0-x2 -0,5 x-x1 0,1
x1-x2 -0,3 x-x2 -0,2 L3 (x-x0)(x-x1)(x-x2) -0,006 L3 -0,25 -4,70523
x0-x3 -0,6 x-x3 -0,3 (x3-x0)(x3-x1)(x3-x2) 0,024
x1-x3 -0,4 P(x) 17,87714
x2-x3 -0,1
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Existe outra opção de polinômio de grau 2, usando os pontos x1, x2 e x3

O resultado da interpolação é:

Polinômio Quadrático

x 8,4 L_i*f(x_i)
x_i f(x_i) L0 (x-x1)(x-x2) -0,02 L0 -0,2 -3,38882

0 8,1 16,9441 (x0-x1)(x0-x2) 0,1
1 8,3 17,56492
2 8,6 18,50515 L1 (x-x0)(x-x2) -0,06 L1 1 17,56492

(x1-x0)(x1-x2) -0,06

L2 (x-x0)(x-x1) 0,03 L2 0,2 3,70103
x0-x1 -0,2 x-x0 0,3 (x2-x0)(x2-x1) 0,15
x0-x2 -0,5 x-x1 0,1
x1-x2 -0,3 x-x2 -0,2

P(x) 17,87713

P(x) 17,87716
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linear quadrático cúbico

Organizando os resultados:

Polinômio Linear

x 8,4 L_i*f(x_i)
x_i f(x_i) L0 (x-x1) -0,2 L0 0,667 11,70995

0 8,3 17,56492 (x0-x1) -0,3
1 8,6 18,50515

L1 (x-x0) 0,1 L1 0,333 6,168383
(x1-x0) 0,3

x0-x1 -0,3 x-x0 0,1
x-x1 -0,2

P(x) 17,87833

P(x) 17,87833 P(x) 17,87713 P(x) 17,87714

P(x) 17,87716
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AJUSTE INTERPOLAÇÃO
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Vantagens e Desvantagens de Polinômios de Alta Ordem

O uso de polinômios como funções interpoladoras permite que facilmente sejam
obtidas derivadas e integrais, o que facilita a extração de informação e
manipulação do modelo.

A necessidade do uso de todos os dados para a construção do polinômio
interpolador em muitos casos pode resultar em ordem demasiadamente alta e
consequentemente oscilações que reduzem a representatividade e utilidade do
modelo.

O exemplo extremo a seguir exemplifica esse problema. O uso de um
polinômio de ordem alta produziu oscilações nos extremos. A interpolação
nessas regiões terá erros excessivos.
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Outros exemplos:
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O polinômio interpolador apresenta uma oscilação gerando um 
ponto de máximo entre os últimos pontos.
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Considerando os dados abaixo com uma pequena variação no valores de y:

Os coeficientes dos polinômio de grau 4 correspondentes:
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A variação nos 
coeficientes é 
significativa, mas o 
aspecto dos polinômios 
não varia tanto para os 
pontos internos os dados 
que foram usados na 
construção dos 
polinômios, conforme se 
vê no gráfico. 

Percebe-se que o 
problema maior é nos 
extremos, fora do 
intervalo. Daí o risco de 
extrapolação.

Região 
dos 

Dados
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Suavização: Polinômios de Baixa Ordem

Como já vimos para um número maior de pontos o uso de polinômios interpoladores 
pode resultar em oscilações.

O recurso natural é usar ajustes polinomiais 
como vimos anteriormente.

A questão que permanece é qual a ordem 
mais indicada para realizar a aproximação.

Qual o critério para a escolha da ordem do 
polinômio ?
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Como vimos na aula passada, para o toca-fitas, os dados parecem não indicar a 
necessidade de um polinômio de ordem alta.

Ajustando um polinômio de grau 2 por mínimos quadrados.

A solução do sistema provê os coeficientes



MAP2110 – aula 15

Para os dados da tabela:

Resolvendo o sistema
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O processo de análise do grau 
do polinômio interpolador a ser 
apresentado faz uso das 
diferenças divididas que 
também permite a construção 
de polinômios interpoladores de 
forma fácil.

Novamente recorreremos a 
outra referência
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Diferenças Divididas

Considere essa forma de representação polinomial

Quando 𝑥 = 𝑥! todos termos de ordem mais alta se cancelam resultando em:

Repetindo o processo para 𝑥 = 𝑥" podemos encontrar 𝑎" :
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A extensão desse processo permite a construção sucessiva das chamadas diferenças 
divididas.

Começando com a chamada diferença de ordem zero para o ponto 𝑥& da tabela:

A diferença dividida de 1ª ordem é calculada fazendo:

A diferença dividida de 2ª ordem é obtida da partir das 
diferenças de 1ª ordem fazendo:

e assim sucessivamente ...
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Na representação polinomial considerada, pode-se reconhecer que os 
coeficientes do polinômio são as respectivas diferenças.

Os coeficientes 𝑎! = 𝑓[𝑥!] e 𝑎" = 𝑓[𝑥!, 𝑥"] já foram identificados, os 
seguintes seguem a relação:

𝑎% = 𝑓[𝑥!, 𝑥", … , 𝑥%]

O polinômio de diferenças divididas de Newton tem a forma geral:

Uma forma prática de obtenção da diferenças e dos coeficientes do polinômio 
é construir uma tabela.
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Para simplificar o trabalho vamos usar apenas 3 casas. 
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Com 5 pontos construímos um polinômio interpolador de grau 4 que interpola 
valores no intervalo [ 1.0, 2.2]
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Retornando a nossa 
referência original
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Os dados hipotéticos representam a 
função 𝑓 𝑥 = 𝑥#

As derivadas são dadas por:

𝑓' 𝑥 = 2𝑥

𝑓'' 𝑥 = 2

Claramente como a função é 
quadrática e 3ª derivada será nula:

𝑓''' 𝑥 =0

A 1ª diferença 
varia linearmente

A 2ª diferença 
é constante

A 3ª diferença 
em diante é nula

As diferenças divididas são proporcionais as derivadas da função representada pelos 
dados, logo são uma boa indicação para a escolha da ordem do polinômio interpolador

Exemplo:
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A 1ª diferença varia 
linearmente

A 2ª diferença 
é constante

A 3ª diferença em 
diante é nula

Os dados 
parecem ser 
bem 
representados 
por um 
polinômio de 
grau 2.

Usando as diferenças divididas para os dados do toca-fitas.
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0 1a 2a 3a 4a
i x f(x) f[x0,x1] f[x0,x1,x2] f[x0,x1,x2,x3] f[x0,x1,x2,x3,x4]
0 0 2

6
1 1 8 5

16 1
2 2 24 8 0

32 1
3 3 56 11 0

54 1
4 4 110 14 0

82 1
5 5 192 17 0

116 1
6 6 308 20

156
7 7 464

a0 a1 a2 a3
2 6 5 1

(x-0) (x-0)(x-1) (x-0)(x-1)(x-2)

P(x) 2+6x+5x(x-1)+x(x-1)(x-2)

P.4.3.1
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