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B,g Model Fitting ~ Ajuste de Modelos
2

No capitulo anterior foram propostos modelos baseados em relacdes de
proporcionalidade.

Uma vez obtido o modelo — essencialmente uma estimativa do coeficiente
de proporcionalidade — os modelos eram usados para suportar alguma
estimativa pratica ou tomada de decisao.

O objetivo desse capitulo é discutir os métodos formais de calculo desses
coeficientes de acordo com algum critério de qualidade.

Mas antes disso, vamos comecar com um problema mais relacionado ao
uso de dados para modelagem. Encontrar valores intermediarios a partir
de dados.
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7. MATEMATICA processo de achar o valor de uma
funcao entre dois valores conhecidos por um
. processo diverso da lel que € dada pela propria

nome feminino funcao
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* Escolha uma funcao conhecida para aproximar a funcao, em geral
desconhecida, que é representada pelos dados.

* As funcdes mais simples a serem usadas sao as funcdes polinomiais, logo
essa pode ser uma primeira escolha.

* Para o numero de coeficientes do polindmio escolhido, e
consequentemente a ordem escolhida, é necessario um igual numero de
pontos.

* Pode-se interpolar valores construindo polindbmios por trecho de pontos.

* Exemplos:
a) Interpolacao Linear

b) Interpolacao Quadratica
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INTERPOLACAO LINEAR

Assumindo que os pontos da tabela podem

ser interpolados em cada intervalo por uma y=ax+b
reta:
Dado um par de dados tabelados (x4, y4) yi=ax;+b
e (x2,¥2):

Yy, =ax, + b

Os coeficentes podem ser encontrados como solucao de um sistema:

b=l A} oumeoma [ 4] G-62)

Como resolver um sistema2x2?
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Regra de Cramer

Ongem: Wikipédia, a enciclopédia livre.

Aregra de Cramer € um teorema em algebra linear, que da a
solucdo de um sistema de equacdes lineares em termos de
determinantes. Recebe este nome em homenagem a Gabriel

Cramer (1704 - 1752).[117]

»

Se AT = b & um sistema de n equacdes e n incognitas. (Onde A & a matriz de coeficientes
o

do sistema e o seu determinante & diferente de zero, £ € o vetor coluna das incognitas e b€ o

vetor coluna dos termos independentes)

Entdo ¥j,1 < j < n, a solucdo do sistema x; € dada por:
Ayl det(4))
T4l det(A)
Em que Aj € a matriz que se obtem da matriz A substituindo a coluna j pela coluna dos termos
independentes b.
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Exemplo

Um bom exemplo € a resolucdo de um simples sistema de equacdes 2x2:

Dado
Jr+1y=9
22 + 3y =13

gue em forma matricial &:

HAIMN

¥ e y podem ser calculados usando a regra de Cramer

9 1
m_‘l.‘i 3 _9*3—1#13_2
3 1 Jx3—1=%2
H
3 9
‘2 1.':1) 31392
'y: = —

3 1]  3%3-1%2
A
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Eliminacao de Gauss

Ongem: Wikipédia, a enciclopédia livre.

A eliminagdo de Gauss, ou método de escalonamento, € um algoritmo para se resolver sistemas de equacies
lineares. Este método consiste em aplicar sucessivas operacdes elementares num sistema linear, para o transformar
num sistema de mais facil resolucdo, que apresenta exatamente as mesmas solucdes que o original.

Alguns conceitos

Definicao de matriz escalonada ou na forma de escada por linhas

Uma matriz retangular esta na sua forma escalonada ou na forma de escada por linhas quando satisfaz as
seguintes condicdes:

« Todas as linhas ndo-nulas estdo acima de qualguer linha composta so de zeros.
« (O pivd de cada linha esta numa coluna a direita do pivd da linha acima.
« Todos o0s elementos de uma coluna abaixo de um pivd sdo zero.

Exemplo
2 -3 2 1
0 1 —4 8

o 0 0 35
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Operacdes elementares

Existem trés operacies basicas que podem ser aplicadas a qualguer tipo de sistema linear, sem alterar sua solucio:

1. Trocar duas linhas entre si.
2. Multiplicar todos os elementos de uma linha por uma constante ndo-nula.
3. Substituir uma linha pela sua soma com um multiplo de outra.

Usando estas operacdes. uma matriz sempre pode ser transformada numa matriz na forma escalonada (forma de
escada por linhas) e, posteriormente, ser posta na forma escalonada reduzida. Esta forma final, por sua vez, € unica
e independente da sequéncia de operacies de linha usadas, sendo mais facil de resolver que a versao original da
matriz. Cabe, tambem, ressaltar que estas operacdes elementares sao reversiveis, sendo possivel retornar ao
sistema inicial aplicando a sequéncia de operacdes novamente, mas na ordem inversa.
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Problema geral

Deseja-se, a partir da utilizacdo de operacdes elementares, converter uma matriz na sua forma escalonada reduzida,
e assim, resolver mais facilmente o sistema de equacdes associado aguela matriz. Para este fim, utilizamos o metodo
de Eliminacdo de Gauss, sendo este composto por duas fases:

« Fase de eliminagdo: cujo objetivo & empregar operacdes elementares na matriz aumentada, a fim de obter uma
correspondente a um sistema triangular superior.

+ Fase de substituigdo retrocedida: comeca-se resolvendo a ultima equacdo, cuja solucao € substituida na
penaltima, a qual resolve-se na penuliima variavel, e assim consecutivamente, até obter-se a solugdo final.
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Algoritmo

Seja AX = b um sistema linear. O Método de eliminacdo de Gauss para se encontrar a solucdo do sistema consiste
nas seguintes etapas

« Etapa 1: Obter a matriz aumentada na forma [A|b] gue representa o sistema de equacdes.
« Etapa 2:Transformar a matriz aumentada [A|b] em uma matriz aumentada na forma [j|5] onde 4 é uma
matriz triangular superior.

« Etapa 3: Resolver o sistema linear [E|E] da Etapa 2 por substituicdo regressiva.

Etapa 1

Considere o sistema linear de 3 equat;ﬁes abaixo:

a1 + apy + ayjzes = b (L1)
az1®y + apds + anzy = b (L2) Matriz triangular superior:
az; Ty + aza®y + agzr; = by (L3z) todos os termos abaixo da

diagonal da porgho A da
matriz aumentada séio
nulos

A matriz aumentada A do sistema &:

o @11 app ay by
0
[ A |'5 ] = as @z  agy by

azgy  azy azy by



Etapa 2

Fase 1
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Deseja-se zerar todos 05 elementos da primeira coluna abaixo da diagonal principal. Assim, sendo aq; # 0, define-
se as constantes k = ag; /a1; e w = ag; /a;, efaz-se as seguintes operacdes lineares:

LY « Ly — k. L,

L:I:;} — L-'i — U L]

Obtendo-se:
[Alp]™
(1) (1) (1) | 0 7
ayy ayy | b
_ (1) (1) | (1)
0 ay ay b
(1) (1) | 4(1)
| 0 agp ay by

O superescerito (1) indica a 12
fase oa eliminagdio

Substituindo as Linhas (2) e (3)
pela diferenga entre a Linha original
e wn midtiplo da linha (1),

Ruats os valores de ke w ?

Essas escolhas zerame os termos abaixo da
diagonal da coluna (1).



Fase 2
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Agora, devem-se zerar todos os elementos da segunda coluna abaixo da diagonal principal. Sendo o pivd o elemento

Ay

Realizando a operacdo

LY « LY — v L)

obtem-se:
[ Alp]?
[ 2 9
'-'15 1}I ﬂgz}
_ ()
= 0 ey
0 0

(2)
g
(2)
oy
(2)
a3

b

(2)
bE

2)
b,

1 & alinna pivd a linha 2 de [ A|b ]m, supfe-se aé? # 0, e define-se uma nova constante v = aélzj;“afé}+

« MNote que [A|b]m & uma matriz aumentada cuja matriz A & uma matriz triangular superior.
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Etapa 3
Resolve-se o sistema [A|b]{2} . Assim:
pr = b/ o 40
= (b — (alg z3))/aj;
z1 = (b7 — (a3 22) — a3 ws) /)
Assim, encontra-se a solucdo { xy, x2, 3 } do sistema [A|b]{2}, que € a mesma solucdo de [ A|b].

« Observacao: o metodo da Eliminacdo de Gauss s podera ser usado para resolver sistemas lineares associados

a matrizes EEEEI|'DI'IE]E|EIS reduzidas com elementos das suas diagonais principais ndo-nulos, ou seja,

(1 12} (n)
“111:“22:“33““: anm 7 0.



Exemplo

Resolver o sistema de equacdes abaixo:

2z +1y+ —-32=-1
-l2+4+3y+ 2z= 12
3z+1y+-3z2= 0

Etapa 1: definir a matriz aumentada

2 1 -3|-1

MAP2110 — aula 10
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Etapa 2:

Fase 1. Zerar elementos da primeira coluna abaixo da diagonal principal

-1 3
Como ay; = 2 # 0, definese k = @ _ T2 Ew = fa _2 e calcula-se os novos elementos da
a1 2 0111
segunda e da terceira linha:
-1 7
{Iélé] = flags — fﬂ.ﬂlg =3 - {?}.1 = E
1 —1 1
ﬂgg‘] =ayy —k.apy =2 - {?} (—3) = 9
0 -1 23
b = by — kb =12 (5)- (1) =
3 -1
E;;J = 132 — U 12 = 1— (E].l - T
1 3 3
ay = ag —w.ap = —3— (3)(=3) =35



Dessa forma, a matriz resultante da etapa 1 &: MAP2110 —aula 10

2 1 -3 1
T 1 23
0 5 3 | 5
-1 3 ]
05 33

Fase 2. zerar elementos da segunda coluna abaixo da diagonal principal
(1)

7 a —1
Como aglé] =3 # 0, define-se uma nova constante v = '?12} == e determina-se 0s novos
a
22

elementos da terceira linha:

(2) (1) 1y 3 -1, 1 11
gz = Qg3 — Uty —5_(_7 ]-E— 2
(2} _ (1) 1y 3 -1, 23 22

A nova matriz aumentada apos esta segunda fase e:

(9 1 —3| -1
T 1 23

0 3 3 | 7
11 %

00 7T




Etapa 3:

Tendo-se obtido o sistema:

e+ y— 3dz= -1

T,0 L2
¥ T 3EFT
1 _ 22
A
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gue & um sistema triangular, obtemos sua solucdo faciimente por substituicdo das variaveis.

Da udltima equacdo temos:

22
T
z= - =2
1

i

?

Substituindo o valor de z na segunda equacdo:

7o 1, 2
Y T T
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Por fim, substituindo os valores z = 2 e v = 3 na primeira equacio:
2r+3—-—3.2=-1
resolvendo,

~1-3+6

1
2

ro=

« Assim, a solucdo para o sistema linear é: { (1, 3,2) }
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Sistemas pequenos (2x2) sao facilmente resolvidos usando a regra de Cramer:

o 166

y1 1
_ X1 M1
a = 2 i = Y1 Y2 p = |x2 y2| _ X1Y2 — X2 V1
X1 X1 — X =Tk, A o——
x, 1 %, 1‘

Sistemas maiores (3x3 em diante) tendem a ser melhor resolvidos (menor
numero de operacdes e consequentemente menor risco de erros de
transcricao) pela eliminacao de Gauss.

A alternativa “artesanal” de eliminacao pode levar a solu¢gao mas por nao seguir
um padrao pode levar mais tempo do que imagina.
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INTERPOLACAO QUADRATICA aula

Aumentando a ordem do

o y=ax?+bx +c
polindbmio interpolador:

Como temos 3 coeficientes sao necessarios 3 pares dados tabelados

(x1,¥1), (x2,¥2) e (x3,y3):
y, = axi +bx, +c

y, = ax3 + bx, +c
ys = axs + bxy +c

O sistema para os coeficientes é dado por:

A solucao permite obter os coeficientes a serem usados no polindbmio interpolador.



Exercicio
X
Dada a tabela de pontos: 1,25
1,50
2,00
3,00

Y
0,031

0,177
1,000
5,657

encontre o valor interpolado dey parax=1,75:

a) Porinterpolacao linear

MAP2110 — aula 10

b) Porinterpolacdao quadratica para cada uma das parabolas possiveis.

5
c) A tabela foi construida usando a fung¢do y = (x — 1)2. Compare 0s

erros de interpolacao. O que voce pode concluir ?



Fum Aula 1.0
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