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𝑀𝑛+1 = 𝑘1𝑀𝑛 − 𝑘3𝑂𝑛𝑀𝑛

𝑂𝑛+1 = 𝑘2𝑂𝑛 + 𝑘4𝑂𝑛𝑀𝑛

O equilíbrio é alcançado quando : 𝑂𝑛+1 = 𝑂𝑛 = 𝑂∗𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 = 𝑀∗;

Substituindo no sistema:

𝑀∗ = 𝑘1𝑀
∗ − 𝑘3𝑂

∗𝑀∗

𝑂∗ = 𝑘2𝑂
∗ + 𝑘4𝑂

∗𝑀∗

0 = 𝑘1 − 1 − 𝑘3𝑂
∗ 𝑀∗

0 = 𝑘2 − 1 + 𝑘4𝑀 𝑂∗

(𝑀∗, 𝑂∗) = (0,0)

(𝑀∗, 𝑂∗) = (
𝑘2−1

−𝑘4
, 𝑘1−1

𝑘3
)

Pontos de Equilíbrio:

No exemplo do livro os coeficientes tem os
valores: 𝑘1=1.2; 𝑘2 = 0.7; 𝑘3=0.001; 𝑘4 = 0.002

Dessa forma o equilíbrio não-nulo é dado por:

(𝑀∗, 𝑂∗) = (
0.7−1

−0.002
, 1.2−1

0.001
) = (

−0.3

−0.002
, 0.2

0.001
)= (150,200)

(𝑀∗, 𝑂∗) = (150,200)
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(𝑀∗, 𝑂∗) = (150,200) 

ERRO DE DIGITAÇÃO
DA REFERÊNCIA !

Case A

n Owl Mice

0 200 150

O ponto de 
equilíbrio é 
confirmado pelo 
experimento 
numérico



MAP2110 – aula 06Case B

n Owl Mice

0 300 150

Invertendo os valores iniciais para
corrigir o erro no enunciado:

No passo 78 a população de corujas ficou menor que 1 e foi forçada 
manualmente para 0 -> representando a extinção das corujas

Como não há mais 
corujas a população de 
camundongos 
crescerá 
exponencialmente
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Case C

n Owl Mice

0 200 100

A população de corujas caiu a apenas 1 indivíduo no instante 
74 mas depois começa subir.

A população de 
camundongos cresce de 
acordo com a taxa 1.2 
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Case D

n Owl Mice

0 20 10

No passo 31 a população de camundongos ficou negativa e foi forçada 
manualmente para 0 -> representando a extinção das camundongos.

A população de corujas se 
extingue no instante 62.
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No caso de sistemas bidimensionais, como o do exemplo, um recurso de visualização útil
é plotar os dois estados no plano. Esse gráfico tem o nome de retrato de fase.

A extinção das corujas irá causar a explosão da população de camundongos

O ponto de partida são as 
populações iniciais

A trajetória é a sequência de 
estados – nesse caso é uma 
espiral instável

No Excel a opção é gráfico 
Dispersão com Linhas Suaves e 
Marcadores
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Na forma geral o modelo poderia ser escrito como:

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛+1

=

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

𝐴 =
0.75 0.20 0.40
0.05 0.60 0.20
0.20 0.20 0.40

Os estados x representam respectivamente o número de viajantes de US
Airways, United e American:

A matriz de interação é dada por:

𝑆
𝑈
𝐴

=

𝑥1
𝑥2
𝑥3
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No equilíbrio, os estados em n+1 são iguais aos estados em n, logo:

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

=

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

Utilizando a matriz identidade:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

=

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

Deslocando tudo para o lado direito:

0 =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

−
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

=

𝑎11 − 1 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 − 1 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 1

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛
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Substituindo os valores do exemplo:

0.75 − 1 0.20 0.40
0.05 0.60 − 1 0.20
0.20 0.20 0.4 − 1

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

=
−0.25 0.20 0.40
0.05 −0.40 0.20
0.20 0.20 −0.60

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

= 0

Analisando o sistema resultante:

−0.25 0.20 0.40
0.05 −0.40 0.20
0.20 0.20 −0.60

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

= 0

Uma solução seriam os 3 estados nulos :
𝑆
𝑈
𝐴

=

𝑥1
𝑥2
𝑥3

= 0

Será que existem estados não nulos que respeitam essa equação ?
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Utilizando duas propriedades que não alteram as equações do sistema:

a) Multiplicação de linhas por um escalar

a) Soma (ou subtração de linhas)

para transformar a matriz numa matriz triangular.

𝐿2 = 𝐿2 −
0.05

−0.25
∗ 𝐿1 = 𝐿2 + 0.2 ∗ 𝐿1

𝐿3 = 𝐿3 −
0.20

−0.25
∗ 𝐿1 = 𝐿3 + 0.8 ∗ 𝐿1

−0.25 0.20 0.40
0.05 −0.40 0.20
0.20 0.20 −0.60

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

= 0

Que resulta no novo sistema:

−0.25 0.20 0.40
0 −0.36 0.28
0 0.36 −0.28

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

= 0
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−0.25 0.20 0.40
0 −0.36 0.28
0 0.36 −0.28

𝑥1
𝑥2
𝑥3 𝑛

= 0

Perceba que as duas últimas linhas são linearmente dependentes, logo
qualquer solução onde :

0.36𝑥2 = 0.28𝑥3 𝑥2 = 0.77778𝑥3

respeita as duas últimas equações.

Da primeira equação pode-se isolar 𝑥1 em relação a 𝑥3 :

𝑥1 =
1

0.25
0.2𝑥2 + 0.4𝑥3 = 4 0.2 ∗ 0.77778𝑥3 + 0.4𝑥3 = 2.222𝑥3

𝑥1 = 2.222𝑥3
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Um ponto de equilíbrio não nulo ocorre quando a relação entre os estados obedecer:

𝑥2 = 0.77778𝑥3

𝑥1 = 2.222𝑥3

𝑈 = 0.77778𝐴

𝑆 = 2.222𝐴
ou

Logo

𝑈 = 778

𝑆 = 2222

𝐴 = 1000

É um ponto 
de equilíbrio 

Analisando a sensibilidade às condições iniciais e o comportamento em longo prazo
para variações em torno do ponto de equilíbrio:
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Ponto de equilíbrio
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• Matrizes podem ser interpretadas como transformações lineares entre espaços 
vetoriais (considere por simplicidade matrizes quadradas):
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• O produtos de matrizes por vetores produzem rotações e deformações
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• Os autovetores de uma matriz são vetores que se multiplicados pela matriz sofrem 
apenas deformações (proporcionais aos respectivos autovetores)
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https://www.wolframalpha.com/
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Modelo S-I-R discreto

Suscetíveis Infectados Recuperados

𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 + 𝑟𝐼𝑛𝐼𝑛+1 = 𝐼𝑛 − 𝑟𝐼𝑛 + 𝑎𝐼𝑛 𝑆𝑛
𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 − 𝑎𝐼𝑛 𝑆𝑛

A população suscetível 
se torna infectada pelo 
contato com infectados 
com uma taxa “a”

A população infectada se 
recupera com uma taxa 
“r” e aumenta pela 
infecção dos suscetíveis

A população de 
recuperados 
aumenta com 
recuperação dos 
infectados

Todas as constantes do modelo são positivas
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5/3 semanas

1 semana

1 Infectado 1 Recuperado

1 Infectado 3/5 Recuperados

𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 + 𝑟𝐼𝑛

𝑟= 3/5 = 0.6
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Para encontrar o parâmetro a é necessária alguma informação que não constava do 
enunciado original do exemplo.
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𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 + 𝑟𝐼𝑛

𝐼𝑛+1 = 𝐼𝑛 − 𝑟𝐼𝑛 + 𝑎𝐼𝑛 𝑆𝑛

𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 − 𝑎𝐼𝑛 𝑆𝑛
Modelo S-I-R 
discreto
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Fim Aula 06


	Slide 1: MAP2110 – aula 06
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39

