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Preâmbulo: Na aula passada for apresentada e verificada a solução 

Como ela pode ser deduzida ?
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Sistemas de Equações de Diferenças

Na seção anterior foram avaliados os conceitos de estabilidade para
Equações de Diferenças:

- Existe um valor de equilíbrio ?

- Se existe um valor de equilíbrio, caso as condições iniciais variem
as soluções permanecem próximas, tendem ao equilíbrio ou se
afastam ?

- Qual a sensibilidade do valor de equilíbrio aos parâmetros do
sistema ?

Nessa seção vamos considerar sistemas de equações de diferenças.
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Loja de Aluguel de carros com
distribuidores em Orlando e Tampa.

Dados históricos indicam que:

• 60% dos carros alugados em Orlando
são devolvidos em Orlando, e 40%
são devolvidos em Tampa.

• 70% dos carros alugados em Tampa
são devolvidos em Tampa, e 30% são
devolvidos em Orlando.

Como seria um modelo para essa dinâmica em equações de
diferenças ?
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𝑂!"# = 𝑎𝑂! + 𝑏𝑇!
𝑇!"# = 𝑐𝑂! + 𝑑𝑇! 𝑎 = 0.6; 𝑏 = 0.3; 𝑐 = 0.4; 𝑑 = 0.7

No equilíbrio: 𝑂!"# = 𝑂! = 𝑂∗

𝑇!"# = 𝑇! = 𝑇∗

𝑂∗ = 𝑎𝑂∗ + 𝑏𝑇∗
𝑇∗ = 𝑐𝑂∗ + 𝑑𝑇∗

1 − 𝑎 𝑂∗ − 𝑏𝑇∗ = 0
1 − 𝑑 𝑇∗ − 𝑐𝑂∗ = 0
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Analisando diferentes condições iniciais o que ocorre em 1 semana (os dados são
diários, logo em n = 7 ?)
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a 0,6
b 0,3
c 0,4
d 0,7

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
dia Orlando Tampa dia Orlando Tampa dia Orlando Tampa dia Orlando Tampa
0 7000,0 0,0 0 5000,0 2000,0 0 2000,0 5000,0 0 0,0 7000,0
1 4200,0 2800,0 1 3600,0 3400,0 1 2700,0 4300,0 1 2100,0 4900,0
2 3360,0 3640,0 2 3180,0 3820,0 2 2910,0 4090,0 2 2730,0 4270,0
3 3108,0 3892,0 3 3054,0 3946,0 3 2973,0 4027,0 3 2919,0 4081,0
4 3032,4 3967,6 4 3016,2 3983,8 4 2991,9 4008,1 4 2975,7 4024,3
5 3009,7 3990,3 5 3004,9 3995,1 5 2997,6 4002,4 5 2992,7 4007,3
6 3002,9 3997,1 6 3001,5 3998,5 6 2999,3 4000,7 6 2997,8 4002,2
7 3000,9 3999,1 7 3000,4 3999,6 7 2999,8 4000,2 7 2999,3 4000,7

Em todos os cenários testados o equilíbrio é atingido

𝑂!"# = 𝑎𝑂! + 𝑏𝑇!
𝑇!"# = 𝑐𝑂! + 𝑑𝑇!
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Assumindo que a cada ciclo (n) cada lado se danifica em 10%
proporcional ao tamanho da frota adversária.

27 navios

33 navios+

Qual o resultado previsto da batalha ?



MAP2110 – aula 05

𝐵!"# = 𝐵! − 𝑎𝐹!
𝐹!"# = 𝐹! − 𝑎𝐵!

𝑎 = 0.1

𝐵% = 27
𝐹% = 33

Modelo Proposto:

Esse modelo prevê a vitória 
Franco-Espanhola. 
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A verdade é que quem venceu foi a Inglaterra. Como ?

Trafalgar Square

Lord Nelson
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O Almirante Nelson planejou o ataque a
frota franco-espanhola em fases:

13 navios

3 navios+

Fase A

≈26 navios

≈ 18 navios+

Fase B

≈ 19 navios

≈ 14 navios+

Fase C

Nesse modelo a % 
de dano foi 
reduzida para 5%.

Na verdade a frota francesa 
desistiu antes da 3ª fase e 
retornou com 13 navios
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Corujas
Gaviões

Ambas as espécies competem pelo mesmo ambiente



MAP2110 

Ambas as espécies competem pelo mesmo ambiente.

Na ausência da outra espécie o crescimento é exponencial.

A presença da competição é um efeito modelado pelo produto da população de cada espécie.

Todas as constantes do modelo devem ser positivas.

Quais seriam os pontos de equilíbrio ?
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𝑂!"# = 1 + 𝑘# ∗ 𝑂! − 𝑘$ ∗ 𝑂! ∗ 𝐻!

𝐻!"# = 1 + 𝑘% ∗ 𝐻! − 𝑘& ∗ 𝑂! ∗ 𝐻!

O modelo na forma geral é dado por:

O equilíbrio é alcançado quando : 𝑂!"# = 𝑂! = 𝑂∗

𝐻!"# = 𝐻! = 𝐻∗
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Substituindo no sistema:

𝑂∗ = 1 + 𝑘# ∗ 𝑂∗ − 𝑘$ ∗ 𝑂∗ ∗ 𝐻∗

𝐻∗ = 1 + 𝑘% ∗ 𝐻∗ − 𝑘& ∗ 𝑂∗ ∗ 𝐻∗

0 = 𝑘# − 𝑘$ ∗ 𝐻∗ ∗ 𝑂∗

0 = 𝑘% − 𝑘& ∗ 𝑂∗ ∗ 𝐻∗
(𝑂∗, 𝐻∗) = (0,0)

(𝑂∗, 𝐻∗) = ((!
("

, #$#%)

Pontos de Equilíbrio:

No exemplo do livro os coeficientes tem os
valores:

𝑘#=0.2; 𝑘% = 0.3; 𝑘$=0.001; 𝑘& = 0.002

Dessa forma o equilíbrio
não-nulo é dado por:

(𝑂∗, 𝐻∗) = (150,200)
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Prazo:

O que acontece com as soluções
que iniciam nos cenários
indicados ?
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A investigação sobre o comportamento a longo prazo pode 
ser feita numericamente amostrando as condições 
iniciais dentro dos valores de O,H.

Aparentemente o ponto de equilíbrio encontrado é 
instável, qualquer perturbação leva a dominância de 
uma das espécies.
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Exercício:
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Exercício:
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