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Soluções de Sistemas Dinâmicos

Os exemplos apresentados anteriormente, onde as equações de diferenças
representam sistemas dinâmicos, exibem comportamentos que podem ser
generalizados.

Dependendo de relações dos parâmetros do sistema seu comportamento já
pode ser identificado mesmo sem a necessidade da solução (analítica ou
numérica).

3



MAP2110 – aula 04

Sistema Dinâmico é um sistema que muda com o tempo de acordo com 
regras fixas que determinam como um estado do sistema varia em relação a 
outro estado.

Um sistema dinâmico é definido num espaço de estados junto com um 
conjunto de funções que descrevem a mudança dos estados do sistema no 
tempo.

Um Espaço de Estados determina os valores possíveis do vetor de estados. O 
vetor de estados é um conjunto de variáveis cujos valores estão contidos 
nesse espaço.

As funções definem os estados futuros dados os estados passados.

�⃗�!"# = 𝑓 �⃗�!
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Solução Analitica é uma solução para um problema que pode ser escrita 
em “forma fechada”, onde a dependência entre a variável dependente e 
independente pode ser diretamente determinada.

Ex: Eq. Quadrática 

Solução Numérica é uma aproximação da solução analítica em pontos 
discretos, sejam do domínio da solução ou pesos de combinação linear de 
funções conhecidas. 

Ex: Série de Fourier
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Sistema Dinâmico Linear:

𝑎! = 𝑟 ! ∗ 𝑎"

𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎#

𝑎% = 𝑟 ∗ 𝑎"

𝑎& = 𝑟 ∗ 𝑟 ∗ 𝑎" = 𝑟 & ∗ 𝑎"

Dado um valor inicial da sequencia 𝑎! e uma taxa 𝑟 temos:

𝑎' = 𝑟 ∗ 𝑟 &∗ 𝑎" = 𝑟 ' ∗ 𝑎"

. .
 .

Por indução

Pode-se prever o comportamento da sequência em função do valor 
de r ? Resposta: sim !
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𝑟 = 1



MAP2110 – aula 04

8

𝑟 < −1
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0 < 𝑟 < 1



MAP2110 – aula 04

10

−1 < 𝑟 < 0
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𝑎! = 𝑟 ! ∗ 𝑎"
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Sistema Dinâmico Linear na forma:
onde a e b são constantes

𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏

Considerando o sistema na forma geral: 𝑎#$% = 𝑓 𝑎#

Se existe um valor 𝑎∗ tal que                    ,  esse valor é chamado ponto de 
equilíbrio ou ponto fixo.

Considerando alguns problemas específicos com valores definidos dos 
coeficientes, o que podemos observar ?

𝑓 𝑎∗ = 𝑎∗
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;

𝑟 = 0.5; 𝑏 = 0.1
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;
𝑟 = 0.5; 𝑏 = 0.1

𝑎! = 0.2 é um ponto 
de equilíbrio estável
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;
𝑟 = 1.01; 𝑏 = −1000
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𝑟 = 1.01; 𝑏 = −1000

𝑎! = 100,000 é um ponto 
de equilíbrio instável
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;
𝑟 = 1; 𝑏 = −300
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;
𝑟 = 1; 𝑏 = −300

Não há ponto de equilíbrio
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Encontrando e classificando pontos de equilíbrio

O ponto fixo de                                                 é obtido quando:𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏 𝑎∗ = 𝑓 𝑎∗

logo: 𝑎∗ = 𝑟 ∗ 𝑎∗ + 𝑏

Portanto, 𝑎∗ =
𝑏

1 − 𝑟

se:                   e                     qualquer valor inicial é um ponto de equilíbrio

𝑟 ≠ 1é um ponto de equilíbrio se:

𝑟 = 1 𝑏 = 0

se:                     e                        não há ponto de equilíbrio𝑟 = 1 𝑏 ≠ 0
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Resumindo o comportamento sistema dinâmico:

Verifique esse resultado para os exemplos dados
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Assumindo que esse resultado é válido:

Essa expressão em “forma fechada” permite obter diferentes
informações sem a necessidade de recorrer a solução
numérica.

(Veremos mais adiante como ela é deduzida)
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Pode-se mostrar que a solução está correta por substituição na sequência:
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Como se determina a constante c ?

𝑎! = 𝑟! 1 𝑐 +
𝑏

1 − 𝑟
Se k = 0, temos:

𝑎" = 𝑟" 1 𝑐 +
𝑏

1 − 𝑟

Isolando c :

𝑐 = 𝑎# −
$
%&'

= 𝑎# − 𝑎∗
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𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;

𝑟 = 1.01; 𝑏 = −1000
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𝑎∗ =
𝑏

1 − 𝑟

𝑎#$% = 𝑟 ∗ 𝑎# + 𝑏;

𝑟 = 1.01; 𝑏 = −1000

𝑎! = 𝑟! 1 𝑐 + )
%*+ = 𝑟! 1 𝑐+ 𝑎∗

𝑐 = 𝑎" −
)
%*+= 𝑎" − 𝑎∗

𝑐 = ⋯

𝑎∗ = ⋯
𝑎! = ⋯ ; 𝑘 = 240
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Sistemas Dinâmicos Não-Lineares

Podem ser mais desafiadores que os lineares em relação a obtenção de uma 
solução em forma fechada. Sua dinâmica pode ser visualizada através da 
solução numérica. Além disso alguns podem ter uma forte sensibilidade em 
relação aos parâmetros.

Retomando o problema de crescimento logístico:

Essa equação pode ser rescrita na forma geral (re-parametrizando as variáveis):

𝑝#$% = 𝑝# + 𝑘 ∗ 𝑝,-. − 𝑝# 𝑝#

𝑎#$% = 𝑟 ∗ 1 − 𝑎# 𝑎#
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Comportamento caótico 31
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