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Por simplicidade assuma que a APR é 12X a taxa mensal r
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Implementando a expressão da sequência:

...

𝑆!"# = 1 + 𝑟 ∗ 𝑆! − 𝑝
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Registrando o instante onde o saldo se torna negativo ou que atinge o prazo do 
financiamento.

A exceção do Chevy Volt e do Toyota Camry Hybrid todos os outros 
carros podem ser pagos com o orçamento reservado

A decisão depende do que o comprador mais valoriza.  
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Aproximando a Variação com Equações de Diferenças

Os modelos financeiros simples consideram exercícios em tempos discretos (a 
variável independente t está no conjunto dos inteiros). 

Na realidade a grande maioria dos fenômenos envolvem grandezas contínuas 
descritas por números reais.

Mesmo assim as Equações de Diferenças podem ser usadas como aproximações 
discretas de problemas contínuos.

Veremos alguns exemplos em que o modelo surge da análise da variação e a partir 
dela constrói-se a sequência discreta (aproximada).
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Exemplo 1: Crescimento de uma Cultura de Leveduras (Yeast)
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Exemplo 1: Crescimento de uma Cultura de Leveduras (Yeast)

Contagem manual e estimativa de biomassa
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Observando o gráfico da variação de biomassa em relação a 
biomassa qual relação você proporia ? 



Mas sabemos que se k > 0 a sequência

tenderá a ∞ o que não tem sentido biológico
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Pela observação dos dados um modelo que poderia ser 
proposto:

∆𝑝!= 𝑝!"# − 𝑝! = 𝑘 ∗ 𝑝!

𝑝! = 1 + 𝑘 ! ∗ 𝑝$
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Exemplo 2: Crescimento de uma Cultura de Leveduras (Yeast) 
Revisitado

Estendendo o intervalo de observação percebe-se uma saturação do valor da 
biomassa
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Uma nova proposta de modelagem considerando esses 
resultados é:

∆𝑝!= 𝑝!"# − 𝑝! = 𝑘 ∗ 𝑝%&' − 𝑝! 𝑝!

Exemplo 2: Crescimento de uma Cultura de Leveduras (Yeast) 
Revisitado

Os dados indicam que o valor de  𝑝!"# é 665.

Testando a hipótese do modelo:

Fazendo uma estimativa simples da constante k (perceba que aqui é a razão dos 
extremos do intervalo).

Que resulta no modelo:
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Comparando o modelo e os dados medidos observa-se a aderência do modelo para a 
variação da população
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𝑝!"# = 𝑝! + 𝑘 ∗ 𝑝%&' − 𝑝! 𝑝!

Testando agora o modelo completo contra as 
medidas Substituindo os valores estimados 

a partir dos dados.
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Seguindo os exemplos anteriores vamos plotar os dados para tentar propor 
um modelo.
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Ano População 

(milhares)

1790 3929
1800 5308
1810 7240
1820 9638
1830 12866
1840 17069
1850 23192
1860 31443
1870 38558
1880 50156
1890 62948
1900 75995
1910 91972
1920 105711
1930 122755
1940 131669
1950 150697
1960 179323
1970 203212
1980 226505
1990 248710
2000 281416
2010 308746

O aspecto geral indica inicialmente um comportamento 
exponencial próximo das sequências da forma:

∆𝑝!= 𝑘 ∗ 𝑝!
𝑝!"# = 1 + 𝑘 ∗ 𝑝!



MAP2110 – aula 03
Ano População 

(milhares)
1a dif k

1790 3929 1379 0,3510
1800 5308 1932 0,3640
1810 7240 2398 0,3312
1820 9638 3228 0,3349
1830 12866 4203 0,3267
1840 17069 6123 0,3587
1850 23192 8251 0,3558
1860 31443 7115 0,2263
1870 38558 11598 0,3008
1880 50156 12792 0,2550
1890 62948 13047 0,2073
1900 75995 15977 0,2102
1910 91972 13739 0,1494
1920 105711 17044 0,1612
1930 122755 8914 0,0726
1940 131669 19028 0,1445
1950 150697 28626 0,1900
1960 179323 23889 0,1332
1970 203212 23293 0,1146
1980 226505 22205 0,0980
1990 248710 32706 0,1315
2000 281416 27330 0,0971
2010 308746

k_med 0,2234
k_ext 0,093521
k_MMQ 0,1252

Foram consideradas 3 possibilidades:
• Média das declividades
• Declividade média usando os extremos
• Coeficiente do ajuste linear (MMQ-Excel)
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k_med 0,2234
k_ext 0,093521
k_MMQ 0,1252

Ano População 
(milhares)

Modelo 
1

Modelo 
2

Modelo 
3

1790 3929 3929 3929 3929
1800 5308 4807 4296 4421
1810 7240 5880 4698 4974
1820 9638 7194 5138 5597
1830 12866 8801 5618 6298
1840 17069 10766 6144 7086
1850 23192 13171 6718 7974
1860 31443 16113 7346 8972
1870 38558 19712 8033 10095
1880 50156 24115 8785 11359
1890 62948 29502 9606 12781
1900 75995 36092 10505 14382
1910 91972 44153 11487 16182
1920 105711 54016 12561 18208
1930 122755 66081 13736 20488
1940 131669 80842 15021 23053
1950 150697 98899 16426 25939
1960 179323 120990 17962 29187
1970 203212 148015 19641 32841
1980 226505 181077 21478 36953
1990 248710 221524 23487 41579
2000 281416 271005 25684 46785
2010 308746 331538 28086 52642

O modelo 1 subestima os valores intermediários mas 
tem a tendência de superestimar os valores mais 
recentes. Os modelos 2 e 3 subestimam todo o 
intervalo. Porque ?

Como não conseguimos um bom modelo o correto é 
retornar aos dados e buscar relações que melhor 
capturem dados
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A aproximação da 1ª diferença por reta não parece apropriada para os dados.

Novas relações precisam ser pesquisadas.
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∆𝐷!= 𝑟 ∗ 𝑝!

𝐷!"# = 1 − 𝑟 ∗ 𝐷!

𝐷!"# = 𝐷! − ∆𝐷!

Usando uma equação de diferenças para modelar a dose de 
medicamento na corrente sanguínea ao longo do tempo.

onde o decaimento da dose pode ser modelado uma taxa r.

O modelo é semelhante aos que já apresentamos anteriormente:

Para o problema do exercício 6:

𝐷$ = 640

𝑟 = 0.2
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O valor de 100 
mg/L ocorre entre 
a 8ª e 9ª hora

Qual seria o uso prático do resultado desse modelo ?

𝐷!"# = 1 − 𝑟 ∗ 𝐷!
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Para contemplar esse cenário é necessário incluir a dose de 
manutenção. Essa dose pode ser modelada como uma adição fixa a 
cada hora p:

𝐷!"# = 1 − 𝑟 ∗ 𝐷! +p

Vamos tentar resolver esse problema ?
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