Ondas Eletromagnéticas Resolucao Lista 2 SEL0310

Problema 2.01. (Balanis)
Uma onda plana estd viajando na direcao do eizo +z. Calcule o tipo de polarizagao (linear,

circular ou eliptica), sentido de rotac¢do (hordrio ou anti -hordrio), razdo azial (AR) e o
angulo de inclinagcao T em graus.

Para uma polarizacao geral eliptica, tém-se que

Figura 1: Polarizacao geral de elipse

e para s = sign(A — B)

A= \/%(A2 + B?) + g\/(A2 — B%)? + 442 B2 cos?(Ag)

1 1 2
A= \/5(142 + B?) + g\/A4 + B* 4+ 2A2B2 cos(2A¢) pois cos®(r) = -t coster) C;S( ?)

B — \/%(AQ + B2) — g\//ﬂ + B*+ 2A2B2 cos(2A¢)

2AB
tan(20) = 1T 5 cos(Ag)
T s 1. 4. 2AB
T = § — 0 =90° — 5 tan [m COS<A¢>]

a)Em :EyaA¢:¢y_¢m =0
Linear, pois A¢ = 0.

b)Ecc %EyaA¢:¢y_¢l‘ =0
Linear, pois A¢ =0
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C)Eac :EyaA¢:¢y_¢x :77-/2
Circular, pois

1. E, = E,
2. Ap=m/2

e Anti-horario pois E, estd a frente de E,. AR =1e 7 =90°

d)Ez = EyuA¢: ¢y _(bx = _7T/2

Circular, pois
1. B, =E,
2. Ap=—m/2
e horario pois F, estd atrasado em relacao a £,. AR=1e 7 =90°
e)Ex :Ey7A¢: ¢y _¢x :,/T/4

Eliptico, pois A¢ nao é um miltiplo de 7/2. Como E, esta a frente de E,, a rotagao é
anti-horéaria. Considerando que F, = E, = Fj,

A = EO\/0,5(1 +14+2) = 1.30E,

B = EO\/O, 5(1+1—+/2) =0.54E,

Assim, a relagdo axial AR = A'/B’ = 2.41
O angulo 7 sera
2(1) cos(45) 90°

| =90° — = =45°

1
=90° — = tan™"
4 il 2

fYE, =E,Ap=¢,— ¢, =—1/4
Eliptico, pois A¢ nao é um multiplo de 7/2. Como E, esta atras de E,, a rotacdo é
horaria. Considerando que E, = E, = Ej,

A = EO\/O, 5(1+1++2) =1.30E,

B = Eo\/(), 5(141—+v2) =0.54E,

Assim, a relacao axial AR = A’/B’ = 2.41 e igual foi obtido no exercicio anterior, o
angulo 7 serd T = 45°

8)E, = 0.5E,, Ad = ¢, — ¢y = 7/2
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Eliptico, pois E, # E, e A¢ nao é¢ um miltiplo de 7 ou 0 (o que resultaria em polarizacao
circular). Como E, esta a frente de E,, a polarizagao ¢ anti-horaria. Das equagoes acima,
temos que

= E,1/0,5(0.25 + 1+ 0.75) = E,
B = E,\/0,5(0.25 + 1+ 0.75) = 0.5E,

Al E
A =Y =
= B 0.5E,
90° 1t -0 90° 11800 0°
T = — — tan = - = -
2 —0.75 2

h)E, =0.5E,,A¢ = ¢, — ¢, = —1/2

Eliptico, pois E, # E, e A¢ nao é um miltiplo de 7 ou 0 (o que resultaria em polariza¢ao
circular). Como E, esta atras de E,, a polarizagdo é horaria. Das equagOes acima, temos
que

A= E,\/0,5(0.25 + 1 +0.75) = E,
B = E,,/0,5(0.25 +1+0.75) = 0.5E,
A B,

B~ 05E,

AR =~
1
T =90° — Z180° = 0°

Problema 2.02. (Orfanidis)
Determine as componentes de campo elétrico e magnético e a polarizacao dos sequintes cam-
pos especificados na forma fasorial (dados em V/m)

— _3ja—’ e*jkz
= (3ay + 4d, )etI
= (—4ay + 3a,)e 7%=
= (3¢ 3d;, + 3a;) et
= (4a;, + 3e77™/4a, eIk
= (3e77™/8a;, + 4e7™/q;))etIkz
= (4e™4d;, + 3772, ) e~ IM
= (3eI™2a;, + 47/ q; ) e tik?

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Djl tﬁl Fjl @11 tqlgm tijl D]l

)
)

= 0]

Multiplicando todos os vetores E: pelo fator e/“! e tirando a parte real, podemos encon-

trar o campo elétrico na direcao x e y para cada exercicio.

a. B (z,t) =3cos(wt —kz—7/2) , Ey(z,t)=0
b. E,(z,t) = 3cos(wt + kz) , E,(z,t) = 4cos(wt + kz)
c. E.(z,t) =4cos(wt —kz+m), Ey(z, t) = 3cos(wt — kz)
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E,(z,t) = 3cos(wt + kz)

d. E.(z,t) = 3cos(wt + kz+7/3) ,
e. B, (z,t) =4cos(wt —kz), E,(z,t)=3cos(wt—kz—m/4)
cos(wt + kz —m/8) , E,(z,t) =4cos(wt + kz + 7/8)

f. E.(2,t)=3
g. Ey(z,t) =4cos(wt —kz+7/4), E,(2,t) =3cos(wt — kz —7/2)
g. Ey(z,t) =3cos(wt+kz—7/2), E,(z,t) =4cos(wt+ kz+ m/4)

Os campos magnéticos dependem da direcao de propagacao, entao podem ser obtidos
através da relacao - .
H(z,t) = £a, x E(z,t)

Desse modo, as componentes H, e H, serao

1
H,=—-F, H,= —F, nos casos a, ¢, ¢, g
Ui

1 1
H,=-FEy H,=——-F, nos casos b, d, f, h
Ui Ui

Para determinar a polarizacao desses campos, é analisado o vetor de campo elétrico em

z =0, o que fornece

a. Ey(z,t) =3cos(wt —m/2) , E,(2,t)=0
b. ?T(z,t) = 3cos(wt) , E,(z,t) =4cos(wt)

c. E.(z,t) =4cos(wt+m), E ’( ,t) = 3 cos(wt)
d. Ey(z,t) = 3cos(wt+7r/3) , Ey(2,t) = 3cos(wt)
e. Ey(z,t) =4cos(wt) , Ey(z,t) = cos(wt —7/4)
f. E.(z,t) =3cos(wt —7/8) , E,(z,t) =4cos(wt + 7/8)
g. E.(z,t) =4cos(wt+7/4), E,(z,t) =3cos(wt —m/2)
g. E.(z,t) =3cos(wt —7/2), E,(z,t)=4cos(wt+ m/4)

Com esses dados e com as equacoes do exercicio anterior, foi computada a tabela de
resposta contendo a variacao de fase A¢, o angulo de inclinacao 7.

case A B ¢ A’ B’ 0 rotation polarization
a. 3 0 -90° 3 0 0° — linear/forward
b 3 4 0° 0 5 —36.87° 7 linear/backward
C 4 3 180° 5 0 -36.87° ~ linear/forward
d 3 3 60° 3.674 2.121 45° J left/backward
e 4 3 45° 4.656 1.822 33.79° @) right/forward
f 3 4 —45° 1.822 4.656 —-33.79° O right/backward
g 4 3 135° 4.656 1.822 —33.79° J right/forward
h 3 4 —=135° 1.822 4.656 33.79° O right/backward

Figura 2: Tabela de Respostas do Exercicio 2
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Problema 2.03. (Baseado da cole¢gao Schaum)
Para o Guia de ondas dielétrico da Figura 3, derive a Fquacao de Helmholtz para
i+

@
air Ho» €0
b €, f .

Q) S———rm

.GIO

£ l g X,

awr ®

Figura 3: Figura para o exercicio 2.03

1V €

Resolucgao: Resolvendo as Equacgoes de Maxwell, temos que
¥y Z
VxE=|& a% 21 = —jouH (1)
E, E, E,
L 0E, 0F, L O0E, OFE, L O0F, O0F, , . . -
_ — Y _ = — H, H H, 2
:v(ay 5, ) T — 5. )+, ay) jon(ZH, +yH, + ZH.)  (2)
E, reciprocamente, para V x H= jweE,
. 0H 0H, L . -
¥ _ ) = jwe(ZE, + yE, + ZE,) (3)

f<8Hz B 8Hy) N H<8H$ B 8Hz) LA

dy 0z A Ox Ox dy

a) modos TE

No modo TE, as componentes E,, E,, H, sao iguais a 0. Portanto, através de (2) e (3)
OFE _0FE o o

OB 4 50) + 202 = —juon(EH, + P+ ZH.)

0z

(
- ) = jwe(20 + yE, + 20)

0H, GHZ) LA
Z dy

(L g
y 0z ox

x
( a9
Como todos os campos estao se propagando na diregao +z, existe uma dependéncia de

e 78, assim as derivadas em relacdo a z se tornam —jf3

— H, = _—5Ey
wh

oOF . .
Y = —jBE, = jwpH,

0z
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oE, , .1 OF OH .1 0’E
o — jwuH H,=j—"" 2o
ox JOR - : jwu ox - ox wp 0x? (5)
0H, 0H 0H
Jjwek, P pe — Jwek, jBH, pe (6)

Juntando as equagoes (4), (5) e (6), a equagao a;szy = (—w?ue + f?)E, € obtida. Mas
sabendo que w?ue = k2, a Equagao de Helmholtz ¢ obtida

0L,

ox?

+ (kgn* — B*)E, =0 (7)

b) modos TM
No modo TM, as componentes H,, H,, £, sao iguais a 0. Portanto, através de (2) e (3)

OE, oE, O0E.  _ O0F,

( o )+ 5 " O )+ Z(— o ) = —jwu(Z0 + yH, + 20)
_, OH, . _OH, .
T(— e )+ (0) + Z(W) = jwe(ZE, + Y0 + ZE,)

Assim como no item a desse exercicio, sao obtidas as equacoes

B 0
E, = —ji% (9)
H= (G - ) (10)
Juntando esses trés equacoes, a Equacao de Helmholtz para o modo TM é obtida
% + (kin® — B*)H, =0 (11)
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Problema 2.04. (Baseado na cole¢gao Schaum)

Utilizando os dados do exercicio 2.03, escreva os campos H,, H,, H,, E,, E,, E. em fungao
de

Resolucgao:
a) E,, para a polarizagio TE
Como j4 foi calculado no item anterior,

(Em —
B, _ji(aa% o a{i%)
TE{
_ - 1 0Ey
Hx T Jop oz
H,=0
.1 9E
\HZ:jia_xy
b) Hy, para a polarizacio TM
E,=0
E, = —jLl%
TM ]we ox
H,=0
-1 (0B, _ OE:
H, = ]i(a_Ez - 8_2)
(H,. =0

Problema 2.05. (Schaum)
Para o modo TE, a equacgao de Helmholtz para E, ¢
0*E,
0x?

+ (kgn* — B)E, = 0

Escreva a equagao do campo E, do guia da Figura 3 para a regiao 1, 2 e 3 em fungao
das constantes de integracao.

Resolucgao:

A solugao geral para a equagao de Helmholtz, definindo K = /(kZn? — 32

E,(z) = Ae 75" 4 Belk®

Como é esperado que exista oscilagdo na segunda camada e decaimento exponencial na
K = puramente real na camada 2

cadama 1 e 3, vamos utilizar ) o
= puramente imaginario na camada 1 e 3

portanto sao definidos
gk =Ky — k1 = /B — kgni
ky = Ky — ky = \/k2n% — 32
jhs = K3 — k3 = /3% — kin3

Para a camada 1 é esperado que a solucao decaia para 0 em x tendendo a infinito.
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Para facilitar a solucao, ja foi imposto que em x=d, o campo deve valer A. Entao

‘Eyl = Ae Fr(e=d) ‘, onde x > d

Para a camada 3 ¢ esperado algo parecido, porém o campo deve decair para x tendendo
a menos infinito. Entao, nesse caso, o campo sera

‘Eyg = BeMs@td) ‘, onde z < —d

Para a camada 2, temos uma solucao oscilante com duas constantes de integracao
By = C'e7i%2% 1 D'ed?® = ' (cos(kox) — jsin(kyz)) + D’ (cos(kow) + jsin(kox))

Ep = (C"+ D) cos(kax) + (jC' — jD") sin(kox)

e para novas constantes de integracao C' = C" + D" e D = jC' — jD’, temos que

E5 = Ccos(kex) + Dsin(kox) |, onde z < |d|

Problema 2.06. (Schaum)

Com as equagoes de campo I, obtidas no exercicio anterior, calcule H, para as trés regioes.
Resolugao: Como calculado no exercicio 2.04 a), é conhecido o valor de H, através da

equagao

.1 0E,
* Ywp Ox
Hoy =~ (—kjAeMl=D)  Hy = T (hyBehstetd)
Who w o
H., = L(—kQC sin(kox) + koD cos(kax))
Who

Problema 2.07. (Schaum)

Impondo a continuidade desses campos, escreve as equacoes de F, em funcao de apenas uma
constante de integracao. Encontre também a equacao transcendental de S para o modo TE.
Resolugao: Para os campos elétricos:

Em x = d, o campo E,; = E,, entao

Ey(r =d) = Ae M=) = Ccos(kyd) + Dsin(ked) = Bz = d)

A = C cos(kad) + D sin(kad) (12)

Em x = -d, o campo E,3 = E,, entao

Eys(x = —d) = Be™U ) = O cos(—kyd) + D sin(—kyd) = Bz = —d)
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B = C cos(kyd) — Dsin(kad) | (13)

Para os campos magnéticos:
Em x = d o campo H,; = H., entao

Hoa(e=d) = WLM(—klAekl<dd>) - wim(—kzcsm%d) + koD cos(kad)) = Hao(z = d)

ki

D = C'tan(kqyd) — Am

(14)

Em x = -d, o campo H.3 = H.,, entao

Ho(x = —d) = WLM(/@SBM—M)) - wim(@csin(@d) + koD cos(kzd)) = Hoo(z = —d)

ks

D = —Ctan(kod) + B—————
¢ tan(kyd) + ks cos(kad)

(15)

Juntando as equagoes (12) com (14),

]{71 D k?g tan(kgd) — k‘l
D = Ctan(ksd) — “2[C + D tan(kod Z_
an(hed) — P 1C+ Dian(led)] = & = L nd) + b

Juntando as equagoes (13) com (15),

B . kg — kQ tan(kgd)
C ko + k3 tan(kqd)

D = —C'tan(kad) + %[C’ — Dtan(ked)] —
2

Com essas duas equacoes, é possivel criar um sistema e chegar na equacao transcendetal
a seguir:

ko(ky + k3)
(k?% — klkg) + ]{52 tan(k:gd)(kl + ]{33)

tan(kgd) = B

Problema 2.08. (Cornell)
Considere o seguinte guia de ondas da figura abaixo.
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Silicon Dioxide (nz= 1.5)

R

Silicon Dioxide (nz= 1.5)

Figura 4: Figura para o exercicio 2.08

Esse guia foi fabricado para carregar luz com comprimento de onda de 1.55pum. Assu-
mindo que h = 1.0um, encontre graficamente os valores de 3 para 3 primeiros modos.
Dica: Para esse exercicio, calcule a equacao transcendetal do modo TE e utilizando um

software numérico (Matlab, Mathematica ou outro) encontre esses pontos.

Resolucgao:

Sabendo que A = 1.55um e w = 2mc/A = 1.2 x 10*5rad/s

A partir da equacao transcendetal calculada no exercicio anterior, foi utilizado o Matlab
tan(kod

para plotar as equacoes { oo (k)
2(k%—k1k3)+k2 tan(kzd)(kl +k3)

ser visto na figura abaixo.

em um mesmo grafico. O grafico pode

25
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5
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P X:8.709
Yioa015 T vioes —

Figura 5: Equacgao transcendetal

10
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Portanto, pelos pontos do grafico obtidos:
TEL: kod = 2.92 — ky = 2.92 x 10°
TE2: ked = 5.77 = 5.77 x 10°
TE3: ked = 8.70 = 8.7 x 10°

Como (3 = \/k2n% — k2, os betas para cada caso serdo
TEL: § = 13.87 x 10°
TE2: 8 =12.94 x 10°
TE3: 8 =11.19 x 10°

Para facilidade de visualizagao, podemos também calcular o n.sy = wi/c que vale
TE1: Nefr = 3.46
TE2: Nefr = 3.23
TE3: Neff = 2.87

Codigo Matlab:

clear all; clc;

d = le—6;

nl = 1.5;

n2 = 3.5;

n3 = 1.5;

c = 3e8;

lambda = 1.55e—6;
omega = 2xpixc/lambda;
ko = omega/c;

Beta = linspace(koxnl, koxn2, 10000);

kl = sqrt(Beta.”2 — (ko~2)*(nl1"2));
k2 = sqrt ((ko~2)x(n2°2) — Beta."2);
k3 = sqrt(Beta.”2 — (ko~2)%(n3.72));

A = tan(k2xd);
B = (k2.x(k14k3))./(2x((k2.72)—(k1.%xk3)) + k2.xtan(k2xd).x(k1+k3)); %TE

%B = (k1.%xk2%n2°2xn3°2 + k2.xk3%n1"2%n2°2)/(k2.72 % nl1~2 % n3"4 — kl.xk3xn2"4); %M

%plot (Beta/ko,A—B);

plot (k2xd,A)

hold on;

plot (k2xd,B)

xlabel (*k2xd’)

yvlabel (’Amplitude ’)

legend ("tan(k2x*d)’,’lado direito da equacao’)
axis ([0 9 —15 25]);
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