Ondas Eletromagnéticas Resolugao Lista 1 SEL0310

Problema 1.01. Uma onda plana uniforme polarizada em 1y, com frequéncia 100MHz,
propaga-se no ar em e incide normalmente sobre um plano condutor perfeito em x=0.
Assumindo a amplitude do campo elétrico de 6mV,/m, escrea as expressoes fasoriais e ins-
tantdneas para:
Resolugao:

a) Calcule os campos incidentes
Considerando os dados, sabemos que w = 27 f = 27 x 10®[rad/s]

w 27 x 108 2w
et l{; = —_——— = —
Pr= ko ¢ 3x105 3

771:770:1/@:12(%
€0

Os campos incidentes serao entao

A impedancia do meio 1 é

Ei(w) = a6 x 1073792/

—

- 1 1074 _.
Hi(z) = —ayx E;(z) = d. e~J2ma/3

Uit 2m
- = ) )
Ei(z,t) = Re[E;(z)e’™"] = 4,6 x 1072 cos(2m x 108t — gm)
- - 10~ 2
H,(x,t) = Re[Hy(x)"™"] = @ —— cos(2m x 10% - %x)
T
b)Os campos refletidos
E,(x) = —dy6 x 107 3es2m/3
= 1 - - 1074 .
Hr = —(—a, Ez — —; j2rx/3
(x) 771( a;) x Ei(r) =a 5 ¢
- - 2
E,.(7,t) = Re|E,(z)e’"] = —a,6 x 107% cos(2m x 105 + ?ﬂx)

H, (o 1) = RelH, {x)e] — 220
I8 bl - T - z 27‘(‘

2
cos(2m x 10% + gx)
¢) Os campos totais no ar, sabendo que e 7* — 7* = —j2sin(a) e e 7% + €/* = 2cos(a)

- — —

2
Ei(z) = Ei(z) + E.(x) = —d,j12 x 1073 sin(%az)

- - 1074 2
Hi(z) = Hi(z) + H,(x) = a. - cos(%a:)

1

- 5 2
E\(z,t) = Re[Ey(z)e’"] = d;12 x 1072 sin(%x)sm@ﬂ x 10%¢)

- = it 1074 27 8
H(x,t) = Re[H (x)e’| = a cos(?x) cos(2m x 10°t)

™
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d) Determine o local mais proximo ao plano condutor onde o campo total é nulo

Esse ponto pode ser encontrado em \/2, portanto, para \; = 2—7;

Problema 1.02. (slides)
Uma onda plana uniforme em um meio sem perdas e com impeddncia 1y incide normalmente
sobre uma interface com um outro meio sem perdas e de impeddancia intrinsica 1y. Obtenha
expressoes para as densidades de poténcia média em ambos os meios.
Resolugao: Escrevendo os campos incidentes, refletidos e transmitidos, temos:
Zi(z) = a,FEpe %% — ﬁz(z) = a;@e’jﬁlz
m

—

E.(2) = a3 Ene?®* — Ho(2) = (—a,) x = —a,——elP*
m h
- , - E E
Ey(2) = d@,E.ge™%% — H(2) = (a) x (2) = a, 10 =i
T2 T2

Através das equacoes acima, aplicando as condicoes de contorno
E(z=0)+E.(2=0)=FE(z2=0) e Hi(2=0)+ H.(2 =0) = H;(z = 0). Portanto

E, — E, 2
R = __\0 — 772 nl —> T —= Tto fng n2
Eqoy M+m Eqo M+m

Para calcular a densidade de poténcia no meio 1, calcula-se o campo total. Assim

—

El (Z) = E;(Z) + ET<Z) = CL_;EEZ'()(e_j'BlZ + R@jﬁlz) = (l_;Eioe_jﬁlz(l + R€2j'812)

Ew (o=im _ peimey = g I
m m
A densidade de poténcia, através do vetor de Poynting do meio 1 é entao

H(2) = Hy(2) + H(2) = g e 912 (1 — Re%P12)

S | . 4 Eo |
Pui = é]Re[El x Hf| = iRe[(a}Eioeﬁﬁlz(l + Re%P17)) x (a_@—oewlz(l — Re™%P17))]
m

E2 . . E2 . .
Poor = (a2) 5 Rel(1-+ ReV%) (1 — ReW%)| = (@) 0 Rel(1 — B) + R — )

Poo1 = (a2)==Re[(1 — R?) + j2T sin(26;2)] = (a,)=—(1 — R*)
2m 2m

Como no meio 2 s6 existem as ondas transmitidas

1 - o1 | TEy .
Puwo = §R€[Et x Hf| = §Re[(aZTEi06_J62Z) X (az,—o eIP27)]
2
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E?
]PaUQ - a_; 0
22

Como nao héa perdas no meio, a poténcia do meio 1 deve ser igual & do meio 2. Portanto

T2

]Pavl = ]PMJQ = 1-— R2 = m7—’2
2

Problema 1.03. (Cheng Cap 8 Ex 22)

Uma onda plana uniforme e senoidal se propaga pelo ar com a sequinte expressao fasorial
para a intensidade do campo elétrico

Ey(z,z) = dy10e 7767 +82)

Essa onda incide em z=0 em um meto nao magnético de constante relativa €, = 2,5. Calcule:
a) A frequéncia e o comprimento de onda dessa onda.
Nesse exercicio estd sendo adotado o modo TE, como mostra a figura 1. A constante de fase

k = kyay + k.a, = 6a, + 8a,. Assim, 8 = \/k2 + k2 = /62 + 82 = 10 rad/m

A:%%)\:O.GQS[m]

f:§—>f:4.78><108 |17

w=2nf =3 x 10’rad/s

1

Incident #a,
1]

wive Ei@ll
i

Medium 1
(1, m1)

z2=0

Figura 1: Figura para o exercicio 1.03
b) Determine o dngulo de incidéncia. tan™ —1(2)

c) Escreva a expressio dos campos E;(x,z,t) e Hi(x,z,t), mostrando a dependéncia
temporal com o cosseno.

Ei(z,z,t) = dy10 cos(3 x 10% — 6z — 82)

3
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—

1 —
Hi(z,2z) = —an; X Ei(x,2) = ap; = 0.6a; + 0.8a,

"o
Hi(z,2) = oo (0.6 +d20.8) (107 (6a+82)y
. 1 . . 1
Hi(z,z) = %(a_;G —ay8)e 8 Hi(x, 2 t) = T50m (a6 — d,8) cos(3 x 10°t — 62 — 82)

d) Determine os coeficientes de reflexao e de transmissao.
De acordo com a Lei de Snell,

1
sin(60;) = sin(6;), [ = 5in(36.86)1 / 3 = 0.38 = 0, = 22.3°
€9 .

Assim, através das formulas obtidas em aula ny = 1 ‘;—; = ﬁ
R Ero _ nacos(6;) — nicos(6y) 0999
E; n2cos(0;) + micos(6:)
E 2 0;
T=20 necos®) 797

Ep  mecos(0;) + nicos(6;)

e) Encontre os campos elétricos e magnéticos para as ondas refletidas E,, H, e transmi-
tidaS Et7 Ht

E_;n(:b', z) = a_?;R X 106*]'(633*82) - E;(.%, Z) — _a—?;2_92efj(6178z)

E.(x,2,t) = —d;2.92 cos(3 x 10° — 6z + 82)

- 1 . — 1 .
H,(2,2) = —(0.6d,—0.8d:) x (—d)2.92¢ 7 0*=82) 5 H, (z,2) = ——(—1.75d,—2.33d})e 762782
Mo 1207

—

H,.(x,z,t) = (—1.75a;, — 2.33a;) cos(3 x 10%t — 62 + 8z)

1207
Como o angulo de transmissao ¢ 22,3, sin 22.3 = 0.38 e cos(22.3) = 0.92. Assim,

E:(;a z) = a,T % 10e i (38z+9.22) _ Et(% 2) = a;7_07e—j(3.8x+9.2z)

Ey(z,z,t) = d;7.07 cos(3 x 10° — 3.82 — 9.22)

— 1 j (2 7
Hy(z,z) = %(0.38a;+0.92a;)x(a@)?.@?a*ﬂ&mg'?z) = Hi(z,2) = 7050

(2.68d%—6.5a,)e I (B-87+9:22)

—

Hy(z, 2, 1) = (2.68a — 6.5a,) cos(3 x 107 — 3.8z — 9.22)

189.77

f)Determine o anglulo de Brewster e o angulo de incidéncia para ocorrer reflexao total (e
como seria possivel isso ocorrer)
Quando nao ha reflexao, ou seja, R = 0, existe o chamado angulo de Brewster 6, onde
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1 —
sin*(0g) = —MIEZ/MQ?
1= (a1 /p2)

Porém, nao ha angulo de transmissao total para interfaces envolvendo materiais nao
magnéticos no modo TE.

E para reflexao total, pela lei de Snell, s6 é possivel ocorrer se a onda vier do meio 2 para
o meio 1, que seria entao. sin(6;) = sin(6;), [ eparay =90% 64 =25ee =1

/1
0; = sin~ '\ -— = 39.23°
Sin 95

Perceba que s ocorre reflexao total para uma onda vindo de um meio 1 para o meio 2
Se €1 > €9

Problema 1.04. (Cheng Cap 8 Ex 23)

Resolva novamente o exercicio 1.03 para o caso do campo incidente em z=0 ser:
Ei(y, 2) = 5(dy, + a2/3)e?5(V3=2)

Nesse exercicio esta sendo adotado o modo TM. A constante de fase k = kyay + k.a.

—6sqrt3a, + 6a;. Assim, 8= \/kI + kI =/ (—6v/3)% 4 62 = 12|rad/m|

A= A= 0.524 [m]
B
¢ 8
f=5 o f =573 %10° 1

w=2rf = 3.6 x 10°[rad/s]

Ei(y, z,t) = 5(d;, + a2v/3) cos(3.6 x 10% 4 6v/3y — 62)

. 1 . = 1 —6v3d,+6d L 6(vEy—z
H;i(y, z) = %am- X E; = 1207r( 1; ) X 5(dy, + da2/3)elV3u—2)

H. - 24 D) ei6(VBy—2) ], - _ 76(v/3y—2)
Z<y7 Z) 1207T a/$5<2 + 2) ’L<y7 Z) Qg

127°
2 - 1
Hl(y7 th) = _axﬁ COS(3.6 x 10%t —+ 6\/§y — 62)
T
O angulo de incidéncia serd entao #; = tan*1(¥) — 60° e 0 de transmissio 6, =

sin_l(\/gsin 0;) = 33.21°

R— Eq _ 772005(9t) - 771003(9i)
E; 772005(915) + 771005(9i)

= 0.0284

T Eyn 2n9cos(6;)
By mcos(0,) + nicos(6;)

=0.614
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E.(y,z) = R*5(—a§+a}x/§)ej6(ﬁy+z) — E(y,2,t) = Rx5(—dy+d,V/'3) cos(3.6x10°t+6v/3y+62)

— 1 = e 1 — \/g — 1 — — j z
H,.(y,z) = %(am«) x F, = %(—ayT — az§) X (—ay + az\/g)R % 5ei6(V3y+2)

—

H,.(y,2) = R%eﬁ(ﬁy“) — H(y,2,t) = —R(f;m) cos(3.6 x 10°t + 6v/3y + 62)
m T

Como o angulo de reflexdo é 6, = 33.21, sin#;, = 0.54 e cos§; = 0.83. Entao, Ssinf, = 6.48
e Bcost; =9.96

Et(y, z) = 5T(0.54d,, + 0.83dy ) e (6-48y—9.962)

Ei(y, z,t) = 3.07(0.54d; + 0.83d) cos(3.6 x 10°t + 6.48y — 9.962)
S - 10T - - 6.14
Ht<y, Z) = _G/x?e](ﬁ.ﬂiy—g.gﬁz) — Ht<y, Z, t) = —amm COS(3.6 X ].Ogt + 648y — 9962:)
Para o modo TM, é possivel haver transmissao total mesmo para meios nao-magnéticos
pela equacao

sin?(0) = 1_”2—61/“152 0y = 5T.68°
1 —(€e1/€2)
Ou seja, se o angulo de incidéncia for de 57.68 graus, nao havera nenhuma reflexao. E
isso explica o porque do coeficiente de reflexao ser tao proximo de 0 com 6; = 60°.
E para a reflexao total, a onda vindo do meio 2 para o meio 1, continua sendo 39.23°, pois
esse valor s6 depende dos meios que nao foram alterados em relagao ao exercicio anterior.

Problema 1.05. (Sadiku Cap 10 ex 44)
Em um meio dielétrico (e = 9eg, p = j1g), uma onda plana com

H; = 0,2cos(10° — ka — kV/8z2)d;,

incide no ar em z = (. Encontre:

a)f, e 6,
tan(6;) Mo L g g — 1947
no;)) =-—=—x ; = 0, = 19.
kiz \/g !
. . €1 1 °
sin(6;) =sinb;, /[ —=-3)=1—-6, =90
€9 3
b)k
6—ﬁ\/e_—1—093—10—19\/1+8—3k—>k—3333
ARV T a -

¢)O comprimento de onda no dialétrico e no ar

2
A = = 0.6283|m)]
B
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P =w/c=10/3 — Ay = QB—W = 1.885 [m]
2

d)O campo incidente E;

= = L 8a,
E; =mH; x a = 407 cos(wt — kx — k\/gz)O.Qafy X (a+—3\/_a)

B, =25.13

D) w cos(10°t — kx — kv/8z)

e)O campo transmitido e refletido E ek,

R necos(6;) — nicos(6;)

= = —1
necos(0;) + nicos(6;)

Portanto, encontra-se que

E.=2513% R

(%%\/gaz) cos(10%t — kx — kv/8z)

E, = 25.13@ cos(10% — kx — kv/8z)

B 2n9c0s(6;) B
 1pcos(6;) + mcos(6;)

E, = Eyo(cos O,a;, — sin 0,a2,) cos(10°t — Boxsin O, — B3z cos 6;)

Assim, como sind; = 1, cos; = 0, Sysinf, = 10/3 e E;g = T % 25.13 = 150.78 Portanto

E, = 150.78 cos(10°t — 3.333x)a,

£)O angulo de Brewster

1 _
sin?(0) = L2/ Ime g g e
2
1 — (61/62)

Problema 1.06. (Sadiku Cap 10 ex 46) Uma onda polarizada no ar incide em poliestireno
(€ = 2,66y, it = po) com o dngulo de Brewster. Determine o dngulo de transmissao.

Como ambos os meios sao nao magnéticos, consideramos que a polarizacao é TM para haver
o angulo de Brewster. Assim,

1
Sm2(93) _ M — s 05 = 58.19°
2
1— (61/62)

A equacao abaixo também funciona para os casos onde 1y = ps.

tanfp = |2 — 05 = 58.19°
€1
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Problema 1.07. (Cheng Cap 8 Ex 41)
Para prevenir interferéncia de ondas na vizinhanca da fibra e para protecao mecanica, fibras
oticas individuais sao usualmente revestidas por material com menor indice de refracao,
conforme mostra a Figura 2, onde ny < nj.

a)Ezpresse o angulo mdzimo de incidéncia 0, em termos de ng, ny e ny para incidéncia
de raios meridionais na face da extremidade do nicleo e com a condicao de ficarem presos
internamente ao nicleo por meio da reflexao total; (Raios meridionais sao aqueles que pas-

sam através do eixo da fibra. O dngulo 0, € denominado dngulo de aceitacdo, e sinf, € o
nimero de abertura (N. A.) da fibra).

nosind, = ny sin(90° — 60.) = ny cos 0.

) . ng 2
nesinf, = niV/1 —sin?0, = nyy /1 — (—) =1/n? — n?
n
PR

VI — N,

nO
b) Encontre 0, e N.A. se ny =2, ny = 1,74 e ng = 1.

V22 — 1.742
NA = sinf, = % = 0.9861

sinf, =

0, = sin"1(0.9861) = 80.43°

(n)

Figura 2: Figura para o exercicio 1.05

Problema 1.08. (Orfanidis)

/
. . ~ s Ei_ E
Observando a Figura 3, calcule o coeficiente de reflexdo e de transmissao R = E1+ el = ﬁ
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— [} —»

Na nl.fq Mg

EI+ Elr— E1+ E'_;‘+

— - — -

- . -

E_ | E E_
2,1, P:.T,

Figura 3: Dielétrico de M camadas

Definindo os coeficientes de reflexao de 7, para n; e de n; para n, sao, respectivamente

:nl_na'_}p2:77b_771
M+ Na My + M

P1

Os coeficientes de transmissao também podem ser definidos como
n=1+p—=m=1+p
Com esses dados, vamos escrever Fy, e F;_
Eyn=E,+pE_— E_1n=pFE,+E_
B, =M By — Bl =eMhE,
Eyom = E§+ — Fo 1 = pQEé+

Ou escrevendo na forma matricial, temos que

Bl _ 11 ] [EL] _ 1 [1 pof [&MB 0 Loy
E1, —7'1 Pl 1 Ei_ —Tl pl 1 0 €_jk1l1 EQ,

Bl mlp; 1 0 e/Mh]gnlp 1 0

Isso ocorre pois é assumido que E, =0

|:E1+:| _ 1 |: eikil ple—jk111:| |: EéJr :|

kil —jk1l I

e/t j2k1lh\ v
J— —J] 101
By = (1+ p1p2e JE3,
T1T2
e/fh i2k1l1\
b= (p1+ poe™ /M) By
T1T2
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Podemos resolver entao esse sistema para
R Ei m+ pae 92kl
Eiy 1+ pipeei?hih

/

—jkal
T:E2+: TiToe /P
Eip 1+ pipee=ihih

Problema 1.09. (Orfanidis)
. . E1, E;\/I+l+
Observando a Figura 4, calcule os coeficientes R = B © T = B
1 2 3 I 1+1 M M+l
Na M n ni My np
L L5} l; Y
ky ky i Ky
- o e e —> > > Eyri+
- - - - - -
Erx|  Exx| Ezs Eir| Ejv+ Enve| Ems1,+
P (2] P3 Pi|  Piti Pum|  Pm+l

Figura 4: Incidéncia em um dielétrico de M camadas

Conforme o exercicio anterior, é possivel ver que

m— i — Ni— b — MM
L= 1 a'_>pi: 1'_>pM+1:77 1
Mo + N

m + Na ;i + Mi-1

Os coeficientes de transmissao também podem ser definidos como

7 =1+pi

Os campos sao entao calculados como

E; 1 [ ekl pieibili] (B, ]
[Ei_] o [piejkzlll et | | Epny =M, M-—1,..,1
R L paa| | Barie
Er+1)- Tvgr [Pu+1 1 0
ghili o= ikili
Desse modo, sendo P; = Ti |:pi€€jklll pée_jkili } , podemos escrever
1 o
|:gl+:| :P1P2PM |: 1 pl\i+1:| |: (M+1)+:|
. TM+1 [PM+1 0

Eiq _ T Tio EéMH)Jr _ TllEEM+1)+
Ey Tor To 0 To1El i)+

10
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Ty Tio
Top To
calculada, é possivel entao determinar os coeficientes de reflexao e transmissao

Onde T = } é a matriz de transferéncia total. Com essa matriz devidamente

Ei_ 1
R=—21-_ __
By Tn
E T
po 2oy Iy

11
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Problema 1.10. (Orfanidis)

/

E

Observando a Figura 5, calcule os coeficientes R = % el = %
T1+ T1+
A R el S A I TR S PR BT S Y|

H“ H] Ha J'If' ana ”1H ”J?

ET 1,4

Op

Eris | Epj s ETp,4
Pr3 Pril Prin P+
1 2 3 i i+1 M M+1

Figura 5: Incidéncia obliqua em um dielétrico de M camadas

Esse exercicio segue a mesma idéia do exercicio anterior, porém agora ¢ necessario levar
em consideracao o angulo de incidéncia. Desse modo, pela Lei de Snell

ngsinf, = n;sin0; = nysinf, — cosf; =

O deslocamento de fase é entao

w
51' = kz’llz = —nzlz COS 91
Co

O coeficiente de transmissao e reflexao deve levar em conta da incidéncia ser TM ou TE.
Agora,

prs = nNri—1 —Nr, s s = 2nT,i—1
T = Tig =
nri—1+ Nty nri—1+ Nty
onde,
n; . ~
nr; = para a polarizacao TM
cos 0,

ou np,; = n,; cos; para a polarizagao TE

Os campos incidentes serao entao

[Ez :| _ L |: eddi pT,ie_j5i:| [E(i+1)+:| d=MM-1,..,1

B TT /)T,z‘ej‘si A E(i“)_
|:ET,(M+1)+:| _ 1 { 1 pT,M_H] {E/T,(MHH}
ET,(M-H)— TT.M+1 |PT,M+1 1 0

6 —jbi
e] 7 T .e 1
Desse modo, sendo P, = = { T

j j m T T
TT,i pT’Z,eJ& 67]51, }, pOde 0OS escreve

12
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Eris 1 1 proi | | B
| = PP P ’ (P
|:ET,1—:| e MTT,MH PT,M+1 1 0

Erir| _ (Tu Ti| [Erumys| _ TuEr (s
Er,- Tor To 0 To1Ep (ar1)+

Assim o exercicio fica resolvido com

Erq_ 1
pofr- 1
Eriy Ty
T B v+ _ Ta
Eray T

13
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Resumo das equacoes:

Para modo TE:

g
.....
g
.....
—aie"

\ Meio 2
interface
Figura 6: Incidencia TE
r — Ero_ 12008 0; — n, cos 6, o _Eo___ 2ac080,
b Ep  mycos 0,41, cos b, Y Eqo nyc0s0; +1n,cos b,
_ (ny/cos 8,) — (1, /cos ;) _ 2(n,/cos 8)) .
(n2/cos 6)) + (n,/cos ) (n2/cos 6,) + (n/cos 6))

1+ri=tl’

Figura 7: Equacoes para TE

14
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Para modo TM:

v
AH A H,
X
Et
A H;
5
E »
T/ = kt
Meio 1 z
E; T ki

\ v \ Meio 2

interface

Figura 8: Incidencia TM

E,, _n,cos 6, —n, cos b o= Eyo _ 21, cos 0,
E, mycosB,+n, cosb; W™= E,  n,cos 8, + n, cos

cos 0
T+ Ty =7 (cos 9‘)

Figura 9: Equacoes para TM

Ly

15



