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Objetivos do capítulo

Depois de concluir este capítulo, você deverá ser capaz
de:

n Explicar a diferença entre uma variável aleatória
discreta e contínua

n Descrever as características das distribuições
uniforme e normal

n Traduzir problemas de distribuição normal em
problemas de distribuição normal padronizada

n Encontrar probabilidades usando uma tabela de 
distribuição normal



Objetivos do capítulo

Depois de concluir este capítulo, você deverá
ser capaz de:

n Avaliar a suposição de normalidade
n Usar a aproximação normal para a 

distribuição binomial
n Reconhecer quando aplicar a distribuição

exponencial
n Explicar variáveis distribuídas

conjuntamente e combinações lineares de 
variáveis aleatórias

(cont.)
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Distribuições de probabilidade Contínuas

n Uma variável aleatória contínua é uma variável
que pode assumir qualquer valor em um 
intervalo
n espessura de um item
n tempo necessário para concluir uma tarefa
n temperatura de uma solução
n altura em polegadas

n Estes podem potencialmente assumir qualquer
valor, dependendo apenas da capacidade de 
medir com precisão.
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Função de distribuição cumulativa

n A Função densidade acumulada, F(x), para uma
variável aleatória contínua X expressa a 
probabilidade de que X não exceda o valor de x

n Sejam a e b dois valores possíveis de X, com      
a < b. A probabilidade de X estar entre a e b é

x)P(XF(x) £=

F(a)F(b)b)XP(a -=<<



Função densidade de 
probabilidade

A Função densidade de probabilidade, f(x), da variável
aleatória X tem as seguintes propriedades:

1. f(x) > 0 para todos os valores de x
2. A área sob a função de densidade de probabilidade f(x) 

sobre todos os valores da variável aleatória X é igual a 
1,0

3. A probabilidade de que X esteja entre dois valores é a 
área sob o gráfico da função de densidade entre os
dois valores



Função densidade de 
probabilidade

A Função densidade de probabilidade, f(x), da variável
aleatória X tem as seguintes propriedades:

4. A Função densidade acumulada, F(x0) é a área sob a 
função de densidade de probabilidade f(x) do valor x 
mínimo para cima até x0

sendo xm é o valor mínimo da variável aleatória x

ò=
0

m

x

x
0 f(x)dx)f(x

(cont.)



Probabilidade como uma área

a b x

f(x) P a x b( )≤

A área sombreada sob a curva é a 
probabilidade de X estar entre a e b

≤
P a x b( )<<=

(Observe que a 
probabilidade de 
qualquer valor individual 
é zero)
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A distribuição uniforme

n A distribuição uniforme é uma distribuição de 
probabilidade que tem probabilidades iguais para 
todos os resultados possíveis da variável
aleatória

xmin xmax
x

f(x)
A área total sob a função 

de densidade de 
probabilidade uniforme é 

1,0



A distribuição uniforme

A Distribuição Uniforme Contínua:

otherwise   0  

bxaif
ab

1
££

-

sendo
f(x) = valor da função de densidade em qualquer valor de x
a = valor mínimo de x
b = valor máximo de x

(cont.)
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Propriedades da distribuição
uniforme

n A média de uma distribuição uniforme é

n A variância é

2
baμ +

=

12
a)-(bσ

2
2 =
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Exemplo de Distribuição Uniforme

Exemplo: Distribuição de probabilidade
uniforme no internavalo 2 ≤ x ≤ 6:

2 6

.25

f(x) =           = .25   for  2 ≤ x ≤ 66 - 2
1

x

f(x)
4

2
62

2
baμ =

+
=

+
=

1.333
12
2)-(6

12
a)-(bσ

22
2 ===



Expectativas (valores esperados) 
para variáveis aleatórias contínuas

n A média de X, denotada μX , é definida como o valor 
esperado de X

n A variância de X, denotada σX
2 , é definida como a 

expectativa do desvio ao quadrado (X - μX)2, de uma
variável aleatória de sua media.

E(X)μX =

])μE[(Xσ 2
X

2
X -=
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Funções Lineares de Variáveis
Seja W = a + bX , sendo que  X  tem media μX e 
variância σX

2 , e  a e b constantes
Então a média de W é

a variância é

o desvio padrão de W é

XW bμabX)E(aμ +=+=

2
X

22
W σbbX)Var(aσ =+=

XW σbσ =



Funções Lineares de Variáveis

n Um caso especial importante dos resultados anteriores
é a variável aleatória padronizada

n que tem média 0 e variância 1

(cont.)

X

X

σ
μXZ -

=
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n ‘Forma de sino’
n Simétrica
n Média, Mediana e Moda são
iguais
A localização é determinada
pela média, μ
A dispersão é determinada
pelo desvio padrão, σ

A variável aleatória varia de : 
+ ¥ to  - ¥

Média
= Mediana
= Moda

x

f(x)

μ

σ

(cont.)

A distribuição Normal



n A distribuição normal é uma aproximação das 
distribuições de probabilidade de uma ampla gama
de variáveis aleatórias

n As distribuições das médias amostrais tendem a 
uma distribuição normal, dado um tamanho de 
amostra “grande”.

n Cálculos de probabilidades são diretos e elegantes

n A distribuição de probabilidade Normal é uma boa 
aplicação com indicador de decisões de negócios

(cont.)

Ch. 5-20

A distribuição normal



Variando os parâmetros μ e σ, obtemos
diferentes distribuições normais

Muitas distribuições Normais
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A forma de distribuição normal

x

f(x)

μ

σ

Alterar μ desloca a 
distribuição para a 
esquerda ou para a direita.

Alterar σ aumenta ou
diminui a dispersão

Dada a média μ e a variância σ, definimos a distribuição normal 
usando a notação

)σN(μ~X 2,



A função de densidade de 
probabilidade normal

n A fórmula para a função de densidade de 
probabilidade normal é

Onde e = a constante matemática aproximada por 2,71828
π = a constante matemática aproximada por 3,14159
μ = a média da população
σ = o desvio padrão da população

x = qualquer valor da variável contínua, -¥ < x < ¥

22 /2σμ)(xe
2π
1f(x) --=
s

Ch. 5-23



Distribuição Normal Acumulada

n Para uma variável aleatória normal X com média μ 
e variância σ2 , i.e., X~N(μ, σ2), a Distribuição
Normal Acumulada é

)xP(X)F(x 00 £=

x0 x0

)xP(X 0£

f(x)



Encontrando probabilidades da 
Distribuição Normal

xbμa

A probabilidade de um intervalo de 
valores é medida pela área sob a curva

F(a)F(b)b)XP(a -=<<



Encontrando probabilidades da 
Distribuição Normal

xbμa

xbμa

xbμa

(cont.)

F(a)F(b)b)XP(a -=<<

a)P(XF(a) <=

b)P(XF(b) <=
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A Normal Padrão (padronizada)

n Qualquer distribuição normal (com qualquer
combinação de média e variância) pode ser 
transformada na distribuição normal padronizada
(Z), com média 0 e variância 1

n Necessidade de transformar unidades X em
unidades Z subtraindo a média de X e dividindo
pelo seu desvio padrão

1)N(0~Z ,

σ
μXZ -

=

Z

f(Z)

0

1
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Exemplo

n Se X for distribuído normalmente com média
de 100 e desvio padrão de 50, o valor de Z 
para X = 200 é

n Isso diz que X = 200 é dois desvios padrão (2 
incrementos de 50 unidades) acima da média
de 100.

2.0
50
100200

σ
μXZ =

-
=

-
=
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Comparando as unidades de  X  e  Z

Z
100

2.00
200 X

Observe que a distribuição é a mesma, apenas a 
escala mudou. Podemos expressar o problema em
unidades originais (X) ou em unidades
padronizadas (Z)

(μ = 100, σ = 50)

( μ = 0 ,  σ = 1)



Encontrando probabilidades normais
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Probabilidade como área sob a 
curva

f(X)

Xμ

0.50.5

A área total sob a curva é 1,0, e a curva é simétrica, 
então metade está acima da média, metade está abaixo

1.0)XP( =¥<<-¥

0.5)XP(μ =¥<<0.5μ)XP( =<<-¥



Apêndice Tabela 1

n A tabela Normal Padronizada no livro didático
(Tabela 1 do Apêndice) mostra os valores da 
função de distribuição normal cumulativa

n Para um dado valor Z a , a tabela mostra F(a)
n (a área sob a curva de infinito negativo até a)

Z0 a

a)P(Z F(a) <=
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A Tabela Normal Padronizada

Z0 2.00

.9772Exemplo:
P(Z < 2.00) = .9772

§ Apêndice Tabela 1 dá a probabilidade F(a) 
para qualquer valor a
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Z0-2.00

Exemplo:
P(Z < -2.00) = 1 – 0.9772

= 0.0228

Para valores Z negativos, use o fato de que a 
distribuição é simétrica para encontrar a 
probabilidade necessária:

Z0 2.00

.9772

.0228

.9772
.0228

(cont.)

A Tabela Normal Padronizada



Procedimento geral para 
encontrar probabilidades

n Desenhe a curva normal para o problema
em termos de X

n Traduzir valores X para valores Z

n Use a tabela normal cumulativa

Para encontrar P(a < X < b) quando X é
distribuído normalmente:



Encontrando probabilidades
normais

n Suponha que X seja normal com média
8,0 e desvio padrão 5,0

n Encontre P(X <8,6)

X

8.6
8.0



n Suponha que X seja normal com média 8,0 e 
desvio padrão 5,0. Encontre P(X <8,6)

Z0.120X8.68

μ = 8
σ = 10

μ = 0
σ = 1

(cont.)

0.12
5.0
8.08.6

σ
μXZ =

-
=

-
=

P(X < 8.6) P(Z < 0.12)
Ch. 5-38
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Solução: Encontrando P(Z < 0.12)

Z

0.12

z F(z)

.10 .5398

.11 .5438

.12 .5478

.13 .5517

F(0.12) = 0.5478

Probabilidade Normal Padronizada
Tabela (Proporção)

0.00

= P(Z < 0.12)
P(X < 8.6)



Probabilidades da Cauda Superior

n Suponha que X seja normal com média
8,0 e desvio padrão 5,0.

n Agora encontre P(X > 8,6)

X

8.6
8.0
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Probabilidades da Cauda Superior

n Encontre agora P(X > 8.6)…
(cont.)

Z

0.12
0

Z

0.12

0.5478

0

1.000 1.0 - 0.5478 
= 0.4522

P(X > 8.6) = P(Z > 0.12) = 1.0 - P(Z ≤ 0.12)

= 1.0 - 0.5478 = 0.4522
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Encontrando o valor X para uma
Probabilidade Conhecida

n Etapas para encontrar o valor de X para 
uma probabilidade conhecida:

n 1. Encontre o valor Z para a probabilidade
conhecida

n 2. Converta para X unidades usando a 
fórmula:

ZσμX +=
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Exemplo:
Suponha que X seja normal com média 8,0 e 

desvio padrão 5,0.
Agora encontre o valor X de modo que apenas

20% de todos os valores estejam abaixo desse
X

X? 8.0

.2000

Z? 0

(cont.)
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Encontre o valor Z para 
20% na Cauda Inferior

n A área de 20% na cauda 
inferior é consistente com 
um valor Z de -0.84

Probabilidade Normal Padronizada
Tabela (Proporção)

X? 8.0

.20

Z-0.84 0

1. Encontre o valor Z para a probabilidade conhecida

z F(z)

.82 .7939

.83 .7967

.84 .7995

.85 .8023

.80



Finding the X value

2.  Convert to X units using the formula:

Copyright © 2010 Pearson Education, Inc. Publishing as Prentice Hall

80.3

0.5)84.0(0.8

ZσμX

=

-+=

+=

So 20% of the values from a distribution 
with mean 8.0 and standard deviation 
5.0 are less than 3.80
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Avaliando a Normalidade

n Nem todas as variáveis aleatórias contínuas
são normalmente distribuídas

n É importante avaliar o quão bem os dados são
aproximados por uma distribuição normal



O gráfico de probabilidade normal
Gráfico de probabilidade normal
n Organize os dados de valores menores para 

maiores
n Encontre probabilidades normais acumuladas

para todos os valores
n Examine um gráfico dos valores observados

versus probabilidades acumuladas (com a 
probabilidade normal acumulada no eixo
vertical e os valores de dados observados no 
eixo horizontal)

n Avalie o gráfico em busca de evidências de 
linearidade
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Um gráfico de probabilidade normal para 
dados de uma distribuição normal será

aproximadamente linear:

0

100

Data

Percent

(cont.)
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Gráficos não lineares
indicam um desvio da 
normalidade
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Relembrando
Suposições da Distribuição de Poisson
Suponha que um intervalo seja dividido em um número muito grande 
de subintervalos iguais, de modo que a probabilidade de ocorrência 
de um evento em qualquer subintervalo seja muito pequena. As 
suposições de uma distribuição de Poisson são tão
segue:
1. A probabilidade de ocorrência de um evento é constante para 
todos subintervalos.
2. Não pode haver mais de uma ocorrência em cada subintervalo.
3. As ocorrências são independentes; isto é, uma ocorrência em um 
intervalo não não influenciar a probabilidade de uma ocorrência em 
outro intervalo.
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Curiosidade






