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Variaveis Aleatoérias Discretas e
Distribuicoes de Probabilidade
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Objetivos

|
Depois de concluir este capitulo, vocé devera ser capaz
de:

Interpretar a meédia e o desvio padrao para uma variavel
aleatoria discreta

Usar a distribuicao de probabilidade binomial para
encontrar probabilidades

Descrever quando aplicar a distribuicao binomial

Usar as distribuicOes de probabilidade discreta
hipergeometrica e de Poisson para encontrar
probabilidades

Explicar covariancia e correlacao para variaveis aleatorias
discretas distribuidas conjuntamente

Ch. 4-2



I Introducao as distribuicoes de

A i probabilidade

s Variavel aleatoria

= Representa um possivel valor numérico de
um experimento aleatorio

Variaveis
aleatorias
I
I I
javei Variaveis
Cap. 4 ;nggr?;ss aleatorias Cap. 5
Discretas Continuas

. N\
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L I Variaveis aleatorias Discretas

= SO pode assumir um numero contavel de

valores
= Exemplos: o |[o |[o o|lo o] e

= Jogue um dado duas vezes
= Seja X o numero de vezes que 4 aparece
= (entao X pode ser 0, 1 ou 2 vezes)

Xéa
variavel
aleatoria
= Jogue uma moeda 5 vezes.
= Seja X o numero de caras

L (entao X =0, 1, 2, 3, 4 ou 5)
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iy | Distribuicdo de probabilidade discreta

Experiéncia: Jogue 2 Moedas. Seja X = # caras.

Mostre P(x) , ou seja, P(X = x) , para todos os valores de x:

4 Possiveis resultados Distribuicdo de probabilidade

Valor de X Probabilidade

0 1/4 = .25
= 1 2/4 = .50
2 1/4 = .25

~

Probabilidade
N O
(&) | o



4.39

Propriedades necessarias de

distribuicao de probabilidade

: P(x)>0

para qualquer valor de x

= As probabilidades individuais somam 1;

(A notacao indica a soma de todos os valores x possiveis)



\ L, Funcao de Probabilidade Acumulada

»

= A funcio de probabilidade acumulada, denotada

F(xy), mostra a probabilidade de que X seja
menor ou igual a X,

F(X,)=P(X<Xxq)

= Em outras palavras,

F(Xo)= 2 P(x)

X<Xg

Ch. 4-7



B ~ Valor esperado

-

m Valor esperado (ou media) de um valor
discrete distribuicido (Média Ponderada)

pu=E(X)= ) xP(x)

s |[Exemplo: Jogue 2 moedas,
= X = # de caras,

m |calcular o valor esperado de x:

P(x)

E(x) = (0 x .25) + (1 x .50) + (2 x .25)
=1.0

N = o X

.25
.50
.25

Ch. 4-8



e Ll Variancia e Desvio Padrao

—varnd

s Variancia de uma variavel aleatoéria discreta X

0% =E(X-p)’ = Y (x~p)*P(x)

X

s Desvio padrao de uma variavel aleatoria discreta X

0 =+0? = Jz<x u)?P(x)

Ch. 4-9



B I Exemplo de desvio padrao

Exemplo: Jogue 2 moedas, X = # caras, calcular o
desvio padrao (lembre-se de E(x) = 1)

0=\/Z(X—H)ZP(X)

0 =+/(0-1)%(.25) + (1-1)%(.50) + (2 - 1)*(.25) = +/.50 =.707

Numero possivel de
cabecas =0,1, 0or 2



. Fungoes de Variaveis Aleatorias

IJ i

| -

= Se P(x) € a funcao de probabilidade de uma
variavel aleatoria discreta X , e g(X) € alguma
funcado de X , entdo o valor esperado da funcao g é

E[9(X)]= >_g(x)P(x)




Funcoes Lineares de Variaveis
Aleatodrias

= Sejam a e b quaisquer constantes.

la)

E(a)=a

and

Var(a)=0

= OU seja, se uma variavel aleatoria sempre assume o valor
a, tera média a e variancia 0

= b)

E(bX) = by,

and

Var(bX)=b’c%

= OU seja, o valor esperado de b-X & b-E(x)




Funcoes Lineares de Variaveis

| Aleatorias
(cont.)

= Seja uma variavel aleatoria X com media y, e
variancia 0?4,

= Sejam a e b quaisquer constantes.

= SejaY =a+bX

= Entdo a media e a variancia de Y sao

Uy, =E(@a+bX)=a+buy
o’y = Var(a+bX)=b*0%x

= de modo que o desvio padraode Y € O, = ‘b‘ox




|, Distribuicoes de probabilidade

»

Distribuicoes de

probabilidade

Ch. 4

Distribuicoes de Distribuicoes de
probabilidade probabilidade

Ch. 5

Discretas Continuas
Binomial Uniforme
Hipergeometrica Normal

Poisson Exponencial




A Distribuicao Binomial

Ch. 5

e
Distribuicoes de
probabilidade
I
I I
Ch. 4 Distribuicoes de Distribuicoes de
probabilidade probabilidade
Discretas Continuas
Binomial Uniforme
Hipergeometrica Normal

Poisson Exponencial




. Distribuicao de Bernoulli

= Considere apenas dois resultados: “sucesso” ou
“fracasso”

= Seja P denotando a probabilidade de sucesso
= Seja (1 —P) a probabilidade de falha

= Defina variavel aleatoria X:

= X =1 se sucesso, x =0 se falha

= Entdo a funcao de probabilidade de Bernoulli €

P

P(O)=(1-P) and P(1)




Média e Variancia da Distribuicao

Bl de Bernoulli

»

= AMédiaé |u=P
p=E(X)=> xP(x)=(0)(1-P)+(1)P =P

= AVarianciaé |o02=P(1-P)
0% =E[(X-p)*1=D_ (x—p)*P(x)
X

= (0-P®(1-P)+(1-P)*P =P(1-P)




Sequéncias de x sucessos em n
] _i tentativas

= O numero de sequéncias com X SuUCessos em n
tentativas independentes é:

|
C - n!
x!(n—x)!

Sendon!=n(n-1)(n-2)-...-1 and 0!'=1

Essas sequéncias sao mutuamente exclusivas, pois nao podem
ocorrer duas ao mesmo tempo

Ch. 4-18



Distribuicao de probabilidade binomial

| -
I . ~
Um numero fixo de observacgoes, n

* exemplo, 15 lancamentos de uma moeda; dez lampadas retiradas de um armazém
Duas categorias mutuamente exclusivas e coletivamente

exaustivas

* A .
exemplo, cara ou coroa em cada lancamento de uma moeda; lampada defeituosa
ou nao defeituosa

Geralmente chamado de “sucesso’ e “fracasso”

A probabilidade de sucesso € P, a probabilidade de falha é 1 —
P. Probabilidade constante para cada observacao

* e , .
exemplo, a probabilidade de obter coroa € a mesma sempre que jogamos a moeda

As observacoOes sao independents: o resultado de uma
observacao nao afeta o resultado da outra



Possiveis configuracoes de
ke L__r_distribuigéo binomial

s Uma fabrica rotula itens como defeituosos
ou aceitaveis

x Uma firma solicitando contrato obtera um
contrato ou nao

= Uma empresa de pesquisa de marketing
recebe respostas de pesquisa de “sim, vou
comprar’ ou “nao, nao vou’

= Novos candidatos a emprego aceitam a
oferta ou a rejeitam



B Formula de Distribuicao Binomial

PO) = — (n”_x)! PX (1- p)" X

P(x) = probabilidade de x sucessos em n

tentativas,

com probabilidade de sucesso P em
cada tentativa

Exemplo: jogar uma
moeda quatro vezes,

seja x = # caras:

X = numero de ‘sucessos’ na amostra, n=4
(x=0,1,2,..,n) P=05
n =tamanho da amostra (numero de 1-P=(1-0.5)=0.5

tentativas ou observacoes) x=0123 4

P = probabilidade de “sucesso”
Ch. 4-21



Exemplo: Calculando uma
' Probabilidade Binomial

EETT

L
Qual é a probabilidade de um sucesso em cinco
observacoes se a probabilidade de sucesso e

0,17 x=1,n=5 and P=0.1
n! X Y
P(x=1)= P*(1-P)
x!(n—x)!
51

(0.1)'(1-0.1)>"

T 11(5-1)

= (5)(0.1)(0.9)"
@@

\/




K | Distribuicao Binomial

= A forma da distribuicao binomial depende dos valores

de P en

= Aqui,n=5e P =0.1

= Aqui,n=5eP=0.5

P) n=5 P=0.1

Ch. 4-23



Binomial Distribution
' - Mean and Variance

= Mean sz(x):nP
= Variance and Standard Deviation
o2 =nP(1-P)
o =,/nP(1-P)

Where n =sample size
P = probability of success
(1 — P) = probability of failure

Copyright © 2010 Pearson Education, Inc. Publishing as Prentice Hall Ch. 4-24



K Binomial Characteristics

E
Examples

u=nP=(5)(0.1)=0.5 P) n=5 P=0.1

o =,/nP(1-P) = \/(5)(0.1)(1-0.1) |
= 0.6708

u=nP=(5)(0.5)=2.5 Px) n=5 P=0.5

o =,/nP(1-P) = |/(5)(0.5)(1-0.5) |
-1.118
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1 Usando Tabelas Binomiais

N
[ N\ x 0=20 | p=25 | p=30 | p=35 | p=40 | p=45 | p=.50
W 0 0.1074 | 0.0563 | 0.0282 | 0.0135 | 0.0060 | 0.0025 | 0.0010
1 0.2684 | 0.1877 | 0.1211 | 0.0725 | 0.0403 | 0.0207 | 0.0098
2 0.3020 | 0.2816 | 0.2335 | 0.1757 | 0.1200 | 0.0763 | 0.0439
3 0.2013 | 0.2503 | 0.2668 | 0.2522 || 0.2150 | 0.1665 | 0.1172
4 0.0881 | 0.1460 | 0.2001 | 02377 | 0.2508 | 0.2384 | 0.2051
5 0.0264 | 0.0584 | 0.1029 | 0.1536 | 0.2007 | 0.2340 | 0.2461
6 0.0055 | 0.0162 | 0.0368 | 0.0689 | 0.1115 | 0.1596 | 0.2051
7 0.0008 | 0.0031 | 0.0090 | 0.0212 | 0.0425 | 0.0746 | 0.1172
8 0.0001 | 0.0004 | 0.0014 | 0.0043 | 0.0106 ||0.0229 | 0.0439
9 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0016 | 0.0042 | 0.0098
10 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0010
Exemplos:
n=10,x=3, P=0.35: P(x = 3|n =10, p = 0.35) = .2522
n=10,x=8, P=0.45: P(x = 8|n =10, p = 0.45) = .0229




A Distribuicao Hipergeométrica

e
Distribuicoes de
probabilidade
I
I I

Ch. 4 Distribuicoes de Distribuicoes de

probabilidade probabilidade

Discretas Continuas
Binomial Uniforme
—| Hipergeometrica Normal

Poisson Exponencial

Ch. 5




-

| Distribuicao Hipergeomeétrica

§ T
4

= ‘'n” tentativas numa amostra de uma populacao
finita de tamanho N

= Amostra sem reposicao
= Resultados das tentativas sao dependentes

= Se refere a encontrar a probabilidade de “X”
sSucess0s na amostra que possui “S” sucessos
na populacao



Formula da A Distribuicao
| Hipergeomeétrica

S| (N-S)
CSC™S XI(S—x) (N=X)(N=S—-n+Xx)
pg - GG X(S=x) | |
cN N
n!(N-n)!
Sendo

N = tamanho da populacao
S = numero de sucessos na populacao
N — S = numero de fracassos na populagao

n = tamanho da amostra

X = numero de sucessos na amostra
n — X = numero de fracassos na amostra




Usando a Distribuicao

Bl Hipergeometrica
« Exemplo: 3 em 10 computadores sao verificados num
departamento. 4 dos 10 computadores tém software
ilegal. Qual é a probabilidade de que 2 dos 3

computadores verificados tenham software ilegal?

N=10

n=3
S=4 X=2

CSCIS CiCt(6)6)
ct CP 120

P(x=2) =

A probabilidade de que 2 dos 3 computadores selecionados

tenham software ilegal € de 0,30 ou 30%.
Ch. 4-30



A distribuicao de Poisson

Distribuicoes de
probabilidade
I
I I
Ch. 4 Distribuicoes de Distribuicoes de
probabilidade probabilidade
Discretas Continuas

Binomial Uniforme
Hipergeometrica Normal

=i Poisson Exponencial

Ch. 5




K A distribuicao de Poisson
iJ .
= Use a distribuicao de Poisson quando:

Vocé deseja contar o numero de vezes que um evento
ocorre em um determinado intervalo continuo

A probabilidade de um evento ocorrer em um subintervalo
€ muito pequena e € a mesma para todos os subintervalos

O numero de eventos que ocorrem em um subintervalo é
Independente do numero de eventos que ocorrem nos
outros subintervalos

Nao pode haver mais de uma ocorréncia em cada
subintervalo

O numero esperado de eventos por unidade € A (lambda)



| F_érmula da A distribuicao de Poisson

—

—Ay X
p(x) =S
X!

sendo:
X = numero de sucessos por unidade
A = numero esperado de sucessos por unidade
e = base do sistema logaritmo natural (2.71828...)

Ch. 4-33



Caracteristicas da distribuicao de
' Poisson

§ NN

IJ

= Varidncia e Desvio Padrao

0° =E[(X-p)°’]=A
o =vA

sendo A = numero esperado de sucessos por
unidade




n:_Usando Tabelas de Poisson

»

A

X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

0 0.9048 | 0.8187 | 0.7408 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5488 | 0.4966 | 0.4493 | 0.4066
1 0.0905 | 0.1637 | 0.2222 | 0.2681 0.3293 | 0.3476 | 0.3595 | 0.3659
2 0.0045 | 0.0164 | 0.0333 | 0.0536 (|0.0758 || 0.0988 | 0.1217 | 0.1438 | 0.1647
3 0.0002 | 0.0011 | 0.0033 | 0.0072 | 0.0126 | 0.0198 | 0.0284 | 0.0383 | 0.0494
4 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0007 [ 0.0016 | 0.0030 | 0.0050 | 0.0077 | 0.0111
5 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0020
6 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003
7 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Exemplo: Encontre P(X=2) if A =.50

P(X =2)=

e\  e7*°(0.50)

=.0758
Xl




Grafico de Probabilidade Poisson

Graficamente:
A=.50
}\‘=
X 0.50
0 0.6065
1 0.3033
2 0.0758
3 0.0126 |
4 | 0.0016 oy
5 0.0002 I X
6 | 0.0000 P(X=2)=.0758
7 0.0000
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1 Formato da Distribuicao de Poisson

= O Formato da Distribuicao de Poisson
depende do parametro A :

A =0.50 A =3.00

0.20

0.15

P(x)

0.05

0.00



““,  Joint Probability Functions

e

= Uma funcao de probabilidade conjunta € usada para

expressar a probabilidade de X assumir um valor
especifico x e simultaneamente Y assumir o valor v,

como numa fungao de xe y
P(X,y)=P(X=xNnY =Yy)

= As probabilidades marginais sao

P(x)= 2 P(x,y) P(y) = P(x,y)

Ch. 4-38



- f Funcgoes de probabilidade condicional
"

= A funcao de probabilidade condicional da variavel
laeatoria Y expressa a probabilidade que Y assuma o
valor y quando o valor x € especificado para X.

P(X,
P(y )= oY)
P(x)
= Similarmente, a funcao de probabilidade condicional de
X,dadoY =y é:
P(X,
P(x|y)= o))
P(y)

Ch. 4-39



| Independéncia

| -

[

= As variaveis aleatorias distribuidas conjuntamente X e Y
sao ditas independentes se e somente se sua funcio de
probabilidade conjunta for o produto de suas fungdes de
probabilidade marginal:

P(x,y)=PXx)P(y)

para todos os pares possiveis de valores x e y

= Um conjunto de k variaveis aleatorias sao independentes
se e somente se

P(X;, X5, X, ) =P (X )P(X;)---P(X,)




. Média e varidncia condicional

= A média condicional é

Hyx =ELY | X]= Z(Y|X y|X)

s A variancia condicional é

qux =E[(Y — My )* | X]= Z[(y —Myx )* | XIP(y | x)




| Covariancia

|
= Seja X e Y variaveis aleatorias discretas com médias
Mx € My

= O valor esperado de (X - ux)(Y - uy) € chamado
covarianciaentre X e Y

| -

s Para variaveis aleatorias discretas
Cov(X,Y)=E[(X=p )Y =y )1 =D D (X=H, )y —H, )P(X,y)
X y

= Uma expressao equivalente é
Cov(X,Y)=E(XY)—p,d, = D > XyP(X,y)— M,
y

X




. Covariancia e Independencia

»

| -

= A covariancia mede a forca da relacao linear
entre duas variaveis

s Se duas variaveis aleatorias sao
estatisticamente independentes, a
covaridncia entre elas é 0

A reciproca nao € necessariamente verdadeira

Ch. 4-43



L Correlacao

1

A correlacaoentre X e Y é:

p=Corr(X,Y)=

Cov(X,Y)
GXGY

0 = 0 —nenhuma relacio linear entre Xe Y
o0 > 0 — relacao linear positiva entre Xe Y

= quando X é alto (baixo), entdo Y provavelmente sera

alto (baixo)
= p = +1 — dependéncia linear positiva perfeita
o0 <0 — relacao linear negativa entre Xe Y

= quando X ¢é alto (baixo), € provavel que Y seja baixo

(alto)
= p =-1 — dependéncia linear negativa perfeita

Ch. 4-44



L Analise de portfolio

= Seja a variavel aleatoria X o preco da acao A
= Seja a variavel aleatoria Y o preco da acao B

= O valor de mercado, W, para a carteira € dado pela
funcao linear

W =aXxX+bY

(a € o numero de acoes da acao A,

b € o numero de acdes do estoque B)

Ch. 4-45



L Analise de portfolio

1

- (cont.)

= O valor médiode W é

Uy =E[W] =E[aX+bY]
=apy +bpy

= Avariancia para W é

0., =a’0% +b’0f +2abCov(X,Y)

= Ou usando a formula de correlacao

0., =a’0% +b’0f +2abCorr(X,Y)o,0,

Ch. 4-46



Exemplo: retornos de
E L iInvestimento

Retorno por $ 1.000 para dois tipos de investimentos

Investimento

P(x;y;) Condicao Econémica [Fundo Passivo X | Fundo Agressivo Y
2 Recessao -$25 - $200
53} Estabilidade + 50 + 60
3 Expansao + 100 + 350

E(x) = y, = (-25)(.2) +(50)(.5) + (100)(.3) = 50

E(y) = Wy = (-200)(.2) +(60)(.5) + (350)(.3) = 95

Ch. 4-47



Calculando o desvio padrao para
. retornos de investimento

d
I

P(x;y;) Condicao Econdémica

Investimento

Fundo Passivo X

Fundo Agressivo Y

2 Recessao
5 Estabilidade
3 Expansao

-$25
+ 50
+ 100

- $200
+ 60
+ 350

=43.30

0, = /(-25-50)%(0.2) + (50 —50)?(0.5) + (100 — 50)*(0.3)

=193.71

0, = /(-200-95)2(0.2) + (60— 95)2(0.5) + (350 — 95)%(0.3)
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Covariancia para retornos de
| Investimento
- —

Investimento

P(x;y;) Condicao Econémica |Fundo Passivo X| Fundo Agressivo Y
2 Recesséao -$ 25 - $200
D Estabilidade + 50 + 60
3 Expansao + 100 + 350

Cov(X,Y)= (-25—50)(-200 —95)(.2) + (50 — 50)(60 — 95)(.5)
+(100 - 50)(350 — 95)(.3)
— 8250
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| Exemplo de Portfolio

Investimento X: py, =350 o, =43.30
Investimento Y:  y, =95 o, = 193.21
O,y = 82350

Suponha que 40% do portifélio (P) € no Investimento X
e 60% € no Investimento Y:

E(P)=.4(50)+(.6)(95) =77

0p = /(:4)2(43.30) + (.6)%(193.21)? + 2(.4)(.6)(8250)

=133.04

O retorno e a variabilidade da carteira estiao entre os valores dos
iInvestimentos X e Y considerados individualmente
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Interpretando os resultados para
" retornos de investimento

B
[

= O fundo agressivo tem um retorno esperado
maior, mas muito mais risco

My =95 > p, =250
but
o, =193.21 > o, =43.30

= A Covariancia de 8250 indica que os dois
Investimentos estao positivamente relacionados
e irao variar na mesma direcao

Ch. 4-51



