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Deformagdes na Flexido

o O conhecrmento das deformagdes de uma estrutura tem um interesse intrinseco,
uma vez que essas deformagdes devem ser limitadas, por razdes praticas;

« O conhecrmento das deformagdes também é necessario para o estudo das
vibragdes das estruturas, outro aspecto de grande relevincia pratica;

» O estudo das deformagdes permite aimda a resolugdo de problemas hijperestdticos,
para os quals ndo bastam as equagdes de equilibrio;

© Inicralmente, definimos alguma notagdo, tomando como exemplo o caso da
deformagdo da viga braporada de eiko origimalmente reto, que se deforma guando

suferta a um carvegamento externo:

/\y

X Eixo mdeformado

\ 4
\ 4

\_, Eixo deformado

(“Linha Eldstica”)

< L

« A fungdo v(x), 0= x < L descreve completamente os deslocamentos transversais do eiko da viga;

» No sistema de coordenadas adotado, um deslocamento para baixo corvesponde a v(x) <0
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Deformagdes na Flexido

Introduzimos mars alguma notagdo, e hipoteses cinemdticas, considerando o caso de
uma viga em balango:

Y
L L

X >
v(0)=0 X
( 0(0)=0 v(x) <0
“condigdes de contorno” 0(x) < 0
(valores conhecrdos a priorr'!) v(L)
O(x) sdo as rotagdes experimentadas

pelo eixo da viga;

<Y
P l u(L)| <<1

»  Vamos desprezar os deslocamentos horizontals u(x), pors de fato sdo usualmente
pequencs, (sto € u(x)<<v(x), ¢ sua consideragdo levaria a um problema ndo linecar, de
resolugdo complicada;

«  MNotem gue estamos assumindo rotagdes
anti-hordrias como posrtivas!

©  ESssa € uma simplificagdo razodvel para as vigas de uma edlficagdo, mas ndo o seria
para o caso de uma vara de pesca de fibra de vidro ou carbono, por exempilo. -
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Deformagdes na Flexido

O ( x) Centro de curvatura do eixo deformado,
corvespondente 4 abcissa x

( X Raro de curvatura do eixo deformado,
corvespondente 4 abcissa x

u(L)=0

{V(L) >0

v(0) =0
0(0) =0

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT}?

Notem que a declividade da reta tangente d linha eldstica € relacronada a rotagdo O(x)

v

Recordando as aulas de calculo:  tan @ ( x) — y
X

YV>AA411
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Deformagdes na Flexido

tan @ = ﬂ € a derivada da fungdo v(x) (ou seja da linha eldstica da viga),
dx

em relagdo d abscissa X
(Assunto do cdlculo diferencral, pré-requisito para as disciplinas do PEF)

Recordando, por exemplo:

d
= —fzacosax

X)=sinax
f( ) dx
f(x)zax”+b = izn ax™™Y

dx

Nota: Recomenda-se aos alunos uma breve revisdo das definigdes de derivadas e
imtegrais, mas o trabalho de cdlculo de nossa disciplina serd reduzido ao minimo

necessario para bem definir o problema da linha eldstica’
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Deformagdes na Flexido

Em PEF2601, durante o estudo da flexdo simples, chega-se d N M
Formula das tensdes normais na flexdo:  © (y ) = _] Y

I=] £ 0 momento de’ /hérc/kf da S%CZIVO transversal compressio | [~ O mix

20 em relagdo ao eixo baricéntrico z,
' ¢ a distancia da fibra considerada ao baricentro M
da segdo transversal s o '
(Notem os significados diversos de y e y?) x
o ( y ') Sdo as tensdes normais devidas ao momento M
TRALAO :

Durante a dedugdo dessa formula (visto em PEF2601), encontra-se um resultado
intermediario, relactonando a curvatura da linha eldstica da viga com as grandezas

acma:

1 M
—_— =K =—
) g (P
¢ 0
M [ Kk € acurvatura da linkha elistica

e

onde | p €0 ralode curvatura da linha eldstica

FE € o modulo de elasticidade do material

7
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Dedugdo da relagdo M-k (recordando de PEF2601):

Apds a deformagdo, os comprimentos das fibras
M longitudinais variam conforme distincra a linha neutra
A O  (cujo comprimento permanece inalterado):

ly=p0 ((y')=(p+y)0

Logo, resultam as deformagdes longitudinars:

e 0 momento resultante:

M=[o(y)y'dd=[Ez(y") ydAszy—'y'dAzM:E (y)da==1,
P P P
Logo, l:g CR.D.
p z0

YV' 417
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Curvatura de curvas planas

Do estudo das curvas planas, dadas por v =V ( x)

O(x)

p(x)

v(x) o)

V.

Sabe-se que a curvatura pode ser calculada por K (x)=

A
v
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Curvatura de curvas planas

Admitindo a hipdtese de pequenas rotagdes () << |

v
Tem-se amda gue  tan @ = d_ ~ 0 <<1
X

d?v
E logo K(X) ~—— (2)
dx
o | d’v M
Substitumdo (2) em (1) chega-se a uma relagdo entre a sequnda derivada da ~
linha eldstica vi(x) e o momento fetor M(x) d xZ E]

Sob a hipdtese de pequenas rotagdes, € licrito admitir a (qualdade, resultando a

d’v M

dx’> EI

Trata-se de uma equagdo diferencral ordindria de sequnda ordem, com coeficientes

constantes, de integragdo muito simples para as fungdes M(x) usuais, requerendo o
conhecrmento de duas condigdes de contorno, para determinar as constantes de

mtegragdo:

EQUALAO DA LINHA ELASTICA

MAAL
17

AL,

g’} PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares



FPara entendermos melhor essa nomenclatura, vamos considerar, por exemplo, as
derivadas da fungdo polinomial
3 2
f(x)zx +2x°+3x+3

af

A sua primerra derivada € dada por:
dx

3x° +4x+3

2
d f—6x+4

E a sua sequnda derivada: — =
dx
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d’ f
dx’

Suponha-se que ao nvés de f ( x) conhegamos apenas a sequnda derivada
Como podemos fazer para conhecer a fungdo original?
af
f = I — dx+C
dx
onde C & uma constante de integragao.

n+l

j(ax")dx =%+C

A . n
Por exemplo para o mondmio AX  tem-se
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2
d{:6x+4

Aplicando esta regra para nossa fungdo
dx

df [d f}d’ j 6x+4)dx——+4x+(C

2

f:j(z—éjdx:j(3x2+4x+(3)dx=3f +4;C +Cx+D

f=x"+2x"+Cx+D

Para fx) ser integralmente conhecrda, precisa-se conhecer duas “condigdes de
contormo”, por exemplo

{f(0)=3 _ {f<o>=m>=s

S=9 =" +2x*+Cx1+3=9 = (C=3
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Exemplo 1: Determinar o mdximo deslocamento da viga brapoiada
suferta a uma carga uniformemente distribuida.

v(0)=0
/\y p V(f)zo
A R R Y
(0) =0 v)=0 |— =0
| . X dx| _t
- £ >< = | |
> < pl\ ( pt
Bl
o v
Q |-~
2
@ @\M(X) M,, =PT£2 M(X)_%f _p;c
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Exemplo 1 (continuagdo):

Eguagdo da linha eldstica:

dzv_M_l péx_px2
dx> EI EI\ 2 2

2 T—px 3
- szvzl p€x2_& L C
O |-& dc EI\ 4 6
@ @ [m(x)
4
V= : p€x3—& +Cx+D
EI\ 12 24

YV' 417
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Exemplo 1 (continuagdo):

1 (pt , px*
=—[Z=x3—-Z—)+Cx+D
v E1<12x 24 ) 7T
(v(0)=0 v(0) =D =
Condigdes de contorno: Y 1 (p pA p P4
_ ?) = — Cl+D=0
v(0)=0 V() EI<12 24>+ N
33
c=-2
24E]
(x) = 1 (pt , px* pt°
PR TEI\1R2Y T 2a T e
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Exemplo 1 (continuagdo):

Por simetria, vi(x) € mdximo para X=I/2:

, _v(zj; p_f(ﬁj _g(zj“ ﬁ(ﬁj
e 2 EI{ 12\ 2 24\ 2 24 \ 2

v 5 pt
" 384 EI

E usual expressar a flecha mdxima em modulo: 5(? — _ S P a

" 384 EI

p e
R AR AR AR RRRRRRARARRRRRRRAAAAA! p
0 —_
/0, <0 5 6,>0 = i 24E1 ?{ @
C

\ YV>AA411
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Exemplo 2: Determunar o deslocamento e a rotagdo da extremidade livre
da viga em balango sujeita a uma carga uniformemente distribuida:

q
lll1lllllllllllllllllllUlllllllllllllllllllllllllllllll

A§=ﬁ

|

Op :|"B|

gl _q(ﬂ—x)2
- P
g’ gx’
M(x)=—L—yqix-L
(.X') 2 +6[ X 2

e
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Exemplo 2 (continuagdo):
ql’ qx*
2

Momentos fletores: M (x)=—L— 4 gox-
Equagdo da Linha Eldstica: d'v_M(x) 1 (_ ql” glx _q_xz)
dx>  EI  EI 2
Integrando uma vez: 3—; =0(x) = % (— q; et q{)zxz - q23> +C
Condigdo de contorno 9(0)=80,=0 = C=0
=0 =g (- - )

As rotagdes ficam determimadas:
1 2 x% qfx® qx*

S LA S
23 64

Integrando uma sequnda vez: v(x) = &
2
Condigdo de contorno  v(0)=v,=0 = D=0 v(x) = — 2q4xEI (x? — 48x + 6¢%)
A y
| > gt 0 Ve
B:‘VB‘:_ 5:\}6 :q gzeg :q
P
k Vy"i;

HB . . . .
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Exemplo 3: Determinar os deslocamentos e a rotagdo das
extremidades da viga biapoiada esquematizada abaixo, suferta a um
momento concentrado na extremidade A:

M




Exemplo 3 (continuagdo):

Equagdo da Linha Eldstica: d’v — M (x) _M, (x —{ )

dx> EI  EIl

8()_dv_MA x? AT
Integrando uma vez. X) = =\ X

My (x3 £x?
Integrando uma sequnda vez:  V(X) = e\ " 2 +Cx+ D

vy =v0)=D=0

o - M, (€3 3 Myt
Condigdo de contorno: ” _ Ma ( ) L Cl=0> C= 321

6 2

M M
v(x) = 6E;€ (x3 —30x* + 2€2x) 0(x) = F?f (3x% — 6€x + 2¢?)
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Exemplo 3 (continuagdo):

( ?
6(0) = AT
_Ma oo 2 3E]
0(x) = 6EI{’(3x 6€x + 247) 4 » M, ¢
& (4) = ~CE
6(x*) = My (3(x*)? — 6£x* + 2£2) = 0
~ 6EIY B
2 , , . [0,42¢
3(x) 6l +20°=0 = x =
1,58/
2
Vo =v(0,42¢) = 0,064 M,
__MAK
b 6E]
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Superposigdo de Efertos

As hipoteses de pequenos deslocamentos e rotagdes, e equagdo constrtutiva eldstico~linear (Ler
de Hooke) fazem com que nossa teoria de deslocamentos na flexdo também seja linear, sendo

entdo possivel aplicar o principio de superposigdo de efertos:
Oc =0¢,+O0cp
0,=6,,+0,,

O, =05, +0;,

PAA
1,
r

Ay,
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TABELAs DE DESLOCAMENTOS E ROTALOES EM VIGAS

 Vigas engastadas

(" «Deslocamentos transversais:v(x) = v
*Rotagdes: V' (x) =V
p «Deslocamento transversal Oy = |VB|
em B:
' %_ *Rotagdo em B: O = |v' B|
o i Oy L £l = constante
Z.
64
5,=L
8EI
£3
0, =L
6EI
2.
P 2
<x<
y=_P* (6a2 —4ax+x2) (O_ o _a)
24E]
a—l&——p —>]
|e . DX 2 2 (O <x< a)
V= ——(3a —3ax+x )
6E]
3 <x<
T (4x—a) (a<x=?)
Emx=a: 24E1
:_Pa4 ,:_pa3 ,__pa3 (anSK)
8EI 6El ~ 6EI
pa’ pa’
o, = 40 —a 0, =
" 24EI ( ) " 6EI
YV>AA417
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V= (3€+3a—2x)
w 12E]
< === Slé—br—>] :_p_bx(“a_x) (0<x<a)
2FEI
V=—2fE1(x4—4fx3+6€2x2—4a3x+a4) (a<x<Y)
'=—é(x3—3€x2+3£2x—a3) (asx<?)
53 :L(?)f“ —4a3€+a4)
Emx=a: 24E1
2
__pab ’:_M p2] :L 2 —qt
=2 ) YT s 6EI( a')
3
5B:P€
3EI
is
¥ 2FEI
(OSx<a)
(0<x<a)
=—Pa2(3x—a) (a<x<?)
Emx=a 6El
__Pa3 ,__Paz V,__Pa2 (a<x<£)
~ 3El 2EI T 2E
_Pa2 Paz

O = 3=a) G5
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6.
M, M, x° Ve M

g—) Y El
M,

(3 / >l s M 0. -
Y7 * EI
“ M .x? Mx (0<x<
M, N 0¥ y=—0 ( x a)
2FT EI
M a ((1 <x <i,€)
a—e——b—> v=—-""(2x-a
le 2EI( )
Emx=a: :_Moa (a<xgg)
M0a2 ’ Moa El
Ve TR
2EI
5, =M 2 g) g, =M
2FE1 EI

2
&(mﬁ ~10£%x +50x° —x°)

120¢EI
=L (400 6075+ 40 - 1)
24(EI
5 — p0’€4 — [7063
5 30EI 5 24EI

2
M(zoﬁ ~10£%x +x)
120¢E1

=L (8 6+ x)
24(E]

_ 11p0€4 0 — p0€3
5 120EI 5 QEI
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 Vigas simplesmente aporadas

*Deslocamentos transversaisv(x) = v

*Rotagbes: V'(x) =V

*Distdncra entre A e o ponto de O, X

*Deslocamento transversal
mdximo:0,,;,, = |V(X1 )|

«Deslocamento transversal em C

(ponto médio):5. = |VC|
«Rotagio em A:0, = |V’A|
“Rotagio em B:0y =|V |

«El = constante

Z.

P V=— Px (63—2€x2+x3)
w 24EI
e o
< ¢ vl (06 1 4x)
24E]
4 3
c= mm:ﬂ eAngz Pl
* 384EI 24E]
2.
p
JLELELELET TN
m 0 ¢
I%5—>|<—5%|
4
v=—LT (907 24037 +16x°) [ogngj _opL
384FE] 2 ¢ 768EI
P 3 2 3 b4
r—— 90 —720x> + 64 <y<t
V= Saamr o+ 64x’) [O‘x‘zj y _3pt
4 128EI
V= —p—£(8x3 —240x% + 17€2x—€3) Loz
384E1 2 7p0°
B P —
384E]l
v'=—p—€(24x2—48€x+17€2) Lo <y
384E1 2 e,
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3. ,
e a—fe—b—3]
(0<x<a)

(a4 —4a’ 0 +4a’ 0 +2a° x> —dalx’ + €x3)

P
24(E]
v ==L (4"~ 4’0+ 4 + 607" —12alx> + 40x°) (0<x<a)
24(E1
2
v=—LL (04l x+aPx— 60 +25°) (a<x<?)
24(E]
'=—p—az(4£2+a2—12£x+6x2) (a<x</)
24(0E1
paz 2 paz
0,= 20— 6 =— 262_ 2
! 24€EI( @) B 24gE]( a)
Pox (0<x<a)

4. P
y=— (gz_bz_xz)
A 6/El
o Pb (OSxSa)
b 1Y (232 a2
e—a—e——b—  v'=-— (£ -5 -34)
Pab(€+a)

Pab
(+b 0. =
(t+5) 5 6lEI

" GIEI
2 4p2 .2
Sea>b: 5C:Pb(3€ 4b7) Sea<h: 5C:Pa(3€ 4a”)
48E] A8E]
62 _ b2 o Pb(£2 _ b2)3/2
§mdx ==
N
YV>AA411
E

Sea>b: X, =
3

PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares



I< 2 >1< 2 " 16EI
5.5 - Pr ., P
© M ARE] 4 7P 16EI
e p P
Px
v=—@(3a€—3a2—x2) (O<x<a)
a S| P (0<x<a)
lea > l&a '———(aﬂ—a2—x2)
2F1
Pa (a<x£€—a)
=0, =—2 (/-
4 s 2EI( a) v=—ﬁ(3ﬂx—3x2—a2)
7 (a<x£€—a)
a
5.=6 = 30% — 44’
€ T 24EI( @) v'=—ﬁ(€—2x)
2F1
z M
M, v=—"0 (207 ~30x + x°)
(. 6/El
fay N
I / S| v':—%(2€2—6£x+3x2)
2
= jV{Of 69A = jh[og 693 = jkfog _ é 1 ___:ZE{ e (3 = jv{ogz
¢ 6EI 3EI 6EI X = m 9 J3EI
=L (77410074 +3x%)
360/E1
‘=L (704 -300%7 +15x*)
360/E1

3 3 N
P Pty 20,5193¢ e 8,0 = 0,00652 22
45E1 El

_ 5p0€4

© 768EI "' 360EI ] , o ,
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Exemplo 4 — Dimensionar a segdo transversal da viga de maderra (E=10GFa), para
atender ao limite 6 < (/300

a
Nas tabelas pr? 10x6° 6
48x107 x| -
. 12
s ;2 ’
FE_N(_E_)' 614212X3OOX 10X67 :2,7><10_3m4
6 48x10
_ PP
=
48E] a>342,7x107 =0,228m
a>23cm
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