
Análise no domínio 
transformado de 

sistemas LIT



INTRODUÇÃO
Análise no domínio transformado de sistemas LIT



Resposta em freqüência dos sistemas

y[n]=x[n]*h[n]

Y[f]=X[f]H[f]



FUNÇÃO DO SISTEMA (RESPOSTA EM 
FREQUÊNCIA)

Análise no domínio transformado de sistemas LIT



Representação do Sistema por equações de 
diferenças

Possivel modelar um sistema utilizando equações de diferenças

� ��Δ��[�] =

�

���

� ��Δ��[�]

�

���

COMBINAÇÃO DE 
DIFERENÇAS

Pode ser reescrita de uma forma mais usual

� ���[� − �] =
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���

� ���[� − �]
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���



Função do Sistema H(z)

Aplicando TZ, temos

� ��� � − � = � ��� � − �
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� � = � � � � ⇒ � � =
� �

� �

com X(z)≠0 zeros

polos



Função de Transferencia do Sistema H(ꙍ)
• Se a ROC de H(z) incluir o circulo unitário � = ��� podemos 

avaliar H(z) no circulo unitário resultando em uma RF

Vetor no plano complexo Z de que vai do zero zl até 
o circulo unitário � = ���

Vetor no plano complexo Z de que vai do polo pk

até o circulo unitário � = ���

São produtos de tamanhos de vetores!

Magnitude

Fase
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roots, poly, zplane, freqz, impz

• roots determina raízes de um polinômio

• poly obtém os coeficientes de um polinômio a partir de suas 
raízes

• zplane(b,a) faz um gráfico de polos e zeros dados os vetores b
e a



roots, poly, zplane, freqz, impz

• freqz

• impz



Exemplo
a)

Considere o sistema causal 
� � = �. �� � − � + �[�]

a) Determine H(z) e 
esquematize seu diagrama 
de polos e zeros

b) Faça o gráfico de |�(���)|
e ∠ �(���)

c) Determine a RI h[n]



Exemplo
b)

Considere o sistema causal 
� � = �. �� � − � + �[�]

a) Determine H(z) e 
esquematize seu diagrama 
de polos e zeros

b) Faça o gráfico de |�(���)|
e ∠ �(���)

c) Determine a RI h[n]



Exemplo
c)

Considere o sistema causal 
� � = �. �� � − � + �[�]

a) Determine H(z) e 
esquematize seu diagrama 
de polos e zeros

b) Faça o gráfico de |�(���)|
e ∠ �(���)

c) Determine a RI h[n]



RELAÇÃO ENTRE AS REPRESENTAÇÕES DE 
SISTEMAS
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ESTABILIDADE E CAUSALIDADE DE SISTEMAS LTI
Análise no domínio transformado de sistemas LIT



Sistemas Realizáveis

• Sistemas ESTÁVEIS e CAUSAIS são chamados REALIZÁVEIS

Estabilidade
Um sistema LTI é dito estável se a ROC de H(z) contém o circulo
unitário

Causalidade
Um sistema LTI causal é estável se possuir todos os pólos inseridos
no círculo unitário.



Exemplo
a)

Considere o sistema descrito pela 
seguinte equação de diferenças 
� �
= �. ��� � − � + � � − �[� − �]

Determine 

a) A função do sistema H(z) 

b) A RI h[n]

c) A resposta ao degrau, s[n]

d) A RF �(���). Faça o gráfico de 
|�(���)| e ∠ �(���) no 
intervalo 0 ≤ � ≤ �

Sistema causal, ROC é o 
complemento do disco



Exemplo
b)

Considere o sistema descrito pela 
seguinte equação de diferenças 
� �
= �. ��� � − � + � � − �[� − �]

Determine 

a) A função do sistema H(z) 

b) A RI h[n]

c) A resposta ao degrau, s[n]

d) A RF �(���). Faça o gráfico de 
|�(���)| e ∠ �(���) no 
intervalo 0 ≤ � ≤ �



Exemplo
Considere o sistema descrito pela 
seguinte equação de diferenças 
� �
= �. ��� � − � + � � − �[� − �]

Determine 
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b) A RI h[n]

c) A resposta ao degrau, s[n]

d) A RF �(���). Faça o gráfico de 
|�(���)| e ∠ �(���) no 
intervalo 0 ≤ � ≤ �

c) s[n]=h[n]*u[n] é a resposta do 
sistema quando a entrada é o 
degrau

S(z)=H(z)U(z)

S(z)=H(z)U(z)=

s(n)



Exemplo
Considere o sistema descrito pela 
seguinte equação de diferenças 
� �
= �. ��� � − � + � � − �[� − �]
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d) A RF �(���). Faça o gráfico de 
|�(���)| e ∠ �(���) no 
intervalo 0 ≤ � ≤ �

d) Substituindo � = ���em H(z)
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SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIFERENÇAS
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Solução da equação de diferenças

Solução particular e solução homogênea

• Analogia com equações diferenciais 

Com base nas condições iniciais

• Em PDS as equações de diferenças estão na direção 
positiva n≥0

• Transformada Z unilateral

�[�] = ��[�] + ��[�]



SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIFERENÇAS
Análise no domínio transformado de sistemas LIT

Resposta Homogênea e Resposta Forçada



Amostras
passadas y[n]

Solução da equação de diferenças

Isolando a0y[n]

� ���[� − �] =

�

���

� ���[� − �]

�

���

Quem é y[n]???

�[�] =
1

��
� ���[� − �] − � ���[� − �]

�

���

�

���

x[n]



Solução da equação de diferenças

• Importante lembrar que as equações de diferenças
descrevem OS SISTEMAS e não o sinal

Dependendo do sinal x[n] a saída y[n] será diferente

Para sinais realimentados amostras iniciais influem na resposta –
CONDIÇÕES INICIAIS

CI + eq. de diferenças = analogia com equações diferenciais



Solução da equação de diferenças

• Em sistemas realimentados podemos falar de:

– Resposta natural

– Resposta Particular (forçada)

Parcela da resposta devido às condições iniciais

Resposta do sistema a uma entrada nula

Parcela da resposta devido ao sinal de entrada x[n]

�[�] = ��[�] + ��[�]



Solução da equação de diferenças

Resposta Natural

� ���[� − �]

�

���

= 0�[�] = −
1

��
� ���[� − �]

�

���

Depende apenas de valores iniciais

�[�] =
1

��
� ���[� − �] − � ���[� − �]

�

���

�

���

0



Solução da equação de diferenças

Resposta Natural

� ���[� − �]

�

���

= 0

Podemos relacionar a eq. com um polinômio em z, chamado
polinomio caracteristico

� �����

�

���

= 0 N raízes



Solução da equação de diferenças

Resposta Natural

• Podemos relacionar a eq. com um polinômio em z, chamado
polinômio caracteristico

• As constantes Ak são calculadas a partir das condições
iniciais

• N eq e N incognitas

� �����

�

���

= 0 N raízes ��[�] = � ����
�

�

���



Exemplo 5
Dada a eq. de diferenças
homogênea abaixo com 
condição inicial y[-1]=1. 
Obtenha y[n].

�[�] −
1

2
�[� − 1] = 0

� � =
1

2���
�[�]



Exemplo 6
Dada a eq. de diferenças
homogênea abaixo com 
condição inicial y[-1]=-1 e 
y[-2]=1. Obtenha y[n].

�[�] − �[� − 2] = 0

� � = (−1)��[�]



Solução da equação de diferenças

Resposta Forçada

• Obtida quando a sequencia de entrada é diferente de zero e 
as condições iniciais são todas nulas

• Sem realimentação

�[�] = � ���[� − �]

�

��� É uma convolução

�[�] =
1

��
� ���[� − �] − � ���[� − �]

�

���

�

���



Solução da equação de diferenças

�[� =
1

��
� ���[� − �] − � ���[� − �]

�

���

�

���

� � = �� � + ��[�] Depende das CI
Relacionada aos polos do sistema

Depende do sinal de entrada
Relacionada aos polos da entrada



Exemplo
Considere o sistema descrito pela 
seguinte equação de diferenças 

� � − � � − � + �. �� � − �
= � �

Determine 

a) A RI h[n] e faça seu gráfico para 
n=[-20:100]

b) A resposta ao degrau, s[n], para 
n=[-20:100]

a) h[n]

b) s[n]
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SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIFERENÇAS
Análise no domínio transformado de sistemas LIT

TZ unilateral



A Transformada Z Unilateral

Aplica-se a sinais de sistemas causais

É definida como � � = � � � ���

�

���

As transformadas Z Unilateral e Bilateral são equivalentes para sistemas
causais.

A transformadas Z Unilateral satisfaz as mesmas propriedades da Transformada Z
Bilateral, com exceção da propriedade de deslocamento no tempo.

Pode ser utilizada na representação de equações de diferenças.



A Transformada Z Unilateral

Deslocamento no Tempo

Admitamos que , onde � � = � � � ���

�

���

é a transformada Z unilateral de x[n].

A transformadas Z Unilateral de w[n] é definida de maneira semelhante, isto
é

� � = � � − 1

� � = � � � ���

�

���



A Transformada Z Unilateral

Deslocamento no Tempo

Expressamos W(z) como uma função de X(z) com segue:

� � = � � � − 1 ���

�

���

  = � −1 + � � � − 1 ���

�

���

  = � −1 + � � � �� ���

�

���

  = � −1 + ��� � � � ���

�

���

  = � −1 + ���� �



A Transformada Z Unilateral

Deslocamento no Tempo

Para um retardo k, isto é , temos que� � − �

� � = � −� + � −� + 1 ��� + ⋯ + � −1 ����� + ���� � ,  � > 0

Para um adiamento k, isto é , temos que� � + �

� � = −� 0 − � 1 ���� − ⋯ − � � − 1 � + ��� � ,  � > 0



Exemplo 14 
Considere o sistema descrito pela 
equação de diferenças

Encontre a saída se a entrada for � � =
� � e se a condição inicial for� −1 = 2

� � − 0,9� � − 1 = � �



Exemplo
Considere o sistema descrito pela 
equação de diferenças

Encontre a saída se a entrada 
for � � = � � e se a condição 
inicial for� −1 = 2

a)

� � − 0,9� � − 1 = � �

Depende da entrada

H(z)

Depende das 
condições 
iniciais
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Exemplo
Resolva

Com � � = (
�

�
)�� �  e 

� −1 = 4 e � −2 = 10 .

Aplicar a TZ unilateral nos dois lados 
da igualdade

Substituindo as CI e reorganizando

� � −
3

2
� � − 1 +

1

2
� � − 2 = � � , � ≥ 0

X(z)

H(z)

XCI



Exemplo
Resolva

Com � � = (
�

�
)�� �  e 

� −1 = 4 e � −2 = 10 .

Usando expansão em frações parciais

Fazendo a transformada inversa

� � −
3

2
� � − 1 +

1

2
� � − 2

= � � , � ≥ 0



Exemplo
Resolva

Com � � = (
�

�
)�� �  e 

� −1 = 4 e � −2 = 10 .

No MATLAB

� � −
3

2
� � − 1 +

1

2
� � − 2

= � � , � ≥ 0

X(z)

H(z)

XCI

b=[1]; a=[1,-3/2,1/2];

XCI



Formas da solução

Solução homogênea e solução particular Resposta transiente e resposta estacionária

� � = 0 � � ≠ 0

Polos relativos ao 
sistema

Polos relativos à 
entrada

Polos dentro do 
circulo unitário

Polos no circulo 
unitário



Formas da solução

Respostas Zero-state (CI nulas) e Zero-input 
(x[n] nula)

Calcular a TZ inversa de cada uma dessas 
partes

Xic[n]=[1,-2]

XIC(z) equivale a uma entrada referente às CI 


