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Transformada Z

INTRODUCAO



Introducao

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

o0

X(@)=X(") =Y 2n @

n=—00

Sendides complexas de mddulo 1

* Funciona para x[n] limitada, somavel

* N3o permite lidar com sinais nao limitados



A Transformada Z

X(z)= Zx[”]z_n com z=re’”

n=—0o0

o J

* Ao invés de falar em sequencia somavel

falaremos em regiao de convergencia (ROC do

ingles, ou RDC)



Transformada z

« Circunferéncia unitaria no plano z complexo

slide 308

Circunferéncia unitaria

Im Plano z
z=el®

Ao

Oppenheim - Schafer

Processamento
em tempo discreto

32 edigao

© 2013 Pearson. Todos os direitos reservados.



* Seja [x[n] = a"u[n]} Calcule sua transformada Z.
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e Seja x[n]=-a"u[-n-1] . Calcule sua transformada Z.
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LATERAL ESQUERDA
| x[n] = —a"u[—n — 1]
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A Transformada Z

Forma usual da transformada Z

X(Z)

M

-1 —
_bytbz +-+byz OU X(z)=22
a, +a,z” -|-°'°-|-ClNZ_N

TT(-cz")
b k=1
N
“o H(l—dkz_l)
k=1

* Os coeficientes c,s sao raizes do numerador,

sendo denominados zeros de X(z).

* Os coeficiente d, s sao raizes do denominador,

sendo denominados de polos de X(z).




A Transformada Z POLTNOWMTOS

XZ-5%+@

Forma usual da transformada Z

M » FORMA FATORADA
H(l—ckz )
by+bz" +--+b,z7" by
X(z)=2t2Z TP oy |X(2)=—5 - (-2) (x-3)
a,+az +--+ayz OH(I—de ) \/
k=1

* Os coeficientes c,s sao raizes do numerador, raizes
sendo denominados zeros de X(z).

* Os coeficiente d,s sao raizes do denominador,
sendo denominados de polos de X(z).




Descreva a localizacao dos pélos e zeros de X(z) no plano Z.

~ Zeros

Z

X(z)=

Re{z}

e Zeros: z=0
* Polos: z=a

planoz



Exemplo 4

* Encontre os zeros e polos de

): 1-2z7"' 4272

1—z7?

X(Z

>> format rat
>> d=[1 -2 1];
>> roots (d)

ans =

1
1

>> e=[1 0 -1];
>> roots (e)

ans =




Transformada Z

PROPRIEDADES DA ROC



Propriedades da Regiao de Convergéncia

1.A regido de convergéncia nGo deve conter nenhum polo e tem
simetria circular.

—Prova: Se d é um polo, entao |X(d)|]=o=, de modo que a
transformada z nao converge no padlo.

, Hl-a=)

X(Z): 0 1

% ﬁ(l—dkz_l)

k=1




Propriedades da Regiao de Convergéncia

2.A regido de convergéncia de um sinal de
duracgio finita inclui o plano Z inteiro, com
excecdo, possivelmente, de z=0 e/ou z=o°.

o0

Somavel X(Z) _ Zx[n]z_"

n=—00



5. Calcule a transformada Z de 0[n]

6. Calcule a transformada Z de 6[n-k]



Exemplo 5

5. Calcule a transformada Z de 6[n]




Exemplos 6

6. Calcule a transformada Z de 6[n-k]




Propriedades da Regiao de Convergéncia

3. Uma sequéncia lateral direita (nzn,) tem
como regido de convergéncia o complemento
de um disco centrado na origem, com valores
de z tais que [z[>r,

Im
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e Calcule a transformada Z de x[n] e analise a regiao de
convergéncia

x[n]= %u[n] + Lnu[n]
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Propriedades da Regiao de Convergéncia

4. Uma sequéncia lateral esquerda (n<n,) tem
como regiGo de convergéncia um disco
centrado na origem, com valores de z tais

que [z[<r,

(b)



e Calcule a transformada Z de x[n] e analise a regiao de
convergéncia

x[n]= —%u[—n —1] —%u[—n —1]



Exemplo 8

12l > lal
|2 < |a|



Exemplo 8
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Propriedades da Regiao de Convergéncia

5. Uma seqiiéncia infinita (definida para todo o
tempo discreto) tem como regiGo de
convergéncia um anel centrado na origem,
com vAa/ores de z tais que r,<[z|[<r,

Im

% . X(z)= 3 ol
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e Calcule a transformada Z de x[n] e analise a regiao de
convergéncia

x[n]= —%u[—n —1]+ %u[n]
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Pares de transformada Z

TABLE3.1 SOME COMMON z-TRANSFORM PAIRS
Sequence Transform ROC
1. 8[n) 1 All z
1
2. un) T Izl > 1
1
3. ~u[-n-1) = 14 <1
4. 8[n—m] o All z except 0 (if m > 0)
oroo (if m < 0)
- 1
5. a"u[n) —_ 12l > lal
Y 1
6. —a UI—H - ll m_—’ I2z] < |a|
-1
n az
7. na"uln) (—a Ty 12l > |al
-1
Pul—n - —_—
8. —na"u[-n - 1) YR I12| < |a}
9. [coswonjuln} L feoseo” e > 1
e 1 - [2coswolz—! + 2-2
. [sin wo)z ™"
10. [sin wonu(n] T Roosmo)e T2 Iz > 1
. 1 - [rcoswp)z™!
11. [r" cos won)u(n] =Dremale A Izl >r
P [’dnmlt-l
e 1 = [2rcosawg)z~! +riz-? i >r
@ 0<nsN-1, 1-a"z¥
= {o. otherwise TarT =0




Transformada Z

PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z



Propriedades da Transformada Z

 ADTFT é aplicavel somente a sistemas estaveis, enquanto que
a TZ se aplica a sistemas em geral, seja ele estavel ou nao.

e Varias propriedades da DTFT se aplicam também a
transformada Z, uma vez que esta é a generalizacao da DTFT.



Propriedades da Transformada Z

Nas propriedades apresentadas a seguir, supomos que

Z
x[n](—) X(z) com regiao de convergéncia Rx.

€ Z
y[n]e>Y(z) com regido de convergéncia Ry.



Propriedades da Transformada Z

Linearidade
ax|n]+ by[n](i) aX(z)+bY(z)

com regiao de convergéncia igual a no minimo RxNRy.



Considere a seqliéncia  x|n|= (l)u[n]—ilju[n]

2 3
1 2

VA 1 1

ax[n]+ by[n](—)aX(z)+ bY(z) X, (z)= 4"1— X, (2) = A4 1
1-—z" 1-—z™

RxNRy 2 3

4 4

ROC \4>5 M>§

1 | |
2] 75 MY | >§ » 2| > 5 A ROC nao pode conter
zeros e polos



Propriedades da Transformada Z

Deslocamento no tempo
Zix[n—k} =z"X(2)

com regiao de convergéncia Rx pode sofrer alguma

alteracdo pois z* pode acrescentar um polo ou
cancelar um zero

Muito usado, atraso simples em uma

-1
z amostra




11.Considere a sequencia x[n]=u[n-N]. Verifique
qual é a ROC. Discuta o resultado com base
na TZ de u[n].

12.Considere a sequencia y[n]=u[n] - u[n-N].
Verifique qual é a ROC.



Propriedades da Transformada Z

Reversao no Tempo (Reflexao)
VA
x[— n](—) X(Z_l)

ROC igual a 1/Rx.

Se Rx tem a forma 7 <\z‘ <r, ,entdo, ao fazer z=z71,

temos que

r<1fl|<r, ou %42\{1



13.Calcule a TZ de x[n]=-u[-n-1] utilizando a TZ de u[n] e as
propriedades da TZ
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TABLE3.1 SOME COMMON z-TRANSFORM PAIRS
Sequence Transform ROC
1. 3[n] 1 All z
1
2. uln] = Izl > 1
1
3. —u[-n-1) = 14 <1
4. §[n —m] B All z except 0 (if m > 0)
. oroo (if m < 0)
S. a u[n] m 12l > lal
1
- n - - ——
6. —=a"u[-n-1} e 12| < |al
= az™!
7. na"u[n) _——(l—c:")z 12l > |al
1
. az
8. —na"u[-n-1) m |2l < |a}
1 — [coswg)z™!
el T-Rcoswolz—! + 22 |>1
. [sin wg)z~*
10. [sin won)u(n) =Bl loet Iz >1
R 1~ [rcoswo)z!
11. [r" cos won]uln) T=Dronalc i 12| >r
- r sin wo)z~!
12. [r" sin wonjuln) I = [ omanlc T+ e 12l >r
a", 0<nsN-1 1-a"¥
13. {0. otherwi l-—az" Izl >0




Sumario de propriedades da TZ

TABLE3.2 SOME z-TRANSFORM PROPERTIES

Section
Reference Sequence Transform ROC
x[n] X(2) R
xi[n] Xi(2) R,
x2[n] Xa(2) R,
341 axy[n] + bx:[n) aX)(z) + bX2(2) Contains Ry, N Ry,
342 x[n - ng) 7" X(2) R . except for the possible
addition or deletion of
the origin or oo
343 2x[n) X(z/z0) 1zol Ry
344 nx|n) —zd':(z) R .. except for the possible
: addition or deletion of
the origin or oo
345 x*[n] X*(z*) R
1 .
Relx[n]} EIX(z) + X*(z") Contains R,
Jmix[n]} zl’,IX(z) — X*(z*)] Contains R,
346 x*[=n] X*(1/z%) 1/R;
347 xy[n) = x2|n) Xi1(2) X2(2) Contains Ry, N Ry,
348 Initial-value theorem:

x[n]=0. n<0

lim X(z) = x[0]
=00




