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Capitulo 7

Probabilidade e estimacao

Neste capitulo, vamos construir métodos de analise aplicaveis aos dados obtidos
em experimentos de laboratorio com base em critérios interpretados no quadro
da Teoria da Probabilidade, que foi apresentada no capitulo anterior. Assim,
como nenhuma fungao dos dados (estatistica) permite obter o valor verdadeiro
da grandeza observada, apenas estima-lo, os critérios de escolha da estimativa
dtima estarao associados & maneira como ela (estimativa) se distribui ao longo
de uma sequéncia de medidas.

Comecaremos por atribuir um significado ao termo probabilidade que se
aplica aos experimentos comuns e é tao concreto quanto possivel. Nos de-
teremos um pouco na interpretagao bayesiana do Teorema de Bayes, tanto
para permitir seu uso nas situagoes em que ela cabe, quanto para evitar usa-la
involuntaria ou desnecessariamente.

Com o conceito de flutuacao estatistica, podemos dizer que um método é
bom quando retorna valores em torno do valor verdadeiro, as vezes maior, as
vezes menor. Essa é a idéia basica contida no critério da nao-tendenciosidade,
que discutiremos na se¢ao 7.8. Infelizmente, nem sempre é possivel encon-
trar um método com essa propriedade, de modo que discutiremos primeiro o
critério da consisténcia (secao 7.6): o estimador permitiria calcular o valor
verdadeiro se usado em uma medida que se efetuasse com esforco ilimitado,
com a obtencao de infinitos dados. Essa é uma caracteristica muito mais do
estimador, enquanto maneira de estimar, que das estimativas que obteremos
na realidade, onde o ntimero de dados sera finito.

Os dois critérios acima podem ser preenchidos por dois ou mais estimadores,
de modo que é preciso ordenar as varias possibilidades com base em algum
indice. Assim, o melhor método é aquele que, para uma medida com um certo
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216 CAPITULO 7. PROBABILIDADE E ESTIMACAO

niumero de dados, resulte na estimativa de menor incerteza. Esse é o critério
da eficiéncia, discutido na secao 7.9.

Um quarto critério, a robustez, corresponde a independéncia do estimador
em relagao ao comportamento estatistico dos dados, mas nao o discutiremos
aqui. O uso da estatistica nao-paramétrica, da qual falamos um pouco na
secao 1.11, é recomendado quando nao se pode ou nao se deseja conhecer a
forma da funcao de probabilidade das observacoes.

Neste capitulo, portanto, estabeleceremos critérios para qualificar os es-
timadores e discutiremos a existéncia de métodos otimos, em um sentido
aceitavel, enquanto nos seguintes mostraremos as condi¢oes nas quais os esti-
madores habituais tém essas propriedades.

7.1 Algumas definicoes de probabilidade

A ligacao entre o universo dos fenomenos mensuraveis com a Teoria que vi-
mos no capitulo precedente pode, em principio, ser estabelecida por qualquer
método que siga as regras la desenvolvidas. Nesta secao, apresentaremos as
abordagens mais usadas: eventos equiprovaveis, probabilidade como frequéncia
relativa e probabilidade como grau de confianca relativa, todas compativeis
com a Teoria da Probabilidade.

7.1.1 Eventos Equiprovaveis

Uma hipétese valida em certos casos € a de todos os eventos de um espaco amos-
tral serem equiprovaveis. Por exemplo, se um dado, desses usados em jogos,
nao apresenta defeitos — tem massa distribuida uniformemente, faces planas,
arestas iguais e todas as demais caracteristicas que o facam ser simétrico em
relacao a todas as faces — e é lancado de forma totalmente aleatoria, entao a
probabilidade de qualquer uma das faces cair “para cima” é igual as outras.
Nessas condigoes, todos os seis eventos possiveis sao equiprovaveis.

Outro exemplo € o sistema de trés detetores de radiacao do capitulo ante-
rior, com um arranjo simétrico como ilustra a figura 7.1, em que cada detetor
cobre um gomo de 120° de uma esfera, no centro da qual estd uma fonte ra-
dioativa, que emite radiacao de forma totalmente isotrépica. Essas hipdteses
garantem que os eventos: {o detetor a foi ativado}, {o detetor b foi ativado}
e {o detetor c foi ativado} sao igualmente provaveis.
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N

Figura 7.1: Sistema de trés detetores na forma de gomos idénticos que formam
uma esfera. Uma fonte radioativa, que emita radiacao de forma isotrépica, vai
gerar eventos de detecao com mesma probabilidade em cada um dos gomos.

Uma vez identificados os eventos equiprovaveis, podemos determinar a pro-
babilidade de outros eventos relacionados com eles. Por exemplo, a partir do
conhecimento de que as diferentes faces de um dado podem cair para cima
com chances iguais, podemos deduzir as probabilidades dos valores possiveis
da soma das faces quando jogamos um dado duas vezes. Noutro exemplo,
considerando o sistema dos trés detetores, concluimos que a probabilidade da
radiacao disparar o detetor b ou c é duas vezes maior que a do detetor a ser
acionado.

Em ambos os exemplos, o exame das condicoes permite concluir que os
eventos considerados sao equiprovaveis, o que tanto fornece uma definicao de
probabilidade como permite o calculo das probabilidades de certos eventos
compostos. Em geral, porém, hé limitacoes praticas nessa abordagem, pois
nem sempre o sistema em analise é simétrico sob todos os aspectos relevantes
e, caso o espaco amostral seja infinito, ela nao se adapta, mesmo que os eventos
sejam enumeraveis.

Vamos elaborar um pouco mais o exemplo do detetor da figura 7.1, na condigao
do capitulo precedente, em que a fonte de radiacdo emitia duas radiacoes si-
multaneamente, o que da origem ao espaco amostral da Tabela 6.1, que numera
os eventos para facilitar sua identificagdo. Nesse caso, a hipdtese de eventos
equiprovéveis significa a atribuigdo de uma probabilidade 6 = 1/N = 1/9 a
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cada um dos N = 9 eventos que formam o espago amostral. Vamos estabelecer,
a partir de principios fisicos, a equiprobabilidade dos eventos.

O sistema de detetores é simétrico por rotagao de 120° em torno do eixo.
Assim, uma rotagao de 120° em torno do eixo no sentido b — a transforma o
evento 4 no evento 8, o evento 2 no evento 1 e assim por diante. Uma rotagao
de 240° transforma o evento 4 no 6, o 2 no 3, ... . Nao ha, porém, nenhuma
operacao que transforme os eventos 1, 2 ou 3 em qualquer dos eventos 4 a
9. Concluimos, entao, que os eventos 1 a 3 sdo equiprovdveis e os eventos 4
a 9 também sdo, mas nao hd uma razao fundamental para que todos sejam
equiprovaveis. Na Tabela 6.3 do capitulo precedente, chamamos de x a proba-
bilidade dos eventos 1 a 3 e de ¢, a dos eventos 4 a 9 — essa era a construcao
II. A construgdo 1 correspondia a situagdo x = ¢. Na secdo 6.5, vimos que,
na construcao I em que todos eventos eram equiprovaveis, o evento “detecao
de G no detetor a” era independente do evento “detecao de g no detetor b”,
enquanto que, na construgao II, x # ¢, esses eventos eram dependentes. As-
sim, a hipdtese de eventos equiprovaveis é aceitdvel se a emissao de um gama
numa certa direcao nao influi na diregao de emissao do outro. Uma experiéncia
que meca a frequéncia relativa dos eventos da tabela 6.3 permite determinar
a existéncia dessa propriedade. Alids, as leis fisicas determinam que os dois
gamas sao emitidos independentemente em certas situagoes particulares, mas
X # ¢ €é mais comum.

7.1.2 Probabilidade como frequéncia relativa

Interpretar probabilidade como o limite da frequéncia relativa do evento numa
série infinita de observagoes, como fizemos na secao 1.1,

p= lim — | (1.1)

¢ compativel com os axiomas basicos da Teoria da Probabilidade. Esta in-
terpretagao é bastante intuitiva depois que o(a) experimentador(a) se habitua
com o fenomeno da flutuacao estatistica dos resultados das suas medigoes e é
bastante adequada a andlise de experimentos em Laboratorio, na maior parte
das vezes.

7.1.3 Probabilidade como grau de confianca ou crenca
relativa
Nesta interpretagao, ha duas possibilidades, uma dita légica ou objetiva, ou-

tra pessoal ou subjetiva. Nao vamos detalhar aqui as diferencas entre essas
possibilidades.
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Para fenomenos que nao se repetem, a probabilidade s6 pode representar
um grau de crenca. Neste caso, todas as possibilidades sao condicionais, dado
o conhecimento (uma hipétese H) e um evento observado (o conjunto de dados
que constitui a medida, {z;}), que designaremos por A. Assim, a probabilidade

P(A| H)

descreve a extensdao em que a hipdtese implica no evento A. Essa é uma
afirmagcao légica (H = A) que é verdadeira ou falsa, a probabilidade sendo o
grau de crencga na sua veracidade.

Embora nao nos alonguemos na discussao, a interpretacao do resultado final
de uma medida pode ser efetuada dentro deste quadro. Como acreditamos que
a grandeza fisica tenha um valor verdadeiro, o intervalo apresentado ou contém
ou nao contém esse valor verdadeiro, mas, nem por isso, atribuimos a esses
intervalos uma probabilidade igual a 100% ou igual a 0%, simplesmente porque
nao ha maneira de saber o que acontece. Afirmamos que um dado intervalo
contém o valor verdadeiro da grandeza com uma certa probabilidade o, que é o
nivel de confianca que definimos no capitulo 5. Na interpretacao frequencista,
este nivel de probabilidade corresponde a fracao de vezes que acertaremos o
resultado, na repeti¢ao (infinita) da medida. A idéia de repeti¢ao da medida
¢ natural nas ciéncias da natureza — ninguém acredita em um experimento
que nao possa ser repetido — mas, em uma situacao impossivel de repetir
— a erupcao do vulcao Etna no ano que vem ou o lancamento de uma nave
tripulada rumo a Alfa Centauro no século XXX — a probabilidade « atribuida
a intervalos de confianca das grandezas medidas corresponde ao grau em que
acreditamos que o intervalo contenha o valor verdadeiro, numa escala de 0
a 1. Nos exemplos mencionados, grandezas como a quantidade de matéria
expelida pelo vulcao Etna e o nimero de seres humanos que alcancariam Alfa
Centauro sao variaveis aleatérias que podem ser previstas, mas que nao serao
observadas uma segunda vez.

7.2 Teorema de Bayes

Consideremos um espaco amostral €2 e um conjunto By, Bs, ..., By de eventos
definidos sobre €2, exclusivos e exaustivos (os B; formam uma parti¢ao de (2,
veja se¢ao 6.3), e tomemos dois eventos X e Y quaisquer. Usando os resultados
e defini¢oes do capitulo anterior, podemos deduzir que

P(XNY)=P(X|Y)P(Y)
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e Y P(XNB)=P(X)

Vamos agora realizar uma medida e supor que ela resulte no evento A e definir
uma hipdétese H, que também corresponda a um evento. Para um determinado
evento B, da particao definida acima, podemos verificar que

P[B,N(ANH) =P(B, | AnH)-P(ANH) . (7.1)

Podemos trocar A e B, de posicao — é a mesma interseccao de conjuntos — e
reescrever a probabilidade em termos de outra probabilidade condicional,

P[AN(B,NH)|]=P(A| B NHPB,NH) . (7.2)

Como as probabilidades dos membros esquerdos das expressoes (7.1) e (7.2)
sao identicas, deduz-se que

P(B, | ANH)-P(ANH)=P(A| B,NnH)-P(B.NH)

O segundo fator de cada membro da expressao acima também pode ser reescrito
como uma probabilidade condicional,

P(ANH)=P(A|H)P(H) (6.8) reformulada,
e, como P(H) aparece em ambos os membros e nao é nula, chega-se a
P(B, | ANH) - P(A| H) = P(A| B,nH)- P(B, | H) .
que pode ser reescrita como

P(A| B,nH)P(B, | H)
P(A| H)

P(B,|ANH) =
Esse é o teorema de Bayes.

7.3 Teorema de Bayes: interpretacao bayesi-
ana

Na relagao (7.3), se B corresponde ao parametro que pretendemos medir, B,
corresponde a um valor possivel desse parametro. O evento A é a medida e
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H ¢é a hipétese, que engloba todas as caracteristicas da medida que a experi-
mentadora acredita verdadeiras, por exemplo, a f.d.p. dos dados é gaussiana.
Assim, P(B, | H) é a probabilidade a priori de B, ser o valor verdadeiro da
grandeza dentro da hipdtese considerada; P(B, | AN H) ¢é a probabilidade
a posteriori e P(A | B, N H) é a funcao Verossimilhanga, que ja conhecemos
(se¢do 4.1). Se definimos um “espago amostral de hipéteses” acerca do valor
da grandeza fisica e a cada valor possivel da grandeza medida atribuimos uma
certa probabilidade de observagao por meio da medida efetuada, o teorema
expresso pela relagao (7.3) permite recalcular essas probabilidades de maneira
que incluam a informagcao obtida pela medida efetuada. Assim, P(B, | ANH)
é o grau de confianca do experimentador quanto a B, ser o valor verdadeiro
da grandeza.

Quando os parametros sao grandezas continuas, devemos substituir as pro-
babilidades por f.d.p.s. Se 8 for usado como parametro continuo e valor ver-
dadeiro da grandeza, L representa a funcao verossimilhanca, e a medida A é o
conjunto de dados {z;}, o Teorema de Bayes fica

90 [ {wi}, H) o< f(O | H) - L{i} | 0, H) (7.4)

onde g(f) e f(0 | H) sao fungoes densidade de probabilidade a posteriori e a
priori, respectivamente.

O Teorema de Bayes fornece f.d.p.s a posteriori legitimas toda vez que a
f.d.p. a priori for legitima, ou seja, se f estiver de acordo com os axiomas
da Teoria da Probabilidade, a relagao (7.4) fornecerd g também de acordo,
onde ¢ incluird a informacao obtida por meio de {z;}. A férmula (7.4) é
um resultado légico dedutivel na Teoria da Probabilidade e inquestionével,
como deve ter ficado claro pela deducao. A dificuldade no seu uso esta nos
critérios de construcao da f.d.p. a priori e é acerca da possibilidade ou nao de
obter-se uma f.d.p. a priori objetiva que deve centrar-se a preocupacao do(a)
experimentador(a).

Na maior parte dos experimentos em Fisica, supoe-se que nada se conhece
previamente ao experimento. Nesses casos, o Postulado de Bayes corresponde
a admitir que todas as hipoteses sao equiprovaveis, o que frequentemente cor-
responde a utilizar f=constante. Neste caso, passa-se a interpretar a fungao
Verossimilhanca como a f.d.p. do parametro que se pretende medir por meio
de {z;}. E pela dificuldade em arranjar-se uma justificativa légica para o
Postulado de Bayes ou em escolher-se uma f.d.p. a priori que nao é comum
utiliza-lo. Quem quiser verificar as possibilidades dessa aplicacao Bayesiana
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do Teorema de Bayes na andlise de experimentos em fisica, pode consultar os
artigos [Helene 83], [Helene 84], [Helene 91b] e também [Escoubes|. Para uma
discussao abrangente, veja o livro [Kendall, vol 1, cap.7 e 8].

7.4 Procedimento que adotaremos

O procedimento geral serd usarmos o Método da Maxima Verossimilhanca ou
dos Minimos Quadrados para descobrir uma estatistica que estime o parametro
de interesse. Em seguida, verificaremos se esse estimador obedece os seguintes
critérios:

i) Consisténcia.
i1) Nao tendenciosidade.
i7i) Eficiéncia.

Procuraremos delinear completamente as situagoes onde esses métodos (Méxi-
ma Verossimilhanga e Minimos Quadrados) tém essas propriedades desejadas.

Veremos que a funcao Verossimilhanca desempenha um papel importante
no estudo das propriedades dos estimadores. Com frequéncia, poderemos obter
respostas completas ao adotarmos uma hipdtese apenas acerca da f.d.p. dos
dados, seja da sua forma, seja de algum dos seus parametros. Poderemos
estabelecer o comportamento estatistico das estimativas, ou seja, verificar como
elas se distribuem, sem necessidade de ter qualquer informacao a priori acerca
do valor verdadeiro da grandeza medida. Muitas vezes, porém, nao obteremos
respostas tao completas quanto seriam obtidas se utilizassemos a interpretacao
da funcao Verossimilhanca dada pelo Postulado de Bayes. A razao de nao
aderirmos sistematicamente ao postulado de Bayes é que, normalmente, sua
utilizagao produz resultados que sao considerados subjetivos.

7.5 Estimadores e estimativas

Em toda a discussao que segue, vamos supor a inexisténcia de erros de medida
sistematicos. Se existem interferéncias nao aleatérias, pode-se deduzir muito
pouco a respeito das grandezas que procuramos encontrar. Suporemos também
que a medida se destina a determinar uma tinica grandeza, ou seja, limitaremos
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a discussao ao caso em que a f.d.p. dos dados é conhecida a menos de um
parametro 6. A medida serd um conjunto de dados {zi, x2, ..., xy}.

Uma estatistica t (ou ty, como simbolizaremos frequentemente para dei-
xar claro quantos dados entram em sua determinacao) é uma funcao cujas
Unicas variaveis aleatérias sao os dados x1, ...,z y, portanto t = t(xy, ..., xy).
Distinguiremos o estimador, que é o método de obter estatisticas para as gran-
dezas, da estatistica, que é uma funcao dos dados da medida, e da estimativa,
que corresponde ao valor numérico obtido, associado a uma medida particular,
exatamente como distinguimos a operagao derivada d/dx da fungao df (z)/dz,
para uma fungao f(x) particular, e do valor da derivada em um ponto a,

df /dzx | = .

Por exemplo, o quadro abaixo associa os nomes estimador, estatistica e estima-
tiva obtidos pelo método dos minimos quadrados no ajuste de parametros de
fungoes, que discutimos no capitulo 4, as grandezas ou idéias correspondentes.
Incluimos no quadro, também, a analogia com a derivada de uma funcao.

d df df

dx dx dx|,_,

7 7 7

método dos minimos

quadrados M-'D f)|(w7' viroi)

7 I
estimador estatistica estimativa
(método) (férmula)  (valor numérico)

Se usamos! t para estimar #, nem sempre o resultado (a estimativa) serd
aproximadamente igual a #, algumas vezes podera ser bastante diferente de
f. Isso nao significa que t seja uma mé estatistica — queremos que ¢ dé bons
resultados ao longo dos experimentos que realizamos, ou dé bons resultados
em média ou com grande probabilidade. Se ¢ é muito diferente de # com muita
frequéncia, af sim, rejeitaremos a estatistica ¢ como ferramenta para obter as
estimativas de 6. Enfim, nao devemos julgar ¢ por um resultado particular,
mas sim considera-la como uma variavel aleatoria e determinar a distribuicao
das estimativas geradas.

Um exemplo que discutimos exaustivamente no texto corresponde ao da
estimativa do valor esperado 6 de uma grandeza quando os dados obtidos se

!Estamos usando a letra t para identificar um estimador, a estatistica ou a estimativa
correspondente; t ndo deve ser confundido com t de Student. Neste capitulo, identificaremos
o valor verdadeiro de uma grandeza por 6; posteriormente, voltaremos a adotar um sub-

W

indice “y” para identificar valores verdadeiros (zg, o9, ag, bg, -..), como j& haviamos feito
anteriormente.
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distribuem como uma normal. Usamos como estimador a média dos dados,
cuja f.d.p. tem as propriedades:

e A estimativa tem valor esperado 0, independentemente do nimero de
dados.

e (QQuando o numero de dados cresce, as estimativas se espalham menos em
torno de 6.

Estas propriedades nao sao inerentes ao estimador, pois dependem da forma
da f.d.p. dos dados. Por exemplo, se os dados se distribuem de acordo com a

f.d.p. de Cauchy,
1

m[l+(x—0)?

pode-se demonstrar que a média se distribui em torno de 6 de maneira in-
dependente do ntimero de dados, sempre obedecendo & mesma f.d.p. ¢(x;0),
portanto a largura da f.d.p. da média é a mesma, qualquer que seja o ntimero
de dados. Ou seja, nesse caso, a lei dos grandes niimeros nao se aplica, pois a
variancia F((x—0)?) é infinita e a desigualdade de Chebyshev niao tem qualquer
utilidade pratica. Em geral, o comportamento de um estimador depende da
f.d.p. que governa a medida; é por isso que nao existe um estimador universal,
que resolva todos os problemas de estimacao que encontramos.

Em resumo, em uma medida que procura determinar uma certa grandeza
com valor verdadeiro igual a 6, a flutuacao estatistica impede de construir
uma estatistica t que forneca sempre o valor exato . Em outras palavras, nao
existe nenhuma funcao algébrica t = t(z1,xs,...,2yN) que resulte no valor
para qualquer medida { x;,i = 1,..., N}. Isso nos obriga a definir um critério
onde 6 represente um certo parametro de localizacao da f.d.p. das estimativas
6 obtidas com a estatistica t, ou seja, 6 é um parametro de localizacdo da f.d.p.
das estimativas obtidas por meio de ¢t. As possibilidades sugeridas por esta
discussao sao:

c(x;0) =

i) A estimativa mais provavel corresponde ao valor verdadeiro — 6 é a

moda da f.d.p. de t({z;}).

i1) A probabilidade de subestimar 6 é a mesma de superestiméa-lo — 6 é a
mediana da f.d.p. de t.

iii) 6 é igual ao valor esperado das estimativas.



7.6. O CRITERIO DA CONSISTENCIA 295

Todas as trés opgoes acima sao interessantes, mas é facil verificar que rara-
mente uma estatistica satisfara todas. Por exemplo, a estimativa da variancia
obtida pelo estimador de Maxima Verossimilhanga e corrigida da tendenciosi-
dade (veja segoes 4.2 e 4.3), para um conjunto de dados com f.d.p. gaussiana,
tem uma f.d.p. assimétrica, como discutimos na secao 2.92. Somos, entao,
obrigados a optar por uma delas (média, mediana ou moda) e a escolha, por
razoes de simplicidade algébrica, recai na propriedade iii), a qual designare-
mos por nao-tendenciosidade. Provavelmente teriamos dado esse mesmo nome
a qualquer uma dessas trés propriedades que fosse a escolhida, mas a escolha é
sempre a 1i1) e, daqui para frente, tendenciosidade se refere a propriedade i)
acima.

7.6 O critério da consisténcia

Uma das propriedades desejadas de um estimador é que a variancia da distri-
buicao das estimativas diminua com o aumento do nimero de dados, n, e que
o valor central seja 0. Essa propriedade é chamada consisténcia.
Formalmente, se t, é o estimador para uma medida com n dados, diz-se
que ele ¢ um estimador consistente quando vale a propriedade:
para quaisquer € > 0 e 0 <n < 1, IN tal que

P(lt,—0|<e)>1—n  paran>N . (7.5)

Na definicao acima, P simboliza probabilidade.
A figura 7.2 procura esbogar fungoes de probabilidade associadas a estima-
dores consistentes e inconsistentes.

Exemplo 7.1

Na secgao 6.18, vimos a Lei dos Grandes Niumeros, a partir da qual se verifica
que a média é uma estimativa consistente da grandeza, sujeita as mesmas
condigoes em que ela (lei dos grandes niimeros) pode ser aplicada.

2Note, porém, que o mesmo estimador de Maxima Verossimilhanca, aplicado & estimacéo
do valor verdadeiro para dados gaussianos, segao 2.6, gera uma estatistica que possui todas
as trés propriedades.
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Figura 7.2: Esbogo do possivel comportamento com o nimero N de dados da f.d.p. das
estimativas obtidas com um estimador: a) consistente e ndo-tendencioso, b) consistente e
tendencioso, ¢) inconsistente e ndo-tendencioso e d) inconsistente e tendencioso. As f.d.p.s
nao estdo normalizadas para ressaltar a dependéncia no nimero de dados, N. As setas
identificam a diregdo em que N cresce.

7.7 O estimador consistente nao é tinico

Consistencia é uma propriedade assintotica, isto é, garante que o estimador
fornece o valor correto de # quando o nimero de dados é grande, mas nao per-
mite deduzir muito sobre o comportamento da estatistica quando o ntimero de
dados ¢ finito. Em consequéncia, se existe um estimador consistente, é possivel
construir uma infinidade de outros estimadores consistentes. Em particular,
se t,, ¢ um estimador consistente de # em uma medida de n dados, entao

n—a
tn com a e b fixos
n—=b

também é consistente. Como exemplo, no caso de dados que obedecem a
distribuicoes normais, ambas as estatisticas

2T 2T
e

n n—1
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sao consistentes.

O raciocinio de limite infinito embutido nessa defini¢cao permite muita liber-
dade na escolha do estimador, de modo que vamos definir, na secao seguinte,
um critério adicional para selecionar, dentre os possiveis estimadores consis-
tentes, um—e apenas um—que seja adequado em algum sentido objetivo.

7.8 O critério da nao-tendenciosidade

Chamamos de estimador nao-tendencioso do parametro € aquele para o qual
vale a seguinte propriedade:

E({t)=60 , VN |, (7.6)

em que N é o niumero de dados, e nao apenas para N grande. Lembre que
E(t) significa valor esperado de t. Assim, o nome “nao-tendencioso” é dado a
métodos de estimagao que resultam em valores que flutuam estatisticamente
em torno do valor verdadeiro, de maneira que seu valor esperado, ou seja, sua
média, calculada a partir da sua f.d.p., corresponda ao valor verdadeiro.

Exemplo 7.2

A estimativa da variancia de dados gaussianos

1
2 _ N
o —7]\]_1#1(93Z z)

é nao tendenciosa (e consistente). A estimativa

=1

deduzida na secao 4.3 com base no método da maxima verossimilhanca,
é tendenciosa (embora seja consistente).

Pode-se verificar que, em certos casos, nao existe nenhum estimador nao-
tendencioso que seja consistente. E consisténcia, sem duvida, é importante.
Enfim, gostariamos de usar sempre estimadores nao-tendenciosos, mas isso
nem sempre € possivel.



228 CAPITULO 7. PROBABILIDADE E ESTIMACAO

Tabela 7.1: Razdes entre os desvios padrao da mediana e da média, cy, e entre os desvios
padrao da média dos extremos e da média, dy, em fungao do nimero de dados, IV, para uma
distribui¢ao gaussiana. Note que a média dos extremos da relagao (7.7) nao é um estimador
consistente. Também veja que a mediana é quase tao bom estimador de 6 quanto a média,
especialmente para um nimero pequeno de dados.

mediana | média dos
extremos

N cN dn o
2 1,000 1,000 9mediana = ‘N~
4 1,092 1,092 VN
6 1,135 1,190 o ) —d 9
10| 1177 1,362 media extremos N VN
20 1,214 1,691
00 1,253 00

H4 algumas maneiras de corrigir a tendenciosidade, discutidas no [Kendall],
em particular o método chamado “jackknife” [vol.2, segdo 17.10], que pode for-

necer uma saida em certos casos.

7.9 Eficiéncia

Em situagoes particulares, pode haver diversos estimadores consistentes e nao-
tendenciosos de um parametro. Usando novamente como exemplo o caso da
medida de 6 por meio de um conjunto de dados {z;,i = 1,..., N} que segue
uma f.d.p. normal, ha uma infinidade de estimadores nao-tendenciosos. Trés
deles sao a média x, a mediana x,, € a média dos extremos, (,

_ Zp + 2N

5 : (7.7)

¢
onde xp; ¢ o menor dos valores x; e zy], 0 maior, na notagao da secao 1.11. A
tabela 7.1 apresenta, em funcao do nimero de dados em uma medida gover-
nada pela distribuicao normal, as razoes dos desvios padrao dos dois ultimos
estimadores com o da média,

g
Omedia = \/— 5
N
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em que o2 é a variancia dos dados ;.

A definicao formal de eficiéncia estd na secao 7.14, logo depois da discussao
acerca da possibilidade de saber se a estatistica que usamos é (ou nao) a
de menor variancia que possa existir. Entretanto, podemos antecipar que
eficiéncia é uma caracteristica que reflete a rapidez com que o desvio-padrao se
reduz com o aumento no niimero de dados. Por exemplo, os estimadores média,
mediana e média dos extremos nao sao eficientes para todas as distribuicoes,
como mostra a tabela 7.2, que compara suas eficiéncias para as distribuicoes
normal, uniforme e de Cauchy. Os zeros dessa tabela indicam que as variancias
diminuem mais lentamente que % com o crescimento de N ou, como no caso
da média dos extremos em conjuntos de dados normais, nao diminui. Esses
zeros chamam a atencao para a importancia da escolha do estimador correto.

Tabela 7.2: Eficiéncia assintética para estimadores de localizagao (média, mediana e média
dos extremos), para as distribui¢bes normal, uniforme e de Cauchy.

Estatistica Mediana | Média | Média dos extremos
Distribuicao

Normal 0,64 1,00 0,00
Uniforme 0,00 0,00 1,00

Cauchy 0,81 0,00 0,00

Assim, o ultimo critério que adotaremos se destina a selecionar, dentre os
estimadores consistentes e nao-tendenciosos, o de minima variancia.

7.10 Limite Minimo de Variancia

Se nao é possivel determinar o valor verdadeiro de uma grandeza a partir
de uma medida com um numero finito de dados, entao a variancia de um
estimador deve ter um minimo. Precisamos, portanto:

e Demonstrar a existéncia de um Limite Minimo da Variancia (LMV).
e Determinar o LMV.

A possibilidade de determinar o LMV dos estimadores de uma grandeza foi
descoberta na década 1940 — 1950 por diversos pesquisadores (veja [Kendall,
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Vol.2, 17.15]). Como a determinagao do limite minimo implica na existéncia
desse minimo, obteremos a resposta as duas questoes simultaneamente. A
deducao do LMV ¢é relativamente simples do ponto de vista do calculo envol-
vido, embora nao do conceitual, e a reproduziremos abaixo.

Primeiro, vamos deduzir uma propriedade da funcao verossimilhanca valida
sob certas condicoes de regularidade usualmente satisfeitas, que sera ttil tam-
bém na determinacao do LMV.

Como a fungao verossimilhanga £ é a f.d.p. conjunta das observagoes, entao

/f”/cwyumw:1 , (7.8)

em virtude da normalizagao das f.d.p.s. Suponha que existam as duas primeiras
derivadas de £ em relacdo a 6 (esta é uma das condigbes para classificarmos
L como regular). Derivando a expressao acima em relacao a 6, obtem-se

/’ t/g—fdxl dey =0 | (7.9)

que pode ser reescrita como

1L
/m/<£%>£mL”mN:o, (7.10)

que é, simplesmente,
10L oln L
p(128) - p(72E) o o

Supos-se também que a ordem da integracao (em x) e da derivacdo (em 6 )
podiam ser invertidas, outra condicao de regularidade. Derivando a expressao
(7.10) em relagao a 6, chega-se a

10CL 0 (10L

que, com o mesmo tipo de artificio usado para chegar na expressao (7.11),
pode ser reescrita como

OlnL\> 9In L
el (me) - n(me) 12
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Reservemos a expressao (7.12) e passemos a dedu¢ao do LMV.

Faremos a deducao em toda sua generalidade, como ¢ habitual na biblio-
grafia, onde se considera a possibilidade de buscar estimar uma funcao de @,
7(0), ao invés do préprio §, de modo que para estimar o préprio 6 pode-se usar
7(0) = 0. O fato de t ser um estimador ndo tendencioso de uma certa fungao
de 6, 7(0), exprime-se matematicamente pela relacao (7.6), neste caso

E(t):/.../tﬁdxl...de:T(H) , (7.13)

onde, de novo, usou-se que L ¢é a f.d.p. conjunta de todos os dados da medida.
Derivando ambos os membros de (7.13) em relagao a 6, tem-se

Oln L ,
//t %0 Ldzy...dey =7(0)

onde 7’ é a derivada de T em relagao a 6 e 9L/90 foi escrita da mesma maneira
artificiosa usada na passagem da férmula (7.9) para a (7.10).

Multiplicando a expressao nula da férmula (7.10) por 7(#) e subtraindo-a
da expressao acima, obtém-se

1
/.../[t — ()] 88“95 Ldz...dey=7(0) . (7.14)
Usando a desigualdade de Schwarz, com os “vetores”
Oln L
f=lt-76)-VE . g="5VE (7.15)

obtem-se

/.../[t—r(@)]2£dx1...da:N~/.../(alane£>2£da:1...d:c]v

> (/.../[t_f(e)] 82195561:61...%)2

(veja por exemplo [Merzbacher, p.169]). Identificando o membro direito com

72 e os fatores do membro esquerdo com valores esperados, chega-se a

E{[t-ﬂem-E{(ag;ﬁ) } > PO
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onde o primeiro fator corresponde exatamente a variancia do estimador t,
var(t). Assim,

([t - r(0)} = var(t) > [F (O)PE { (m;f) } , (7.16)

ou ainda, usando a identidade (7.12) acima,

var(t) > —[7(0))? - {E <@2(;;1f> }1 . (7.16')

A expressao do membro direito da desigualdade representa um limite abaixo
do qual a variancia de nenhum estimador nao tendencioso da fungao 7(6)
pode descer. Note que o lado direito desta 1ltima desigualdade independe do
estimador ¢, o que da sentido a frase anterior.

Apenas para completar a discussao das condigoes de regularidade necessa-
rias para a dedugao de (7.16) e (7.16’): normalmente as operagoes que efetu-
amos sao sempre possiveis se os limites de integracao sao infinitos ou finitos,
mas independentes de 6, se o integrando é continuo em x e 6, e desde que a
integral resultante seja uniformemente convergente para todo 6.

Em resumo, o valor minimo da variancia de qualquer estimador esta ligado
a forma da funcao densidade de probabilidade dos dados e é dada por

S () N ()

E{(agleﬁf} - _E((??alenzﬁ) )

onde qualquer uma das formas pode ser usada.

7.11 Limite Minimo de Variancia de ¢

Quando o parametro que se pretende estimar é o préprio 6, entao 7(0) = 6,
portanto
7(0) =1

O LMV da férmula (7.16’) fica

wioz- (522} aw
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Denomina-se Informacao acerca de 6 contida num conjunto de dados ou, sim-
plesmente, Informacao, a grandeza I dada por

2
I=-E (%;f) , (7.18)

de maneira que, quanto maior a informacao, menor o LMV.

Exemplo 7.3

No capitulo 2, mostramos que a média de n dados estatisticamente inde-
pendentes distribuidos de acordo com a normal de desvio-padrao conhe-
cido e igual a oy tem a f.d.p.

o — 0)2
f(:?:]e):\/%a exp(—(2029)> , (2.27)

com o, = 09/y/n. Neste caso, a fungao verossimilhanga coincide com a
expressao de f acima e, portanto,

?InL 1

062 o2,
de modo que, de acordo com a relagao (7.17),
LMV = o2,

2
m?

de varidncia minima do valor (verdadeiro) da grandeza, quanto os dados

Como a variancia da média é o~ , concluimos que a média é o estimador

tém distribuicao normal.

Podemos tentar localizar o estimador ¢ cuja variancia atinge o LMV por
meio da Condicao Necessaria e Suficiente para a desigualdade de Schwarz trans-
formar-se numa igualdade, que corresponde ao caso em que g e f das relagoes
(7.15) sao proporcionais,

g=Af =
Ooln L
59 VE=A-[t—7OWVL =
oL
00

A@O) -t —7(9)] (7.19)
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onde ficou explicito que a constante de proporcionalidade A pode depender de
6, mas nao de t, uma vez que nas integrais usadas na deducao da desigualdade
de Schwarz # é um parametro fixo.

A expressao (7.19) corresponde a condicao de existéncia de um estimador ¢
para f com variancia minima, ou seja, igual ao LMV. Nesse caso, a variancia de
t pode ser calculada multiplicando (7.19) por ¢t — 7(0) e pela fungao densidade
de probabilidade conjunta dos dados, £, integrando-se a seguir. Obtém-se

/.../[t—T(@)] ag;‘cﬁdxl...dm:

A(0) / . / [t — 7(O)2L dy ... dey = A(f) var(t)

O membro esquerdo da equacao acima pode ser identificado com 7/, relacao
(7.14), o que resulta em

7(0) = A(0) var(t)
ou, o que ¢é equivalente,
7'(0)
A(0)
Como exemplo, voltemos ao caso da estimativa do “valor verdadeiro” 6 de
uma grandeza por meio de uma medida, cujos dados tém f.d.p. gaussiana com
variancia o2 . Nesse caso,

var(t) = (7.20)

InL = —Nln(ogv2r) = (i =0 ,

2
= 20

em que usamos L da segao 4.2. A derivada em relagao a 6 resulta em

omL X(z;—60) N _
= ———=—(x—0) . 7.21
00 ; o} 0(2)( ) ( )

A expressao acima é da forma da equacdo (7.19), donde pode-se identificar
A(6) e concluir, por meio de (7.20), que

var(z) = o5 /N

e que t = T é o estimador de menor variancia que pode ser construido para
estimar ¢ numa medida onde os dados tém f.d.p. gaussiana.

Q7.1 Mostre que existe um estimador para 0 cuja variancia atinge o LMV se
f(x|0) =0%exp(—0)/x! (Funcao de Probabilidade de Poisson). Qual

é esse estimador e sua variancia?
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7.12 Unicidade do estimador de variancia minima

Se um estimador de 7(6) tem variancia igual ao LMV, pode-se mostrar que nao
existira nenhum estimador de variancia minima para qualquer outra fungao de
0. Aqui, vamos somente exemplificar essa propriedade.

Retomemos o exemplo da secao anterior, sé que, ao invés de estimar 6,
procuremos estimar 62 de uma distribuicao gaussiana. Toda a discussao acima
vale, com 7(f) = #2. A condicao de existéncia de um estimador que atinge o
LMV esta expressa pela relacao (7.19) que, com o resultado da férmula (7.21),
fornece

N i r 2
(@ —0)=A0)-(t-6)
90
Vamos tentar resolver essa tiltima equacio. Determinemos primeiro A(6). Para
que a identidade acima possa valer para qualquer 6, é preciso que a dependéncia

em 6 nos dois membros seja a mesma, o que exige

N
~ N 1

Substituindo esse A(f) na identidade, obtemos

=T = =760

| =

A funcdo ¢ definida pela expressdo acima nao constitui uma estatistica valida
para estimar 6% porque depende de 6, que é a grandeza a determinar. Assim,
nao existe nenhum estimador de variancia igual ao LMV para o quadrado da
média de dados gaussianos.

Exemplo 7.4

Suponha que se obtenham dados {z;} de uma grandeza com valor ver-
dadeiro nulo e distribuicao normal, com o propésito de determinar a
variancia ¢ a partir dos dados. Um exemplo de grandeza fisica de inte-
resse com essa propriedade é a projegcao, em um eixo fixo e definido, das
velocidades das moléculas de um gas, cuja dispersdo se relaciona com a
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temperatura. A f.d.p. de z é

2
fe10) = s o0 (-3

Calculando a funcgao verossimilhanca e derivando seu logaritmo, obtemos

ome N X2 N(1 X,
%‘“¢+2ﬁ‘ﬁ<wzﬁ‘“ ' (7-22)

2

Concluimos que % va 7? estima 02 com variancia igual ao LMV.

Q7.2 Usando o resultado do exemplo acima e as férmulas (7.19) e (7.20),
calcule a variancia de + SN2,

Note a impossibilidade de obter uma expressao andloga a (7.19) ou (7.22)
quando se insiste em ter (t — o) explicitado, ou (t — h(o) ), para qualquer
h(o) # o2, confirmando outra vez a propriedade enunciada no comego desta
Secao.

7.13 F.d.p.s que permitem estimadores com
variancia igual ao LMV

A expressao (7.19) representa a condi¢do para existéncia de um estimador com
variancia igual ao LMV. Integrando aquela equacao, pode-se verificar que as
f.d.p.s da forma

f(z | 0) = exp[F1(0)Fa(t) + F3(z) + Fu(0)] (7.23)

onde Fi, F5, F3 e Fj representam fungoes genéricas das varidveis indicadas,
sao as que permitem a obtencao de alguma estatistica ¢ de variancia igual ao
LMYV. Para f.d.p.s fora dessa familia exponencial, ndao contamos com nenhum
apoio teodrico na identificacao do estimador étimo nas situacgoes onde o niimero
de dados é pequeno.

Q7.3 Verifique que as distribui¢coes de Poisson e binomial e a f.d.p. gaussi-
ana podem ser escritas na forma da eq. (7.23) para os parametros a
(Poisson), p (binomial), z¢ e 0 (normal).
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7.14 Critério da eficiéncia

Mesmo quando a f.d.p. dos dados nao permite a determinacao de um estima-
dor com variancia igual ao LMV, podemos frequentemente encontrar algum
que atinja o LMV quando N — oo. Nessa situacao, é provavel que o es-
timador seja também assintoticamente normal, em decorréncia do Teorema
Central do Limite, caso em que apenas dois parametros determinam a f.d.p.
das estimativas, a média e a variancia. A média sera o valor esperado da gran-
deza estimada se o estimador ¢ consistente, ou seja, se o estimador é também
assintoticamente nao tendencioso.

O terceiro critério que estabelecemos na secao 7.4 para selecionar estima-
dores relaciona-se justamente com a variancia do estimador em medidas com
muitos dados, N — oo. Formalmente,

um estimador é chamado eficiente quando tem variancia
minima em medidas com muitos dados.

Nenhum estimador pode fornecer estimativas com variancias abaixo do
LMV. Assim, uma boa maneira de se comparar diferentes procedimentos para
estimar parametros, ou seja, diferentes estimadores, é examinar quao proximas
do LMV estao as variancias que eles fornecem. Formalmente, a eficiéncia de
um estimador, €(t), é definida por

e(t) = ML

~ovar(t)

onde I é a informagao, como definido pela equagao (7.18). Por exemplo, no
caso de dados que obedecem uma distribuicao normal, como a variancia da
média é igual ao LMV, dado por 7!, sua eficiéncia é igual a 1. Entretanto,
no mesmo caso de dados independentes e gaussianos, a mediana (com excegao
do caso n = 2, quando a mediana coincide com a média) tem eficiéncia menor
do que um.

Q7.4 Um experimentador, medindo uma determinada grandeza cujos dados
sao independentes e obedecem a uma fdp normal, decide usar como
estimativa a média dos dados depois de excluir o maior e o menor
deles, apesar de ter certeza que nao houve nenhum erro no processo
de medicao que justificasse sua eliminagao. Vocé acha que essa opgao
é melhor do que considerar todos os dados no calculo da média?
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Por razoes praticas, é comum usar-se a eficiéncia assintética, que é simples-
mente a eficiéncia de um estimador, t¢,,, quando o nimero de dados, n, tende
a infinito:

eu(t) = Tim LI (7.24)

n—0 var(t,,)

A tabela 7.2 mostra a eficiéncia assintética para a média, a média dos ex-
tremos e a mediana nos casos das distribuigdes normal, uniforme e de Cauchy.
Assim, no caso da distribuigao de Cauchy, tanto a média como a média dos
extremos tem eficiencia assintotica nula e a mediana tem eficiéncia assintotica
igual a 0,81. Portanto, quando se trabalha com dados que se distribuem se-
gunda uma f.d.p. do tipo Cauchy, usar a média, como ja foi dito, é inntil,
sendo a mediana um estimador mais adequado.

7.15 Estatistica suficiente

H&4 uma maneira mais fundamental de definir os critérios 6timos para selecao
de um estimador, que esta relacionada a caracteristica de suficiéncia da es-
tatistica.

Se temos duas ou mais observacoes, considerando r estatisticas independen-
tes t,tq1,to, ..., t,_1, pode-se desmembrar a f.d.p. conjunta das r estatisticas
numa f.d.p. de ¢ e numa f.d.p. das demais estatisticas,

fr(tatbt% s ,ZfT,1 ’ 9) = g<t ’ (9) : hrfl(tbt% "'7tr71 ’ t>9)

Se h,_; é independente de 6, as estatisticas ty,...,t,_1 nao contribuem em
nada ao conhecimento de 6. Assim, se

frttita, ot [0) =gt ] 0) - hooa (b tos s tpa | 1)

entao t é uma estatistica suficiente para 6.

Essa é a definicao formal, é a expressao matemaéatica mais simples que po-
demos propor para o fato do estimador ¢ sozinho carregar toda a informacao
contida na medida, mas nao é pratica. Ela pode também ser reduzida a uma
condigao sobre a fungao verossimilhanca, £. Se

£($1,I2,...,$N|‘9):g(t’6)'k($1,$2,...,$N> )

com z; representando os dados da medida, entao ¢ é uma estatistica suficiente.
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Verifica-se que o critério de suficiéncia sozinho é equivalente aos critérios
que vinhamos usando e que ha uma correspondéncia entre a existéncia de uma
estatistica suficiente e a existéncia de um estimador com variancia igual ao
LMV. Nao vamos, porém, nos alongar nesta questao, que referimos apenas
para completar a discussao do assunto.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

EXERCICIOS

Usando a desigualdade de Chebyshev (6.56), determine quantos dados
sao necessarios para que a média de eventos que obedecem a uma distri-
buicao de Poisson com parametro a nao difira de a, em mddulo, mais do
que /a, com no méximo 16% de probabilidade.

Use o teorema central do limite para determinar a f.d.p. da média de
N dados que obedecem a uma f.p. de Poisson com parametro a, em
que N tem o valor encontrado na solugao do exercicio 7.1. Com essa
f.d.p., calcule a probabilidade do médulo da diferenca entre a média dos
N dados e a ser maior do que /a.

Faca uma tabela comparando os limites de probabilidade dados pela
desigualdade de Chebyshev com as probabilidades exatas no caso de um
dado que obedece a uma f.d.p. gaussiana centrada em zy e com desvio
padrao o. Faca essa tabela para ¢ = 0, ¢ = 20 e € = 30.

Deseja-se medir a taxa de ocorréncia de um determinado evento, r, onde
o numero de eventos em um intervalo de tempo ¢ obedece a uma distri-
buigao de Poisson com parametro r - t,

e—rt (T’t)n

n!

P(n) =

O valor estimado de r é N

r=—
t
(a) Mostre que o valor esperado de 7 é igual a r, para qualquer intervalo

de tempo t > 0. (Isso significa que 7 é nao-tendencioso).

(b) Usando a aproximacao gaussiana para a distribuigdo de Poisson,
eq. (2.54), mostre que quando ¢t — oo (e portanto n — oo, desde
que r nao seja nulo), entdo 7 — r (ou seja, 7 é consistente).
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7.5. A estimativa de maxima verossimilhanca do parametro p de uma distri-
buicao binomial com N tentativas é
n

p:N )

onde n é o numero de sucessos observados. Mostre que p é consistente e
nao-tendencioso.

7.6. No caso de uma distribui¢ao binomial do niimero de sucessos na repeticao
de N ensaios com probabilidade p, podemos ficar tentados a estimar p?
por

em que n representa o nimero de sucessos observados. Mostre que

(a) essa estimativa é tendenciosa.
(b) a estimativa de p? dada por

n(n —1)
N(N —1)

nao é tendenciosa.

7.7. Verifique que, para uma distribuicao binomial com parametros N e p, a
estimativa de p dada por n/N tem variancia igual ao LMV.

7.8. Considere dois dados, x1 e z9, que obedecem a f.d.p.s gaussianas, inde-
pendentes e com desvios padroes o, e 09, respectivamente.

(a) Mostre que o LMV ¢

LMV = ———

p) -3
o1 92

(b) Mostre que a média ponderada dos dois dados, com pesos iguais aos
inversos das respectivas variancias, tem variancia igual ao LMV.
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