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Capitulo 6

Teoria da probabilidade

Comecamos aqui a discussao dos fundamentos dos métodos de anélise de dados,
com a apresentagao dos conceitos basicos do quadro formal em que se realiza
essa discussao: a teoria da Probabilidade, que estivemos usando de maneira
intuitiva. A defini¢ao formal de probabilidade é apresentada na segao 7.1, mas
para o entendimento deste capitulo é suficiente o conceito de probabilidade da
secao 1.1.

As referéncias bésicas sao os livros [Feller, Vol.1], [Kendall, Vol.1 5* Ed.
(1987)] e [Kendall, Vol.2 4* Ed. (1979)]. O livro de Feller contém as nogoes
basicas de probabilidade nos capitulos I, V, VI e IX. O livro de Kendall nao
trata explicitamente da Teoria da Probabilidade, apenas resume os pontos
principais quando necessario. Embora em certos momentos a matematica seja
dificil de acompanhar, a estatistica e o problema da estimacao sao sempre o
assunto, tornando-o bastante adequado, portanto, a nossos objetivos. Além
disso, aborda os problemas de uma maneira mais conforme aos habitos dos
pesquisadores em ciéncias exatas, mas ¢ uma leitura dificil e requer um nivel
razoavel de familiaridade com a Estatistica para acompanhéa-lo. De todo modo,
é uma obra de referéncia para assuntos especificos.

6.1 Espaco amostral e evento

Na teoria da probabilidade, espaco amostral e evento sao conceitos primitivos,
no mesmo sentido dos de ponto e reta na Geometria Euclidiana. Uma moeda
lancada ao ar pode cair cara, coroa, em pé ou sumir naquele buraco imprevisto
do piso. Pode-se, entretanto, convencionar de maneira muito aceitavel que
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174 CAPITULO 6. TEORIA DA PROBABILIDADE

detetor 1 detetor 2

fonte I

membrana

Figura 6.1: Diagrama esquematico de dois detetores de particula «.. Alfas provenientes da
fonte podem resultar no disparo do detetor da esquerda, da direita ou de nenhum dos dois.

os unicos resultados possiveis sao cara e coroa, 0 que resume 0 espaco amos-
tral ao conjunto Q2 = {cara; coroa}, com grande simplificacao da teoria que
procura descrever a observacao de um conjunto de eventos sucessivos e sem
comprometer sua aplicabilidade. Podemos rediscutir este mesmo exemplo por
meio de um experimento imaginario, que idealiza uma situacao tipica em um
laboratério.

Imagine dois detetores gasosos de particulas a separados por uma mem-
brana muito fina, com a fonte radioativa colocada sobre a membrana (figura
6.1), de modo que s6 um detetor dispara quando a fonte emite uma particula.
Na definicao do espago amostral, poderia ser preciso levar em conta que uma
particula nao dispara nenhum detetor quando é capturada na prépria fonte ou
na membrana, mas desconsiderar as raras ocorréncias deste fendomeno permitira
simplificar o problema, porque o espago amostral, que corresponde ao conjunto
de todos os eventos que podem ser observados, ird resumir-se a ) = {detecao
pelo detetor direito; detegao pelo detetor esquerdo}. O que fizemos aqui ao
ignorar o evento menhum detetor disparou é muito comum, quase sempre 0s
espacos amostrais que adotamos sao um pouco idealizados.

Um evento composto corresponde a um conjunto de eventos elementares.
Imaginemos que, ao invés de dois detetores de v e uma fonte de particulas «,
o arranjo seja formado por 3 detetores de raios gama e uma fonte de °Co, que
apos seu decaimento emite dois gamas de energias g e G em cascata simulta-
neamente, isto é, em um intervalo de tempo menor que a resolugao temporal
do sistema. Para simplificar, suporemos que o conjunto dos detetores cubra
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Tabela 6.1: Representacido esquemdtica dos eventos possiveis na detecdo dos dois gamas
de energia g e G do %°Co, com o sistema idealizado de detectores descrito nesta secdo.
A 1% coluna relaciona os niimeros com que os eventos descritos nas outras colunas serao
identificados ao longo do texto.

Detetor | a | b | ¢ |
Evento | | | |
1 9G | .| |
2 | 9G ||
3 | | | 9G |
4 g G
5 g | G
6 g G
7 G | g | |
8 G g
9 | G | g |

completamente o espaco em torno da fonte e seja totalmente opaco aos raios
gama emitidos por ela. A tabela 6.1 relaciona os eventos que podem ser ob-
servados, ou seja, o espaco amostral €2, neste caso formado por 9 eventos, e
atribui um nimero a cada evento, que servira de identificacao.

Neste exemplo, pode-se definir como A o evento composto ambos 0s gamas
observados no mesmo detetor. Entdao, A = {1,2,3}. Outro evento composto
B ¢é ao menos um gama observado no primeiro detetor, correspondendo a
B ={1,4,5,7,8}.

Se os detetores nao sao capazes de distinguir as energias dos gamas (isto
é, nao separam g de (), mas podem discriminar a detegao simultanea de
dois raios da detecao de um tunico, os eventos possiveis sao outros, ou seja, o
espago amostral modifica-se e passa a ser formado como apresentado na Tabela
6.2. Note que este espaco amostral simplificado pode decorrer tanto de uma
limitagao experimental concreta quanto de uma escolha do experimentador,
ao qual pode nao interessar distinguir os eventos 4, 5 e 6 dos eventos 7, 8 € 9,
respectivamente.

Verifica-se, entao, que o espaco amostral depende detalhadamente do ex-
perimento, inclusive do seu objetivo. Sempre consideraremos que o espago
amostral €2 é dado e que os eventos possiveis sao conhecidos. Estas sao nocoes
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Tabela 6.2: Representacio esquemética dos eventos possiveis na detecio de dois gamas
com o sistema de detetores idealizado descrito no texto, na condigdo em que podem ser
separados os eventos correspondentes a detegao de 2 gamas num mesmo detetor da detegao
de um gama.

Detetor | a | b | c |
Evento | \ ] |
1 | GG | | |
2 | | GG | ) |
3 | ) | ) | GG |
4 G |G | o
5 G . G
6 | G | G

primitivas e, portanto, nao definidas, como as noc¢oes de ponto e reta na Geo-
metria. A nocao de espaco amostral associamos a idéia de um conjunto 2, e
que cada evento é um elemento de €). Note que um evento composto também
corresponde a um conjunto de eventos elementares, que é, porém, diferente
do espacgo amostral €2, porque €2 contém todos os eventos que interessam ao
problema em consideracao.

6.2 Relacoes entre eventos

Quando w; é o i-ésimo evento elementar, o espaco amostral {2 é o conjunto de
todos eles,
Q= {w}

Um evento composto A é, portanto, um certo conjunto dos w; tal que

Diz-se que A ocorre (ou que se observa A) quando o experimento estatistico
resulta em um dos w; € A. Define-se:

e evento impossivel, (), como o conjunto vazio.

e cvento composto A e B, AN B, como o conjunto dos eventos w; tais
que w; € A e w; € B, ilustrado pela figura 6.2.
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Figura 6.2: Diagrama de Venn, que ilustra o evento composto A NB, hachurado na figura.

e evento composto A ou B, AUB, como o conjunto dos eventos w; para os
quais ao menos uma das duas afirmacoes w; € A e w; € B é verdadeira.

e evento complementar de A, A, como o conjunto dos eventos de € que
nao pertencem a A, com a propriedade imediata “se w; € A < w; € A7,

Diagramas como o da figura 6.2 servem para ilustrar as relacoes entre eventos
compostos.

Q6.1 Ilustre, com diagramas semelhantes ao da figura 6.2: o evento A U B;
dois eventos tais que A N B = (); os eventos A e AC.

Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos quando A NB = (), por
definicao, que pode ser estendida a qualquer nimero de eventos A, B, C...,
quando é exigido ANB=ANC=BNC =...=0. Decorre da defini¢ao
que A e A® sao mutuamente exclusivos.

Para exemplificar, voltemos ao exemplo da tabela 6.1. O espago amostral
¢ Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, o evento ambos 0s gamas observados no mesmo
detetor é A = {1,2,3} e o evento ao menos um gama € observado no primeiro
detetor é B = {1,4,5,7,8}. Assim, os eventos compostos “ambos os gamas
observados no mesmo detetor ou ao menos um gama ¢é observado no primeiro
detetor”e “ambos os gamas observados no mesmo detetor € ao menos um gama
¢ observado no primeiro detetor’sao AUB ={1,2,3,4,5,7,8} e ANB = {1}.
Como este ultimo conjunto ndo é vazio, A e B nao sao mutuamente exclusivos.
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Um evento A pode implicar no evento B sem que B implique em A, bas-
tando que A esteja contido em B. Em termos de algebra de conjuntos, basta
que A C B mas B ¢ A. Podemos definir B — A como a ocorréncia de B sem
que A ocorra.

Uma tultima definigao, nesta secao: espag¢o amostral discreto é aquele que
tem um numero finito de eventos, como o do exemplo, ou cujos eventos w
podem ser arranjados numa sequéncia enumeravel wy, wy, w3, Wy, Ws, We, Wr,
wg, Wy, Wip--., MesmMo que seja infinita.

6.3 Probabilidade — regras e propriedades

A probabilidade associada a um evento A, P(A), é uma grandeza mensuravel
numa escala continua. P(A) é, portanto, um ndmero real nao negativo.
Considera-se que é possivel comparar probabilidades associadas a dois eventos
e diz-se que

A é mais provavel que B se P(A) > P(B);

se P(A) = P(B), entao esses eventos sao equiprovdveis.
A probabilidade é uma funcao aditiva dos eventos. Assim, quando A e B
sdo mutuamente exclusivos (ou seja, se A N B = (), entao

P(AUB) = P(A)+ P(B)

Em particular,
P(A) = ZP(wi €A)

Para fixar a escala numérica da probabilidade, convenciona-se atribuir o
valor 1 a certeza e o valor 0 a impossibilidade. Entao,

0<PA)<1 , VA.
Em resumo, os axiomas sao:
P(A)>0 , VA (6.1)
> Plw;) =P(Q) =1 (6.2)

P(AUB)=P(A)+P(B) , seANB=0 . (6.3)
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Deduz-se desses axiomas, para A C Qe B C

P(AUB)=P(A)+PB)—-P(ANB) (6.4)
P(0) =0

P(A%) =1-P(A) (6.5)

P(A)=P(ANB)+P(ANBY . (6.6)

A relagao (6.5) vem da normalizacdo para 1 da soma das probabilidades de
todos os elementos do espaco amostral, axioma (6.2). Ja a (6.4), que difere
do axioma (6.3) porque permite lidar com eventos compostos em geral, de-
corre de que P(A) e P(B) contam, ambos, os elementos da intersec¢ao dos
dois conjuntos, como a figura 6.2 ajuda a entender; essa dupla contagem pre-
cisa ser corrigida pela subtracao da probabilidade associada a interseccao. A
relagdo (6.6) é consequéncia da (6.4) ao levarmos em conta que (A N B) e
(ANBY) sao mutuamente exclusivos, o que, por sua vez, vem de BN B¢ = .

Note que a relagao da férmula (6.4) pode ser generalizada. Dados k eventos
B;, em geral

iP(Bi) > P (}2&) ,

sendo que vale a igualdade se todos os eventos B; forem mutuamente exclusi-
VOs, ou seja

B,NB, =0 , Vi#j

Dizemos que o conjunto dos B; forma uma particao de €2 se, além de serem
mutuamente exclusivos, eles cobrem todo o espaco amostral, o que resulta em

De uma particao B;,7 = 1,2,...,k, é possivel criar novas particoes de 2
com qualquer evento A, porque A e A® sempre definem uma outra particao
de 2. Definindo os eventos

CleﬂBZ, i:1,2,...,l€ e

Ck+1 = AC )
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o conjunto {C;,j =1,2,...,k+ 1} forma uma particao de €. Decorre, entao,

k+1

Y P(Cy) =1 ou

i=1

S zk: P(ANB;)=1-P(A% =P(A) . (6.7)

i=1 i=1

N

Ja
Q
!

Esta tltima relagao expressa a lei da probabilidade total.

6.4 Probabilidade condicional

No exemplo da detegao de 2 raios gama por 3 detetores da se¢ao 6.1, considere a
situacao em que os gamas de energias g e G sao indistinguiveis, quando o espago
amostral ¢ aquele representado na Tabela 6.2. E possivel determinar as relaces
entre as probabilidades dos diferentes eventos quando se estabelecem condicoes
acerca deles, ou seja, impoe-se uma certa exigencia e deseja-se saber quais sao
as probabilidades dos eventos que satisfazem essa exigéncia. Os 3 detetores
serao identificados como na tabela ( a, b, ¢), e os eventos representados na
ordem

| gamas det. por a | gamas det. por b | gamas det. por c | .

A questao consiste em determinar a probabilidade do detetor a ser disparado
quando o detetor b disparou. O conjunto dos eventos que correspondem a
detegdo em b é B = {2,4,6}, e o conjunto dos eventos que correspondem
ao disparo de a é A = {1,4,5}. Os eventos correspondentes ao fenémeno “a
disparou” sujeitos a condicao “b disparou” estao contidos no conjunto ANB, a
intersecgao dos dois, neste caso igual ao evento {4}. Chama-se de probabilidade
condicional de A dado B a razao

p(a|B) = PANB) (jj(];‘)B) , 6.8)
com a ressalva
PB)>0

No exemplo, P(A | B) = P(4)/[P(2) + P(4) + P(6)]. Assim, a proba-
bilidade condicional é a probabilidade do evento que corresponde a ambas
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caracteristicas dentro de um novo espaco amostral reduzido, que contém ape-
nas eventos que obedecem a condigao formulada. A expressao (6.8) acima
corresponde a definicao formal de probabilidade condicional e nao se aplica
aos casos em que P(B) = 0.

Pode-se também calcular a probabilidade condicional de B dado A,

P(BNA)
P(A)

PBJA)=
que pode ser reescrita na forma
PBNA)=PB|A)PA)
A férmula (6.8) pode ser reescrita como
P(ANB)=P(A|B)P(B)
Uma vez que ANB =BNA, deduz-se que
P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A) |, (6.9)

que é uma versao do Teorema de Bayes, que discutiremos novamente no capi-
tulo seguinte.

6.5 Independéncia estatistica

Consideraremos as expressoes independéncia estatistica, independéncia esto-
castica ou, simplesmente, independéncia, como sinénimos. O evento A ¢ inde-
pendente de B se a ocorréncia de B nao interfere na probabilidade de ocorréncia
de A. Usando a linguagem de probabilidade condicional da secao anterior, se

P(A|B)=P(A) — A ¢independente de B . (6.10)

Usando a férmula (6.8), constata-se que, para que isso seja verdadeiro, é ne-
cessario e suficiente que

P(ANB) = P(A)-P(B) . (6.11)

De fato, a expressao acima ¢ uma outra maneira de definir independéncia
estatistica, preferivel a da relagao (6.10), que se refere a probabilidade condi-
cional, porque é mais simétrica. Veja que é com essa expressao que se calcula
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a probabilidade associada a “eventos independentes”, que € interpretada como
“se a ocorréncia de A nada tem a ver com a ocorréncia de B, a chance de A
e B ocorrerem é o produto das chances deles ocorrerem independentemente”.
Assim, independéncia tem, na Teoria da Probabilidade, exatamente o sentido
intuitivo conferido ao termo.

Detalhes:

e Como A independente de B < B independente de A, verifica-se que, se
P(A |B) = P(A), entao P(B | A) = P(B).

e A propriedade associativa nao vale, ou seja,

A independente de B e
B independente de C e } nao implica em A N B independente de C.
A independente de C

E possivel, agora, precisar o significado estatistico de dados independentes
em uma medida. Se E; é o evento resultante da primeira observacao e Ej,
é o da segunda, a observacao foi repetida em condicoes idénticas de maneira
independente (ou o dado foi obtido independentemente nas mesmas condigoes)
se

P(E;NEy) = P(E;) - P(Ey)

Para exemplificar o contetido destas duas tltimas sec¢oes, voltamos ao exemplo
da sec¢ao 6.1 e atribuimos probabilidades aos eventos relacionados na tabela 6.1.
Vamos escolher as probabilidades de duas maneiras diferentes, que estao dis-
criminadas na tabela 6.3 e identificadas por I e I, correspondentes a eventos
equiprovaveis e a existéncia de duas categorias de eventos, respectivamente.
E possivel verificar se os eventos: A = {0 detetor a detetou g} e B = {o
detetor b detetou G}, sdo independentes ou nao. A Tabela 6.4 foi construida
com esse finalidade. A independéncia esta ligada a propriedade definida na
expressao (6.11). Com as probabilidades da tabela 6.4, P(A N B) ¢ igual a
P(A) - P(B) no caso I, mas nao no caso II. Portanto, os eventos A e¢ B sao
independentes quando todos os eventos da Tabela 6.3 sao equiprovaveis, mas
nao quando a probabilidade de dois gamas serem detetados pelo mesmo detetor
for diferente da probabilidade deles serem detetados por detetores diferentes.!
Outra maneira de testar a independéncia entre A e B é calcular a probabilidade

Tsso ocorre quanto a emissdo dos dois gamas em uma mesma direcio tem probabilidade
diferente da emissao em diregoes diferentes, o que é relativamente comum na natureza.
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Tabela 6.3: Representacio esquemética dos eventos possiveis na detecao de dois gamas de
energias g e G do %°Co, com o sistema idealizado de detetores descrito na secio 6.1. Note
que a condigdo de normalizagdo das probabilidades no caso I dd 6 = 1/9 e, no caso I1,
3x + 6¢ = 1. Desejamos x # ¢ para que os dois casos sejam diferentes.

evento detetor probabilidade no caso

a b ¢ I IT
Ll gG | . | . |4 X
2| 9G | . |6 X
3 - 1 9G |6 X
4 | 9 | G | . |9 ¢
5 g | G |9 ¢
6 | . [ g | G |94 ¢
TG g | o |4 ¢
8 |G | . | g |9 ¢
9 | G | g | ¢ ¢

condicional dada pela expressao (6.8): a independéncia entre A e B implica
em P(A | B) = P(A), equagao (6.10), o que, consultando a tabela 6.4, é
verdade no caso I, mas nao no /1.

Q6.2 Mostre que os eventos: A = {os dois gamas foram detetados no mesmo
detetor} e B = {o detetor b disparou}, nao sao independentes em
qualquer dos casos.

Q6.3 Mostre que os eventos: A = {os dois gamas foram detetados no mesmo
detetor} e B = {o detetor b detetou g}, sao independentes em ambos
os casos. (Nao esquega da importante condi¢ao de normalizacao das
probabilidades, que resulta em x + 2¢ = 1/3.)

6.6 Variaveis aleatorias

Define-se varidvel aleatéria de maneira analoga a uma funcao. Relembrando,
uma func¢ao corresponde a uma regra que associa cada elemento de um dominio
aos elementos de um contradominio. A figura 6.3 ilustra a correspondéncia
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Tabela 6.4: Sequéncia de calculo das probabilidades que permitem verificar se A e B sio
estatisticamente independentes. Os valores referem-se aos eventos A = { detetor a disparou
com g} e B = {o detetor b disparou com G}.

probabilidade do evento no caso
evento 1 II

A ={1,4,5} | 36=1/3 X+20=1/3

B=1{2,49} | 36=1/3 X+20=1/3

ANB=1{4}| §=1/9 ¢
P(A)-P(B)| 1/9 1/9
P(A|B) | 1/3 ¢/(x +2¢) =3¢

entre x e sen(z), para uns poucos valores de z.

)
~
iy

Y
o

7T/2 - 1

dominio, {z} contradominio, {sen(x)}

Figura 6.3: Representacio pictérica de uma parte da funcio sen(z). A esquerda, o dominio
da funcdo, R, e a direita o contradominio, {y € R, -1 <y < 1}.

Uma variavel aleatoria é o analogo estatistico de uma funcao, ou melhor, é
uma funcao definida sobre o espaco amostral. A figura 6.4 ilustra a definicao
de variavel aleatoria, com o exemplo de um sistema de dois atomos de spin
1/2 em que a variavel aleatéria é o nimero de dtomos com spin em uma certa
direcao.

[Feller| comenta que o nome “funcao aleatéria” seria mais adequado que
variavel aleatoria. Afinal, o que se deseja mesmo é definir uma relacao ou
regra que forneca uma caracteristica do evento, exatamente como se faz para
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varidvel

aleatéria X

N
- 1
tH
tt - 2
espaco amostral, eventos numero de spins para cima, x;

Figura 6.4: Representacao pictérica da varidvel aleatéria, para um sistema consistindo
de dois dtomos de spin 1/2 em que estamos interessados no nimero de spins que apontam
numa certa diregao.

as fungoes matematicas no sentido comum. O uso, porém, consagrou o nome
variavel aleatoria.

Designando a variavel aleatoria por X, define-se a funcao de probabilidade
pela relacao

P(X = ;) = f(z;)

onde o evento X = x; é o evento composto por todos os elementos do espacgo
amostral para os quais a varidvel aleatéria X assume o valor numérico z; e
P(evento) é a probabilidade associada ao evento.

Pode-se, entao, dizer que a variavel aleatéria X assume os valores x1, o,
..., &j,... com probabilidades f(z1), f(x2),..., f(z;),... sem mais nenhuma
referéncia ao espago amostral original, um novo espago amostral sendo formado
por x1,%s,...,%j,.... Quando se especifica uma funcao de probabilidade, ela
sempre se refere a esse novo espago amostral, cujos elementos sao niimeros re-
ais; a funcao de probabilidade simplesmente fornece a probabilidade associada
a esses novos eventos.

Em geral, nao se necessita nem de tantos detalhes nem tanta formalidade,
de modo que s6 faremos a distingao entre a variavel aleatéria e os valores
numéricos que ela pode assumir neste comeco ou quando houver risco de con-
fusao.

Nesta secao, estivemos subentendendo um espago amostral discreto, isto
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é, com uma quantidade finita ou pelo menos enumeravel de elementos. As
fungoes densidade de probabilidade sao andlogas as func¢oes de probabilidade,
mas se aplicam a espacos amostrais continuos, conforme a discussao informal
dos capitulos anteriores.

6.7 Distribuicao cumulativa de probabilidade

Quando P(m) é a fungao de probabilidade da variavel aleatéria discreta m,
define-se a distribuicao cumulativa de probabilidade pela relagao

P(n)= > P(m) , (6.12)

m<n

ou seja, P(n) é a probabilidade da varidvel aleatéria assumir um valor menor
ou igual ao argumento da funcao, n. A definicdo para varidveis continuas é
analoga: a funcao distribuicao cumulativa de probabilidade é

x

Fa)y= [ sada (6.13)
—0oQ

com interpretacao idéntica a das distribuicoes de varidvel discreta. No ultimo

caso, a f.d.p. pode ser calculada da distribui¢ao cumulativa por meio da relagao

_dF

f(v”‘?)—%

Como a probabilidade de obter um resultado qualquer é normalizada a 1,
0<F(x)<1 |,

e como a probabilidade de um evento é sempre positiva ou nula,

a7 S
de —
com condigoes analogas no caso de variaveis discretas.

No desenvolvimento formal da Probabilidade e da Estatistica, usam-se
muito as distribuicoes cumulativas. Neste livro, as fungoes densidade, que
parecem refletir mais diretamente as observacoes experimentais, foram usadas
sempre que possivel.
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6.8 Funcoes de duas variaveis aleatorias, den-
sidades condicional e marginal

Considere duas variaveis aleatorias X; e X, definidas sobre um espago amostral
(2, cujos eventos correspondem a pares de valores (z1,x2). Em principio, a
probabilidade de se obter um evento dentro do intervalo de larguras dx; e dx,
depende tanto de x; quanto de s, ou seja, a f.d.p. conjunta f depende das
duas variaveis, de modo que

dP(xl S X1 S x|+ dQ?l, T2 S X2 S To + d.ﬁl]g) = f(fL'l, Ig) d!El dﬂ?g . (614)
Assim, a relagao entre as fungoes distribuicao cumulativa F e densidade é
F(x1,22) :/ 1 / : f(x], xh) day daty = P(Xy < w1, Xo < 19)

equivalente a

P*F
f<1?1, 132) N 8ZE1 8x2

Define-se a f.d.p. condicional de X; dado que X5 assuma o valor fixo x-
de maneira parecida com a probabilidade condicional em varidveis discretas
(formula 6.8), ou seja, por meio da fungao g(x;) que resulta da imposigao da
restricao a X, no espaco amostral €2 inteiro,

_ flaukdk  fok)
Jo (@ k) day dk o J25 f(ah, k) dwy

onde o denominador, no membro do meio, é a probabilidade de observar a
variavel Xy no intervalo k < xy < k + dk, que pode ser nula; como nao hé
sentido em definir probabilidade condicional para uma condi¢ao impossivel,
convenciona-se que g ¢ nula quando esse denominador é nulo.

Chama-se f.d.p. marginal de X; a funcao h(x;) que resulta de ignorar o
valor assumido por X,

g(xq | 29 = k) (6.15)

h(zy) :/OO [y, 2h) daly . (6.16)

— 00

Marginal tem, aqui, o sentido de estar a margem, ou seja, ¢ a projecao da
densidade conjunta sobre um dos eixos, sobre uma margem das coordenadas.
H& também uma densidade marginal de X,

wies) = [ f(@h,x2) daf
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Note que, com a definicao acima, a f.d.p. condicional de x; dado x5, re-
lagao (6.15), pode ser reescrita como a razao entre a densidade conjunta e a
marginal de x5 com a condi¢ao xy = k,

f(l’l, 1‘2)

g(xl ’ Lo = k) = w(LUg)

ro=k

o que ressalta a forma da restrigao.
Quando X; ¢ estatisticamente independente de X5, o resultado acima é o
mesmo para qualquer k£, de modo que

g(z1 | x2 = k) = h(z1)

onde identifica-se que o resultado independente de x5 corresponde a densidade
marginal h(z;) da férmula (6.16). Assim,

f(z1,22) = h(x1) w(zy) se x; independente de x4

6.9 Valor esperado de uma variavel aleatdéria

Certos parametros associados a f.d.p. permitem descreveé-la, ao menos qualita-
tivamente. Assim, a média é uma medida da localizacao da f.d.p. e a variancia,
da dispersdao. Esta secao formaliza e generaliza os conceitos associados a essas
grandezas.

Define-se valor esperado da variavel aleatéria X a grandeza

E(X)=<uz>= / zf(x)de (6.17)
condicionado a que a integral convirja absolutamente, isto é, que a integral
| el f@)da

exista; caso contrario, diz-se que X nao tem valor esperado finito.

Exemplo 6.1

A f.d.p. de t de Student (fé6rmula 3.25), quando ha apenas um grau de
liberdade,
1

Y(t) = AEED
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é um exemplo importante de inexisténcia do valor médio, por falta de con-
vergéncia absoluta da integral que define o valor esperado, equagao (6.17).

E o comportamento aleatdorio da variavel que faz com que ela nao
siga um padrao de simetria, necessario para anular a integral de uma
funcao antissimétrica; ao repetir a observagao um certo nimero de vezes,
é improvavel obter a mesma quantidade de valores positivos e negativos, e
as distancias a origem também vao variar ao acaso. Esse comportamento
imprevisivel da média pode ser observado em uma simulagao: sorteie uma
centena de conjuntos {t;,7 = 1...N}, com N =~ 10, e veja como as médias
aritméticas desses conjuntos variam irregularmente, devido a presenca
ocasional de um dado de médulo excepcionalmente alto em um ou alguns
conjuntos. Repita a simulacao com N = 100 e note que o comportamento
continua irregular.

Essa fungao aparece em varios outros problemas em uma forma um
pouco mais genérica, com parametros de posicao e largura 0 e I,

r

fwb. D) = e )

(6.18)

e tem varios nomes, os mais comuns funcao de Cauchy ou de Lorentz, o
ultimo associado ao fenémeno da ressonancia.

Toda fungao ¢(x) define uma nova variavel aleatéria, que podemos chamar
de ¢(X), cujo valor esperado é, simplesmente,

(X)) = [ o) fa)de . (6.19)

sujeito também a convergéncia absoluta da integral. Um caso particular que
ocorre frequentemente é

quando se obtém
Elp(X)] = aB(X)

ou seja, a é simplesmente um fator de escala.
Um resultado imediato da linearidade da operagao matematica com que se
determina o valor esperado é que

EXi+Xo+.. +Xy)=E(X)+E(Xo)+...+EXy) . (6.20)
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Q6.4 Calcule o valor médio (ou valor esperado) do nimero n de sucessos
quando os eventos seguem a funcao de probabilidade Binomial. Es-
tenda o resultado acima para variaveis discretas e considere que

onde X; é 1 se a i-ésima observagao é um sucesso e 0, se nao é um
sucesso (portanto, X; = 0 com probabilidade q e X; = 1 com probabi-
lidade p, onde p + q = 1, na notagao do capitulo 2).

Sugestao: calcule primeiro E(X;) e use o fato de todas as observagoes
serem repetidas em condicoes idénticas.

6.10 Momentos de uma funcao densidade de
probabilidade

Como comentamos na secao 6.6, aqui nao vamos ser rigorosos em distinguir a
variavel aleatéria X da varidavel x que representa seus valores possiveis, uma
vez que nao ha possibilidade de confusao nas defini¢coes que seguem.

Define-se o momento de ordem r de uma varidvel aleatoria x, ., como o
valor esperado de z",

.= E@") =<a” >= / " f(x)dx . (6.21)
Assim, p) é a média,
p=1h=B@) =<z>= [ af@)ds

habitualmente simbolizado simplesmente por p na literatura especializada.
Nos capitulos 1 e 2, o valor esperado F(X) foi denotado por < x > ou x
e, agora, mudamos para p; isso nao significa nenhuma mudanga conceitual,
mas apenas uma escolha de notacao mais adequada ao restante do capitulo,
porque as féormulas ficam pesadas com muitos subscritos e simbolos < > ani-
nhados. Usamos tantas notagoes diferentes para o valor esperado: E(X) =
u=pu = E(r) =<z >= xg, todas muito comuns nos livros, porque cada uma
da melhor aparéncia ou clareza a alguma formula ou definicdo. Enfim, essa
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multiplicidade de simbolos também vem da importancia desse parametro, que
é uma medida da localiza¢ao de f, comumente uma medida da grandeza, que
é o que buscamos, mas, infelizmente, nunca poderemos conhecer.

Define-se momento central de ordem r de uma varidvel aleatoria x, .,

como o valor esperado de (z — p)",

=Bl =) = [ (o= p) fayde (6.22)

— 00

O primeiro desses momentos ¢ nulo, porque é a média da diferenga com a
) b1
prépria média. J& o segundo corresponde & varidncia, o,

02—z = Bl(w — 0% = < (w—p)? > . (6.23)
O desvio padrao o é definido como a raiz quadrada positiva da variancia,

00:+\/u2 )

que é uma medida da largura da f.d.p..

Q6.5 Mostre que a variancia iguala o valor esperado de z*(yy ou E (XQ))
menos o quadrado da média (12 ou E (X)?),

o2 =ph—p? = E(X?) - E(X)? . (6.24)

Outras grandezas que servem para caracterizar as f.d.p.s s@o o parametro
de assimetria 3,

13
8= G (6.25)
e a curtose K,
K = (:24)2 ~-3 . (6.26)

Como 3 tem o sinal de ug, uma f.d.p. unimodal com [ positivo quase sempre
indica que a f.d.p. tem uma cauda para a direita e, portanto, tem

média > mediana > moda
Ja f < 0 indica uma f.d.p. com cauda para a esquerda, para a qual

média < mediana < moda
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B = 0 implica em uma f.d.p. simétrica em torno da média. Ja a curtose
nao tem interpretacao simples, e em muitos textos e funcoes de computador,
¢é definida sem a constante numérica; essa propriedade é facilmente testada
calculando a curtose da distribuicao normal, que é nula com a definicao da
férmula (6.26) e, claro, igual a 3, sem essa constante.

Pode-se mostrar que duas f.d.p.s continuas e derivaveis infinitamente que
tém mesmos momentos sao idénticas. Com um nimero pequeno de dados,
verifica-se que duas fungoes cujos momentos de ordem mais baixa sao iguais
sao muito parecidas, de maneira que usualmente os 4 primeiros momentos —
ou grandezas associadas: u, o, 0 e k — caracterizam bastante bem a funcao.

Se {z;, i =1,...,N} é o conjunto de dados de uma medida, estimam-se
os momentos centrais p, por meio das estatisticas

1 N
my N; <LU>

Se a média < = > é desconhecida, ela pode ser estimada por

5]

1 N
:N;Q]z

As variancias dessas estatisticas se relacionam com os diversos momentos da
f.d.p. e podem ser calculadas. A Tabela 6.5 apresenta as variancias no caso
geral e também no importante caso de dados que seguem a distribuicao gaus-
siana.

6.11 Momentos de funcoes de varias variaveis

As covariancias sao os momentos das funcoes densidade de probabilidade de
duas ou mais variaveis aleatorias que, junto com as médias e variancias, formam
o conjunto das grandezas estatisticas de maior interesse. Se X; e X5 sao
variaveis aleatérias com f.d.p. f(z1,x2), define-se momento central de ordem
r em X; e ordem s em X5 por meio da expressao

trs = El(z1 — 10)" (22 — 220)°] =

[ [ ($1 - $1,0)T(I2 - $2,0)8f($17 $2) drydzy
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Tabela 6.5: Variancias das estatisticas correspondentes aos momentos de ordens mais
baixas de uma funcao densidade de probabilidade. No caso geral, elas estao em fungao dos
véarios momentos e, no caso normal, reduzem-se a poténcias da varidncia, 2. Note que nio
se costuma usar mgy para estimar a varidncia e o desvio padrao, mas sim a férmula (1.10),
que tem N — 1 no denominador e ndo N, de modo que a diferenca com a estimativa nao
tendenciosa usual é muito pequena quando o ntimero de dados é grande.

estatistica variancia multiplicada por N
nome simbolo qualquer f.d.p. normal
média 7, g = 02 o?
variancia Mo fha — J13 204
desvio padrao /1 (g — p13)/ (4pz) o?/2
3° momento central ms e — 3 — Bpapio + 9p 606
4° momento central my pg — 13 — 8z + 163 1us 96 o®
assimetria B = "33 6

my
curtose k=13 —3 24
coef. de correlacao | p = % ~(1—p?)?2
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onde x1 € T20 sao os valores esperados das varidveis X; e Xy. Chama-se
covariancia ao momento de ordem 1 nas duas variaveis,

cov(xy, xe) = punn = E[(x1 — 210)(r2 — 220)] - (6.27)

Em funcoes de mais do que duas varidveis, a covariancia corresponde a uma
extensao dessa definicao, onde integra-se em todas as variaveis,

cov(z;, ;) = / / (xi—xio)(xj—xj0)f(21, .0 xp) day .. dxy, . (6.28)
A desigualdade de Schwarz fornece a relagao

var(z;) var(z;) > (cov(z;, z;))° (6.29)

onde var(z;) = o7 e var(z;) = 07 sao as varidncias em z; e x;, respectivamente.

Quando as variaveis aleatorias sao independentes, a covariancia é nula. A desi-
gualdade acima mais este tltimo fato sugere o uso do parametro adimensional
cov(z; , x;)
p=——-""= | (6.30)
0; 0y
chamado de coeficiente de correlacao, para medir a interrelagao estatistica
entre duas varidveis aleatdrias continuas. A desigualdade (6.29) acima implica

em
—1<p<1 . (6.31)

Assim, se as varidveis sao estatisticamente independentes, p = 0.2 Os valores
p =1e p = —1 indicam varidveis completamente correlacionadas, ou seja,
Xo=aX;+ p com a e f constantes, « >0sep=1ea <0sep=—1.

A variancia do coeficiente de correlagdo entre varidaveis com distribuigao
normal estda na tabela 6.5, mas deve ser usada com muita cautela, especial-
mente quando o nimero de dados é pequeno — N = 30 deve ser considerado
pequeno quando |p| ~ 1. Também a dependéncia com o quadrado de p exige
cuidado na substituicao da estimativa na férmula da variancia. Por exemplo,
se a estimativa for p = 0,8 com N = 16, a substituicao de p por sua estimativa
sugere 0, ~ 0,09, que indica que p = 0,4 é pouco provavel, mas no teste da
hipétese p = 0,4, a substituicao do valor hipotético da o, ~ 0,21, que nao
permite descartar essa hipdtese com um nivel de significancia razoavel.

2 A reciproca ndo é verdadeira, embora sejam raros os casos praticos em que a correlacio
é nula entre grandezas estatisticamente relacionadas.
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6.12 Funcgao geratriz

Define-se funcgao geratriz da funcao de probabilidade de varidvel discreta como

Gt)= > pat" (6.32)
neqQ
em que p, é a probabilidade de observar-se o evento n (n € Z) e 2 é o espago
amostral.
Como exemplo, a funcao geratriz da f.p. Binomial é

Grp® =3 (0 )= =l (=), (633)

n=0

calculada diretamente com o binomio de Newton.
As probabilidades podem ser recuperadas da fungao geratriz por meio das
suas derivadas calculadas em t = 0,

1 d*"G

Pk

t=0

para todos os elementos do espago amostral. Dai vem o nome de geratriz e a
propriedade de que a uma funcao geratriz corresponde uma unica funcao de

probabilidade.

Q6.6 Prove o resultado (6.34) acima a partir da definigao da fungao geratriz,
eq. (6.32).

Note as propriedades elementares da Funcao Geratriz:
G0)>0 ;
G(l)=1 e
dG

EZOparaOﬁtgl

Q6.7 (a). Mostre que se pode calcular o valor esperado, < n >, a partir da
funcao geratriz G por meio da expressao

dG
<n>=—- L (6.35)
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(b). Mostre que a média do nimero de sucessos na f.p. Binomial é
< n >= Np, a partir da expressao acima.

(c). Calcule a funcao geratriz da f.p. de Poisson e use-a, junto com a
propriedade (6.35), para determinar o valor esperado.

A questao acima mostra que a relagao entre a média e a primeira derivada
da funcao geratriz é simples, relacao (6.35). Em geral, os demais momentos
da f.p. também podem ser calculados desta fungao com certa facilidade, o que
¢ uma das suas utilidades. O momento de ordem 7, !, com uma defini¢do
similar a da férmula (6.21), mas adaptada para uma distribuicao discreta,

relaciona-se com as derivadas da fungao geratriz de ordens 1,2, ..., r no ponto
t=1,
dG d'G
PR
dt |,_, 1

A partir dessess momentos, pode-se determinar os momentos centrais. Por

exemplo, da relacao

e > n(n—1)p,t"
t=

1 n

=> n’p, =Y np,=<n’>—-<n> ,
t=1 n r

pode-se calcular a variancia usando a identidade (6.35) acima,
9 9 , d*G dG

0" =<n">—-—<n>= —— — | =

dt? 1 dt

, G
dt

t=1

t:1>2 . (6.36)

Exemplo 6.2

Pode-se calcular a variancia de uma distribuicao binomial por meio das
equagoes (6.36) e (6.33). A aplicacao da equacgao (6.33) da

dcjiit) = Npt+(1—p)" " p
2
TOU — N = 1)lpt+ (1 )V p?

Substituindo ¢t = 1 nas derivadas acima e usando a eq. (6.36), obtém-se
o = N(N —1)p* + Np — (Np)* = Np(1 —p) ,

resultado que ja obtido na segao 2.1.
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6.13 Soma de variaveis aleatorias

E comum que a grandeza observada seja uma soma de variaveis aleatoérias,
com a forma

N
Sx=YX; . (6.37)
i=1

Vamos buscar a solugao desse problema em etapas, comecando com o caso
N = 2. A fim de evitar férmulas carregadas com sub-indices, chamamos as
variaveis aleatorias de V' e W, de modo que

So=S=V+W

onde tanto V quanto W podem assumir qualquer valor inteiro nao-negativo.
Terminaremos esta se¢ao com a soma da equagao (6.37) com qualquer N e fica
para a proxima secao o caso mais dificil, em que também N é uma variavel
aleatoria.

Comegamos por mostrar que a fungao geratriz de S é o produto das gera-
trizes de Ve W, Gy (t) e Gw(t),

Gs(t) = Gv(t) - Gw(t) . (6.38)

Para ajudar nesta demonstragao, montamos a Tabela 6.6, que apresenta a
relacao entre as probabilidades associadas aos diversos valores de S, V e W.

Chamando de v; a probabilidade que a variavel V assuma o valor 4, ¢ =
0,1,2,..., a fungao geratriz de V, Gy (t), é

Gy(t) => vt

Do mesmo modo, se w; € a probabilidade associada a W para os mesmos valores
de i, a funcao geratriz de W é Gy (¢),

Gw(t) => wt’

O produto das funcoes geratrizes de Ve W é

i=0 j=0
Ao isolar o termo que multiplica a poténcia n de t, que é

oo o0 n
Z Z ViW;jOniyj = Z ViWp—i
i=0

i=0 j=0
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Tabela 6.6: Relacio entre as probabilidades de S = n, s,, dada pela soma S =V + W,
com as probabilidades associadas as varidveis aleatdrias V e W, v; e w; respectivamente,
onde ¢ e j podem assumir qualquer valor inteiro nao-negativo.

S P(S)

0 So = VoW

1 S1 = YW1 + v1Wy

2 So = VgWsa + V1W7 + VW

3 S3 = VgWs + V1W9y + VoW + VzWy

_\n
N Sp = 2= Viln—;

ele pode ser identificado com a probabilidade de S = n, s,,, conforme detalhado
na Tabela 6.6. Por isso, pode-se reescrever o duplo somatério da relagao (6.39)
como uma série de poténcias de t" da seguinte maneira:

ZZviwjt”j = Z st = Gs(t)
i=0 j=0 n=0
que, substituida na equagao (6.39), prova a relagao (6.38).

Esse resultado pode ser aplicado ao caso da soma da férmula (6.37). O
objetivo é determinar a f.p. de y, que chamaremos h(y). Suporemos também
que todos os X; tém mesma distribuicao e podem assumir qualquer valor inteiro
nao-negativo.

N
Sy = ZXi , IN = constante
i=1
Quando as varidveis somadas tém todas a mesma fungao geratriz, a aplicagao
repetida do resultado (6.38) da

Gy (1) = [Gx (O] . (6.40)

Dispondo da funcao geratriz, pode-se usar as propriedades apresentadas na
secao 6.12 para calcular todas as grandezas de interesse — média, desvio-
padrao, probabilidade de obter o valor £ em uma medi¢ao. A proxima secao
fara bom uso do resultado que obtivemos.
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Exemplo 6.3

Considere duas variaveis n e m com distribuigoes binomiais, cujos nime-
ros de ensaios e probabilidades de sucesso sao Ny, p1 € No, p2, respectiva-
mente. A funcao geratriz da soma dessas variaveis, { = n+m, é o produto
das fungoes geratrizes de n e m:

G(t) = GNyp ()G Ng 2 (1)

Substituindo a fungao geratriz da distribui¢ao binomial, equacao (6.33),
obtém-se
G(t) = (pit+1—p)N(pat +1—p2)"

Desse resultado se conclui que, se p; = p2 = p, entao G(t) é a fungao
geratriz de uma binomial com parametros M + N e p; portanto, ¢ obedece
a uma distribuicao binomial. Se p; # p, entao G(¢) nao pode ser escrita
na forma da equacao (6.33) e, portanto, ¢ nao obedece a uma distribuicao
binomial.

6.14 Soma de um numero aleatorio de varia-
vels aleatorias

Considere um espectro multicanal, em que o nimero total N de eventos dete-
tados obedece a uma f.p. conhecida. Ao considerar um canal 7 isoladamente,
verifica-se que cada evento observado cai nesse canal com probabilidade p e
em qualquer outro canal diferente de ¢ com probabilidade ¢ = 1 — p. Nessa
situacao, o numero de eventos y observado no canal ¢ é uma soma de variaveis
aleatdrias em que o numero de termos da soma (N) também é uma varidvel
aleatéria,

N
y=> X , (6.41)
=1

em que X; = 1 com probabilidade p e X; = 0 com probabilidade ¢ = 1—p. Este
problema é parecido com o da se¢ao anterior, mas ao contrario do NN fixo ali
adotado, aqui N também € uma variavel aleatéria.® Ao final, vamos encontrar

3Note que y nao tem distribuicio binomial somente porque N ndo é um nimero pre-
viamente determinado, uma vez que todas as demais condicoes sao preenchidas: todos os
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uma férmula geral para varidveis aleatdrias do tipo da equagao (6.41), mas
preferimos construir este resultado a partir de um exemplo particular para
facilitar a compreensao da sua deducao.

Vamos definir

fj: probabilidade de observar o resultado X = j, que supomos iguais para
todos os X;.

gr: probabilidade de observar um ntumero total de eventos k = V.

As funcoes geratrizes dessas frequéncias f; e gi sao, entao,

P(t) = i fit! e (6.42)
v(s) = i_o: grs® (6.43)

Note que, na definicao da geratriz, a variavel usada é muda, assim tanto faz
usar t, s, ou qualquer outra letra — entender isso com clareza é fundamental

para compreender a deducao que segue.
A probabilidade de obter y = M é hy,;,

hy = Z Ply=M|N=n)P(N=n) . (6.44)
n=0
A probabilidade do resultado N = n (segundo fator da expressao acima) é,
simplesmente, ¢,. Ja a probabilidade condicional de y = M quando N = n
(primeiro fator) estd ligada ao resultado da se¢ao anterior e vamos simboliza-la
por
A =Ply=M|N=n) |, (6.45)

cuja fungao geratriz sera
() =S (6.46)
M=0

Na seccao anterior, calculamos essa geratriz ¢ a partir da geratriz de um X
da soma, que, neste caso, é a funcao ¢. Assim, conforme a relacdo (6.40),
obtem-se

e() =[e@)]" (6.47)

eventos tém mesma probabilidade de sucesso (cair no canal i) e a ocorréncia de um evento
nao interfere no outro.
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com ¢ da expressao (6.42) porque, neste caso, N = n define o nimero fixo de
termos no somatorio.
Reescrevendo a férmula (6.44), chega-se a

hM - Z CS\Z)Qn )
n=0

cuja funcao geratriz é

Blt) = 3t = 3 [i c%?gn] n

M=0 Ln=0

Os somatorios podem ser rearranjados de modo a obter

Bt) = ign [i CEZ)tM] ,
n=0 M=0

que tem a vantagem de isolar, entre os parénteses retos, [ |, a fungao geratriz
das probabilidades de obter M no somatdério de n termos, equagao (6.46), de
modo que

B(t) = i gutb(t) = i g ()" = ~[0(8)] (6.48)

Esse resultado foi obtido usando a relagao (6.47) e identificando que ¢(t) faz
as vezes de s na expressao (6.43). Assim, a fungao geratriz das probabilidades
associadas a variavel aleatéria y definida pela férmula (6.41) é a funcao gera-
triz associada a varidvel N (ntmero de termos do somatério), mas com um
argumento igual a fungao geratriz associada a variavel X.

No caso tipico dos espectros multicanais, X é uma variavel binomial, cujo
valor pode ser 0 com probabilidade ¢ e 1, com probabilidade p, de modo que
a geratriz é a da equacao (6.33) com N =1,

o(t) = (1 —p) +pt

J& a variavel N obedece a uma f.p. de Poisson de média Ny, com funcao
geratriz
v(t) = exp{No(t — 1)} (da questao Q6.7-c). (6.49)

Reunindo esses resultados na expressao (6.48),

o(t) = exp{No(1 —p+pt — 1)} = exp{Nop(t = 1)} ,
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obtém-se um resultado que é exatamente da mesma forma da equagao (6.49),
com Ny substituido por Nyp. Portanto,

Nap)¥eNop
) = L
Assim, no caso particular do nimero de contagens em um canal de um
espectro multicanal em que o nimero de contagens total N nao é prefixado
(com tempo prefixado, por exemplo, como é comum em experimentos), mostra-
mos que ele se distribui como uma Poisson de média y, = Nyp (ndmero total
de contagens vezes a probabilidade de cada contagem cair no canal particu-
lar). Portanto, o desvio padrao do nimero de contagens no canal é o, = /¥,
independente da probabilidade p ser pequena ou grande.

6.15 Funcao caracteristica — cumulantes

Para uma varidvel continua z com f.d.p. f(z), a funcdo com propriedades
similares a geratriz da equagao (6.32) é a Funcao Caracteristica, ¢(t), que é a
transformada de Fourier de f(x), como ja definimos no capitulo 2 e repetimos
abaixo:

o(t) = /_O:o exp(itz) f(x)dx . (2.23)

Desde que a exponencial complexa tem moédulo 1, a convergéencia absoluta des-

sa integral é assegurada, porque f(x) é normalizada. No capitulo 2, também
discutimos o uso da funcao caracteristica na deducao da distribuicao da média
de dados gaussianos, secao 2.6, e também mostramos que se recupera f por
meio da relacao:*

fla) = = |7 ew(-itn)o dr (2.24)

21 J -0
Nesta segao, vamos explorar outros aspectos da fungao caracteristica que serao
uteis na demonstracao do Teorema Central do Limite na secao 6.16.

Q6.8 Mostre que a funcao caracteristica da f.d.p. de Cauchy

1 , o
@)= gy ¢ Y=o 1)

4Ao contririo da integral que define a funcio caracteristica, a integral que recupera f a
partir de ¢ pode nao convergir separadamente nos dois extremos; se isso acontecer, deve-se
calcular o valor principal de Cauchy da integral, algo a que estamos, alids, habituados a
fazer com transformadas de Fourier.
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Q6.9 Mostre que a fungao caracteristica da soma de duas variaveis aleatorias
estatisticamente independentes u e v, s = u+uv, é o produto das fun¢oes
caracteristicas dos termos da soma, ¢s(t) = ¢y (t) - du(t) .

Q6.10 Considere uma grandeza x com a f.d.p. de Cauchy da férmula da
questao anterior e que {x1,x2} é uma medida dessa grandeza. Mostre
queafd.p. det = ‘”12& é a mesma de cada um dos dados do conjunto.

Uma funcao aparentada a funcao caracteristica é a Funcao Geratriz dos
Cumulantes,

FGC(t) =1n[p(t)] . (6.50)
Os coeficientes k, da expansao em série de poténcias de (it) dessa fungao,
(0.0 Zt T
nfo(e)] = 3 m (651
r=0 :

sao chamados cumulantes, que se relacionam com os momentos:
K1 = pjy = p = média ,
Ky = b — (ph)? = variancia ,
! ! ! \3
Kg = iy — 3y - py + 2(p7) etc.

Os cumulantes sao uma alternativa aos momentos na descricao das distribui-
¢oes, com duas vantagens: ¢) o cumulante de uma soma de varidveis aleatérias
¢ a soma dos cumulantes de cada uma das varidveis® e ii) a gaussiana tem
apenas dois cumulantes nao nulos, nimero minimo que uma f.d.p. que tém
varancia finita pode ter.

Ja sabfamos que a média e a variancia tém a propriedade ), que carac-
teriza um cumulante: é uma grandeza que se acumula na adi¢ao de varidveis
aleatérias. Infelizmente, porém, os cumulantes de ordem maior que 2 sao muito
complexos, o que dificulta seu uso em geral.

A propriedade i7) vem da funcao caracteristica da gaussiana, ja calculada
no capitulo 2, férmula (2.25), da qual obtém-se

mw@nzmﬂw+aﬁgﬁ : (6.52)

5Essa propriedade decorre do fato que a funcdo caracteristica da soma de duas varidveis
aleatérias é o produto das suas respectivas funcoes caracteristicas.
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Nenhuma outra f.d.p. tem FGC tao simples. E por essa razao que a gaussiana
serve frequentemente como aproximacao das outras f.d.p.s em situacgoes limites.

Exemplo 6.4

Vamos usar a técnica desenvolvida nesta segao para mostrar que a média
de N dados que obedecem a distribuigoes uniformes tende a uma gaussi-
ana quando N tende a infinito. Para isso, vamos usar um procedimento
similar aquele usado no capitulo 2, na dedugao da f.d.p. da média de
dados gaussianos.

Considere N dados z1,z9,...,zx5 que obedecem a fungoes densidade de
probabilidade
= 0 |, z; <0ouwx; >1
Definindo
Ly
Yi = N 9
a f.d.p. de y; é
1
flyi)) = N Ofyiﬁﬁ
1
= 0 |, yl<00uyz>ﬁ

A média dos N dados z; é

r1+22+...+aN
N

Y= =y1+y2+...+yn ,

que tem uma f.d.p. que pode ser escrita formalmente como

M) = [ o [ F@OF @) )0 = 30 = 2 = o = y) g gy

onde a fungao ) impoe a condigao: y igual 4 soma dos N valores y;, 0 que
significa que as integrais nao sao independentes.

A estratégia a seguir é calcular a fungao caracteristica de y e verificar
que seu logaritmo, no limite em que N — oo, é igual ao logaritmo da
funcao caracteristica de uma gaussiana.

A funcao caracteristica de y é

6,(0) = [ ¢h(y) dy
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Substituindo h(y), obtem-se

0y(0) = [ oo [ FF ) o F Sy~ 2=~ yw) g dys . dyn dy

Integrando em y usando a propriedade da fungao § e, depois, distribuindo
o termo da soma dos y; nas integrais de dy;, temos

1N N 1N
by(t) :N/ e dy, N/ et2dys . .. N/ eNdyn
0 0 0

onde foi usado que f(y;) = N entre 0 e 1/N e os limites de integragao estao
explicitos. Cada uma das N integrais acima da

L (ez’t/N B 1)
it
e, como todas tém o mesmo valor, o produto das integrais reduz-se a

6,(t) = [N (eit/N B 1)}1\{

it

/N quando expandida em série, da

N
N it 12 it3
H=|—|14——-— — — ... -1
dy(t) [it<+N 2N2 6N3 >]

N
it 12
¢y(t)<1+2N—6N2...> ,

que, quando N > 1, fica

A exponencial e

ou, ainda,

) 2
- i S
Por outro lado, os termos da expansao em série da fungao e¢2 248N em

torno de ¢t = 0 até ordem 2 sao idénticos aos da expressao acima e os
termos seguintes semelhantes, com diferencas da ordem de 1/N. Assim,
para N >> 1, pode-se aproximar

e, portanto,
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Comparando-se esta tltima expressao com a expressao para a fungao
geratriz dos cumulantes da gaussiana (eq. (6.52)), concluimos que a f.d.p.
da média de N dados distribuidos no intervalo [0, 1] tende a uma gaussiana

sy 1 . n . 1
com média 5 € variancia {5 -

6.16 O Teorema Central do Limite

Este é um teorema que admite diversas variantes. Ele estabelece que a f.d.p.
de Xy tende a normal, mesmo que as diversas variaveis aleatorias tenham
f.d.p.s diferentes, inclusive com médias e desvios padrao diferentes. Se

X tem média ju; e variancia o3,
X, tem média iy e variancia o3,
X; tem média u; e variancia o2,

entao, no limite de NV tendendo a infinito,

X+ X+ Xy X, X, Xy
Xy = Sty 42N 6.53
N N NN TN (6.53)

tem f.d.p. normal de valor esperado

E(Xn) = (i1 + p2 + .. + pun) /N

e variancia
var(Xy) = (o7 + 05 + ... + ox)/N?

O Teorema nao estabelece, porém, com que rapidez esse limite é atingido. A
l6gica da deducao é que, adicionando muitas variaveis aleatorias, os cumulantes
de ordem maior que 2 sdo da ordem de (02)%/2/y/N e af.d.p. de X fica definida
apenas pelos dois primeiros cumulantes e, portanto, é a gaussiana, conforme
mostramos na secao anterior.

Apresentaremos uma demonstracao na situacao onde todas as variaveis X;
tem mesma f.d.p.. Todas as varidveis terao mesma média, que designaremos
por p, e mesma variancia, designada por 02, o que resulta em

EXy)=p e
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var(Xy) = 0?/N

A funcao caracteristica terd a mesma forma para todas as variaveis X; e a
funcao geratriz dos cumulantes para cada uma delas sera, até ordem 3,

- 1\2 1\3
FGCx(t) = u(it) + o (l;) + K3 (Z;) +...

Para mostrar que o cumulante de ordem 3 da soma, k3, pode ser ignorado
frente ao segundo, é preciso explicitar de alguma forma essas grandezas numa
escala definida. O mais facil é definir uma variavel aleatoria normalizada,

= Xy —p .
o/VN
essa transformagao garante E(n) = 0 e var(n) = 1. A tese equivalente a provar
é, portanto, que

fdp(n) = N(0,1)  (Tese),

onde N(zg,09) é a f.d.p. gaussiana de média zy e desvio padrao oy. A varidvel
aleatoria 7 pode ser escrita

n= = é.z )
2 Ne X
com a definigao
¢ = Xi—p

A FGC de cada variavel &; é

o? it \* k it \°
FGCe(t) = — - +22. o
) =5 <¢m> 3] (m(f)
onde o termo linear em ¢ desaparece porque E(§;) = 0 e a FGC de ¢; foi obtida
a partir da FGC de X; jogando o fator que multiplica X; para a variavel ¢
(recorde que FGC(t) = In(E(e"X)). Como a fungao geratriz dos cumulantes

de uma soma ¢ a soma das fungoes geratrizes dos cumulantes, no caso iguais
para todos os &;, temos

FGCn(t):N{C;!-<\/%J> +’;‘<\/%0> +}
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(it)> Ky (i)

FGC,(t) = =+ + =

(t) 2! 3! V/Ng3

Quando N vai a infinito, como k3 e ¢ sao finitos, o termo de ordem 3 da
expansao em série vai a 0, obtendo-se entao que

+ ...

N—o (lt)Q
FGC,(t) — o

que, por comparacao com a FGC obtida a partir do logaritmo da funcao ca-
racteristica da gaussiana da férmula (2.25), é a FGC da N(0,1), provando o
teorema. Veja que nao s6 o terceiro cumulante tende a zero, mas também
os de ordem superior a 3, de maneira que o teorema vale mesmo que o ter-
ceiro cumulante de cada variavel aleatéria da soma for nulo. A demonstracao
no caso de soma de variaveis aleatérias diferentes segue o mesmo caminho,
sendo que pode-se verificar que a soma dos terceiros cumulantes é menor que
N~1/2 multiplicado pelo maior dos terceiros cumulantes das varias varidveis
envolvidas.

Este teorema justifica utilizar como variavel aleatéria aproximadamente

normal a funcao
N N

_ 2=1Ti T
o — 2 (6.54)

12

onde z; é uma variavel aleatéria com f.d.p. uniforme na faixa [0,1] e N é um
nimero grande (veja o exemplo 6.4). O valor médio e a variancia de « sdo,
respectivamente,

<a>=0 e o =1 . (6.55)

Assim, a fungao de varidveis aleatérias da expressao (6.54) tem f.d.p. aproxi-
madamente normal, com média nula e desvio padrao 1, N(0,1).

Q6.11 Verifique as férmulas (6.55).

Exemplo 6.5

Em geral, utilizava-se N = 12 na obtencao de aleatérios gaussianos pela
férmula (6.54), pela facilidade em extrair a raiz quadrada do denomina-
dor. Nao é aconselhavel, porém, usar este método para fornecer uma
grande quantidade de numeros aleatdérios gaussianos em computador,
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porque os numeros gerados estao restritos a faixa | — 6, +6[, impondo li-
mites que a gaussiana nao tem. Esse truncamento da distribuicao chama
a atencao para o fato de que valores nas caudas da gaussiana vao apa-
recer mais raramente do que o esperado e compromete a adequagao do
algoritmo mesmo para alguns milhares de nimeros aleatérios.

Uma aplicagao deste teorema corresponde a determinagao da ampli-
tude maxima do ruido eletréonico num certo instante, quando ele provém
da superposicao de muitas fontes diferentes espalhadas aleatoriamente no
tempo (figura 6.5a), cada uma produzindo na saida uma tensao V(¢) de
forma definida (figura 6.5b).

Vfonte ‘ (a)

Vs

Figura 6.5: a) Pulsos rapidos, produzidos por uma fonte de ruido, distribuidos aleatoria-
mente no tempo. b) Componentes da tensdo de ruido produzidas pelo circuito eletronico,
correspondentes aos diversos pulsos gerados pela fonte de ruido.

A tensdo devida ao ruido serd simplesmente a soma das componentes mostradas em b).

Neste caso, para um dado instante t/, a tensao é a superposi¢ao de
muitas varidveis aleatérias Vj(t), o que torna o Teorema Central do Limite
aplicavel. Assim, a f.d.p. da voltagem de ruido é gaussiana.
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6.17 Desigualdade de Chebyshev

Vamos obter aqui uma desigualdade que permite calcular valores limites das
probabilidades associadas a intervalos do tipo

|z —zo |> 0

onde z, =< x >, vélida para qualquer tipo de f.d.p. f(z). Para simplificar a
dedugao, vamos supor xg =< x >= 0 e generalizar a férmula no final.

Da propriedade de normalizagdo de f(z) e com a definicdo do segundo
momento, neste caso s = 4 , momento central porque a média é nula, tem-

Se
2

/_Z(l—:;)f(x)dle—lg

A integral pode ser reescrita como a soma de trés integrais

/:<1—> dx—i—/ (1—) wde+ [ (1_) J(a)de

A primeira e a tltima dao um resultado negativo (| z |> ¢) e a do meio d4 um

resultado positivo. Portanto, a integral de —oo a +00 é menor que a integral
de —/¢ a (. Assim,

72
1—%§ 2 (1_62) f(x)dxg/_if(x)dx :

em que a tltima desigualdade vale porque de —x?/¢? é sempre negativo. A
ultima integral pode ser interpretada como a probabilidade de | z | < £ e
conclui-se que

i
P(|x|<£)>1—£—22
Agora, P(|z |<{) =1— P(] x |> ¢), o que fornece
i
P(lo >0 <2

[{Pe)]

Se a média é nao nula, devemos considerar “x” como a diferenca entre o ponto
e o valor médio, garantindo que ps é o momento central (nesta nova situagao, o
momento central difere do momento em torno da origem, o que nao acontecia
com a hipdtese de média nula). Assim, em geral,

M2

P(la—m|>0< b2

(6.56)
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que ¢é a desigualdade de Chebyshev.

Embora no caso pratico os limites fornecidos por essa desigualdade sejam
pouco precisos (muito grandes com probabilidades elevadas), ela é til no de-
senvolvimento tedrico da estatistica porque é quase independente de hipdteses
sobre a f.d.p., uma vez que o unico requisito é a ezisténcia da variancia. O
resultado importante é que, independentemente da forma de f(z), a probabi-
lidade de x diferir de x, por muitos desvios-padrao é pequena.

Para verificar a baixa precisao, note que se x é uma variavel gaussiana,
sabemos que

P(lz—x,|>20)=0,045 =4,5% ,

o que pode ser comparado ao resultado
1
P(lx—z,|>20) < 120,25:25% ,

da desigualdade de Chebyshev. A comparacao da precisao fica ainda pior para
¢ maior.

6.18 A lei dos grandes ntimeros

E possivel mostrar que a média de variaveis aleatérias X, Xo, ..., X;

independentes mas com mesma f.d.p. (portanto, todos X; tém mesma média

p e variancia o?finita) distribui-se mais e mais concentradamente em torno

do valor médio y a medida que o nimero N de dados tende a infinito.
Definindo

_ 1 X
XN:—ZXi , (6.57)
Ni=
a lei dos grandes nimeros estabelece que para qualquer € > 0,
Jim P{| Xy—pl|>e=0 .  (Tese) (6.57")
—00

As hipéteses foram estabelecidas no inicio da discussao e levam a

=%

var(Xy) =

Usando a desigualdade de Chebyshev da secao anterior,

0.2

P{l Xy—nul>et <
I Xn—nl> e <o
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Para um dado € — no caso, a diferenca maxima tolerada entre X e y — podemos
aumentar N até que P seja tao pequena quanto desejarmos, provando a tese.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

EXERCICIOS

Mostre que a média, a mediana e a moda de uma distribuicao normal
sao iguais.

Considere a f.d.p.

0 x <0
ro={ S 150

onde A > 0. Mostre que a média, a mediana e a moda valem 1/, In2/\
e zero, respectivamente.

Considere a funcao densidade de probabilidade de duas variaveis, x;
e T, centradas em zero (< z; > = 0), cujas variancias sdo o? e 03,

respectivamente, e a covariancia é po,os.

(a) Determine a f.d.p. marginal de x1, verificando que seu desvio padrao
continua sendo o7;.

(b) Determine a f.d.p. marginal de x; para x, fixado em z e mostre
que seu desvio padrao é /1 — p? o7 e determine o novo valor de
< T >.

Mostre que a fungao geratriz da distribuicao de Poisson com parametro
a é
at) = et=1)

Usando o fato que a funcao geratriz de duas variaveis aleatorias é o
produto das fungoes geratrizes correspondentes, mostre que a soma de
duas variaveis que obedecem a distribuicoes de Poisson com parametros
a e b é uma variavel aleatéria que obedece a uma distribuicao de Poisson
com parametro a + b.

Considere um experimento no qual o nimero de eventos observados, ¥,
¢é igual a soma de eventos originarios de N fontes independentes,

N
yzle )
i=1
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6.7.

6.8.

6.9.

onde z; obedece a uma distribuicao de Poisson com parametro a e N
obedece também a uma distribuicao de Poisson, mas com parametro b.

(a) Mostre que y nao obedece a uma distribui¢ao de Poisson.
(b) Determine o valor esperado de y, <y >.

(c) Determine a variancia de y e verifique que ela é maior do que < y >.

A funcao geratriz de uma distribuicao binomial com parametros N e p é
(pt+1—p)~

Mostre que no limite em que p — 0 e N — oo com o produto Np = a
finito, a funcao geratriz acima fica

6a(t—l) ’

que corresponde a uma distribuicao de Poisson.

A funcao geratriz da soma s = v; + vy de duas variaveis v; e vy que
obedecem a distribuicoes de probabilidade binomiais com parametros
N7 b1 € M7 P2 é

G = (pit+1—p)"(pat +1—po)™

Mostre que a média da variavel s é igual a soma das médias das duas
varidveis. Mostre que a variancia é a soma das variancias. (Sugestao: use
as equagoes (6.35) e (6.36) e note que essa fungao geratriz sé corresponde
a de uma distribui¢do binomial se p; = p, veja exemplo 6.3.)

Simule M dados, onde cada um deles é a média de m dados unifor-
memente distribuidos entre 0 e 1. Faca isso para m = 1,2,4 e 10,
histogramando as M simulagdes. (Use M da ordem de 100 ou mais.)
Visualmente, verifique que os histogramas vao ficando cada vez mais pa-
recidos com uma distribuicao gaussiana a medida em que m aumenta.
Repita a simulacao, mas agora com dados que obedecem a distribuicoes
binomiais com parametros p = 0,1 e N = 10, 100 e 1000. Simule o
nimero de sucessos, n, e calcule o valor p.ss = n/N. Histograme os va-
lores obtidos de p.s. Verifique, ainda visualmente, que os histogramas
também tendem a uma gaussiana.
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