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CIÊNCIAS EXATAS

Vito R. Vanin, Philippe Gouffon, Otaviano Helene

Março 2023



2



Caṕıtulo 4

Inferência estat́ıstica e ajuste de
parâmetros

...quando não está ao nosso alcance discernir as opiniões mais
verdadeiras, nós devemos seguir as mais prováveis... (R. Descartes,
Discurso do Método, 1637)

Não se pode selecionar os métodos de análise dos dados verificando se for-
necem estimativas das grandezas que sejam próximas aos seus valores verdadei-
ros, porque estes são desconhecidos. Assim, o procedimento que adotaremos
será propor formas de construir estimadores das grandezas e verificar as pro-
priedades estat́ısticas das estimativas obtidas. Discutiremos neste caṕıtulo os
métodos daMáxima Verossimilhança e dosMı́nimos Quadrados, que são muito
usados nas ciências experimentais.

Nos restringiremos aqui ao estudo das estimativas de máxima verossimi-
lhança da média e da variância de dados distribúıdos de acordo com a função
de probabilidade normal e ao ajuste, pelo método dos mı́nimos quadrados, de
parâmetros lineares de funções modelo a dados experimentais com variâncias
conhecidas. Nos caṕıtulos 8 e 9 voltaremos a discutir esses métodos com mais
detalhes.

4.1 O Método da Máxima Verossimilhança

Como o nome indica, o método se caracteriza por estimar os parâmetros como
aqueles que mais provavelmente originariam os dados observados — ou seja,
os mais verosśımeis.
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Figura 4.1: Três cópias do histograma de uma medida {xi , i = 1, 2, . . . 20}, às quais foram
superpostas as funções: (a) 20 ·N(x;x0 = 10, σ0 = 1, 5). (b) 20 ·N(x;x0 = 8, 5, σ0 = 1, 5);
(c) 20 ·N(x;x0 = 10, σ0 = 3).
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Ha figura 4.1 estão representadas três gaussianas diferentes, conveniente-
mente normalizadas, que poderiam originar a medida histogramada, que é a
mesma em todas elas; dessas três, a da figura 4.1(a) é mais verosśımil que as
demais.

Q4.1 Explicite, o mais objetivamente posśıvel, porque a f.d.p. da figura
4.1(a) é a mais verosśımil das três.

A probabilidade de observarmos o particular conjunto de dados {xi} ≡
{xi, i = 1, . . . , N} quando a variável aleatória x é cont́ınua é, estritamente
falando, nula. No entanto, podemos calcular a probabilidade de obtermos
um primeiro dado no intervalo [x1, x1 + ∆x], um segundo dado no intervalo
[x2, x2 +∆x], etc, como o produto das probabilidades de cada um deles,

P({xi} | p0) = f(x1 | p0)∆x · . . . · f(xi | p0)∆x · . . . · f(xN | p0)∆x ,

onde f(xi | p0) é o valor, em x = xi, da f.d.p. de x, cujos parâmetros verda-
deiros estão representados pelo vetor p0. Se a f.d.p. é normal, p0 = (x0, σ0),
sendo x0 e σ0 o valor esperado e o desvio padrão, respectivamente. Na com-
paração de diversas f.d.p.s f , mantém-se ∆x constante, o que permite ignorar
o fator (∆x)N . Assim, a grandeza

P({xi} | p0) ∝
N∏
i=1

f(xi | p0) (4.1)

é proporcional à probabilidade de obtenção do conjunto de dados. Este resul-
tado, embora lógico e de interpretação indiscut́ıvel, não nos permite resolver o
problema de estimar as grandezas simbolizadas por p0, o que requer o proce-
dimento a seguir.

Define-se a Função Verossimilhança a partir da fórmula (4.1), mas substi-
tuindo p0 pela variável p, ou seja,

L(p | {xi}) =
N∏
i=1

f(xi | p) , (4.2)

que é uma função de p. O Método da Máxima Verossimilhança consiste em
estimar p0 pelo vetor p̂ que maximiza L(p | {xi}). Esse procedimento tem a
interpretação qualitativa induzida pela discussão acima, relacionada à figura
4.1, mas não tem nenhuma outra justificativa a priori. Veremos no caṕıtulo 9,
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como justificativa a posteriori do método, que as estimativas baseadas nele têm
certas propriedades convenientes, em particular, à proporção que o número de
dados da medida aumenta, as f.d.p.s das estimativas obtidas tendem a ser nor-
mais e centradas nos valores verdadeiros e as estimativas tendem a ser as de
menores incertezas que podem ser alcançadas em termos absolutos. No jargão
da estat́ıstica, diz-se que o estimador de Máxima Verossimilhança é assintoti-
camente normal, não tendencioso e eficiente. Note que o termo “assintoti-
camente” aplica-se às três qualidades, ou seja, esse estimador é possivelmente
tendencioso e não tem eficiência máxima quando o número de dados não for
muito grande.

4.2 Estimativas da média e do desvio padrão

Na medição de uma grandeza, a média e o desvio-padrão informam sobre a
posição e a localização da função densidade de probabilidade dos valores obser-
vados, sempre que ela for unimodal. Nesta seção, trataremos do caso particu-
lar, mas muito importante, em que se obtêm N dados, {xi, i = 1, 2, . . . , N} ≡
{xi}, todos estatisticamente independentes e provenientes de observações di-
retas de uma grandeza x, cujo valor verdadeiro é x0, com uma f.d.p. normal
centrada nesse valor e com desvio-padrão σ0. Nessas condições, a função ve-
rossimilhança é

L (x, σ | {xi}) =
N∏
i=1

f(xi | x, σ) =

=

(
1√
2πσ

)N

exp

{
−

N∑
i=1

(xi − x)2

2σ2

}
.

Como L é definida positiva, maximizar ln(L) ao invés de L é equivalente,
porque ambas as funções têm máximo no mesmo ponto, e simplifica conside-
ravelmente o cálculo.

Q4.2 Demonstre que ln(L) e L tem máximo no mesmo ponto x̂, σ̂. Mostre
que esse resultado é geral, valendo mesmo quando a f.d.p. f não é
gaussiana e para qualquer número de parâmetros.

Q4.3 Mostre que

x̂ =
1

N

N∑
i=1

xi = x e (4.3)
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σ̂2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − x)2 (diferente da estimativa usual) , (4.4)

resolvendo o sistema de equações em x̂, σ̂:

∂ ln(L)
∂x

∣∣∣∣
x̂,σ̂

= 0 e

∂ ln(L)
∂σ

∣∣∣∣
x̂,σ̂

= 0 .

4.3 Correção da tendenciosidade da estima-

tiva da variância.

O valor esperado da estimativa x de x0 pode ser calculado a partir da expressão
algébrica da fórmula (4.3) e das propriedades da f.d.p. dos dados, f . Quando
o valor esperado de uma variável α se escreve < α >, obtemos

< x̄ >=
1

N

N∑
i=1

< xi >=
1

N

N∑
i=1

x0 = x0 ,

onde usamos o fato que < xi >= x0, para qualquer i. Assim, embora não
saibamos se nosso resultado x de uma medida está próximo ou não de x0,
sabemos que em média ele está correto. Estimativas que têm esta propriedade
são chamadas de não tendenciosas. Em certas situações, o estimador de
máxima verossimilhança tem esta propriedade, mas nem sempre, como no caso
da estimativa da variância, σ̂2, obtida na seção anterior. A partir da fórmula
(4.4), calcula-se

< σ̂2 >=
1

N

〈
N∑
i=1

(xi − x̄)2
〉

.

Quando ϵ é a diferença entre a média e o valor verdadeiro,

x = x0 + ϵ , (4.5)

podemos reescrever cada termo da somatória como

(xi − x)2 = (xi − x0)
2 − 2ϵ(xi − x0) + ϵ2 .
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Substituindo este resultado na somatória acima, obtemos

< σ̂2 > =
1

N

〈
N∑
i=1

(xi − x0)
2 − 2ϵ

N∑
i=1

(xi − x0) +
N∑
i=1

ϵ2
〉

< σ̂2 > =
1

N

〈
N∑
i=1

(xi − x0)
2 − 2ϵ(Nx−Nx0) +Nϵ2

〉

< σ̂2 > =
1

N

〈
N∑
i=1

(xi − x0)
2 −Nϵ2

〉

< σ̂2 > =
1

N

〈
N∑
i=1

(xi − x0)
2

〉
−
〈
ϵ2
〉

.

Nesta expressão, identifica-se a variância < (xi − x0)
2 >= σ2

0 e, considerando
a fórmula (4.5) acima, verifica-se que o último termo corresponde ao valor
quadrático médio da diferença entre a média e o valor verdadeiro,

< ϵ2 >=
〈
(x− x0)

2
〉
= σ2

m =
σ2
0

N
,

que é a variância da média. Finalizando o cálculo, obtém-se

< σ̂2 >=
1

N

(
Nσ2

0

)
− σ2

0

N
=

N − 1

N
σ2
0 . (4.6)

A estimativa obtida através da Máxima Verossimilhança para a variância é,
portanto, tendenciosa, desde que em média essa estimativa subestima o valor
verdadeiro. Note, porém, que para N ≫ 1 a estimativa não é tendenciosa,
uma vez que (N−1)/N → 1 quando N → ∞. Dizemos então que a estimativa
de Máxima Verossimilhança é assintoticamente não tendenciosa. Toda a esti-
mativa obtida pelo método da máxima verossimilhança tem essa propriedade,
mas não é verdade que a estimativa seja não tendenciosa para qualquer N .
Neste caso particular da variância, a tendenciosidade pode ser corrigida anali-
ticamente, mas sempre é posśıvel determinar essa correção numericamente.

Q4.4 Mostre que a estimativa da variância que usamos habitualmente,

σ2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x)2 , (1.10)

não é tendenciosa qualquer que seja N . Assim, podeŕıamos chamá-la
de “estimativa pelo método da Máxima Verossimilhança corrigida da
tendenciosidade”.
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Q4.5 Considere duas medidas da mesma grandeza y0, com desvios-padrões
das médias verdadeiros σ e σ′ diferentes, em que se obteve as médias
y e y′.

a) Mostre que

ŷ =

y
σ2 + y′

σ′2

1
σ2 + 1

σ′2

é a estimativa de máxima verossimilhança de y0.

b) Mostre que ŷ é uma estimativa não-tendenciosa do valor verdadeiro
y0, se y e y′ são estimativas não-tendenciosas de y0.

c) Use a fórmula de cálculo da variância de uma função de variáveis
aleatórias (seção 3.1) e mostre que a variância de ŷ é dada por σ2

ŷ da
expressão

1

σ2
ŷ

=
1

σ2
+

1

σ′2

Finalmente, note que a estimativa da variância da fórmula (1.10) será não
tendenciosa independentemente da f.d.p. dos dados. O que mudará com a
f.d.p. é a probabilidade associada ao intervalo de confiança com largura de
±1σ em torno do valor da média, que é 68,3% somente para a normal (e com
muitos dados, caso contrário, é preciso usar t de Student).

4.4 Exemplos de aplicação do Método da Má-

xima Verossimilhança

Na seção anterior, usamos o método da máxima verossimilhança para estimar
x0 e σ

2
0 a partir de dados {xi} que obedecem a f.d.p.s gaussianas e estatistica-

mente independentes. Nesta seção, vamos discutir algumas outras aplicações.

4.4.1 Dados normais correlacionados

Na seção 2.4, apresentamos a f.d.p. multinormal. Neste exemplo, vamos apli-
car o método da máxima verossimilhança para calcular a média de dois dados
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correlacionados, x1 e x2, com matriz de covariância

V = σ2
0

(
1 ρ
ρ 1

)
.

A f.d.p. de x1 e x2 é (veja a seção 2.4)

f(x1, x2;x0, σ0) =

1

2πσ2
0

√
1− ρ2

exp

(
−(x1 − x0)

2 − 2ρ(x1 − x0)(x2 − x0) + (x2 − x0)
2

2σ2
0(1− ρ2)

)
.

Supondo que σ0 seja o valor verdadeiro e conhecido do desvio padrão e que
apenas x0 deva ser estimado, a função verossimilhança é

L(x | x1, x2) = f(x1, x2;x) ,

em que x é a variável que substitui x0 e o parâmetro σ0 não aparece mais,
por que é suposto conhecido. Derivando lnL em relação a x e determinando
o valor x̂ em que a derivada é nula, obtém-se

x̂ =
x1 + x2

2
,

que é a média simples dos dois dados. A demonstração que essa estimativa é
não tendenciosa vem de < x1 >=< x2 >= x0.

A variância de x̂ pode ser calculada usando os resultados das seções 3.1 e
3.3 e vale

σ2
x̂ = σ21 + ρ

2
.

Deixamos o caso em que as variâncias dos dados são diferentes para os exerćı-
cios no final do caṕıtulo, bem como o caso de infinitos dados covariantes, que
também será visto de outra forma na seção 8.15.

4.4.2 Grandezas distribúıdas como Poisson

Considere que a variável n obedece à f.p. de Poisson Pa(n). Quando se realiza
uma única medição com o resultado n, a função verossimilhança é

L(a | n) = e−aan

n!
.
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Obtém-se a estimativa de máxima verossimilhança ao maximizar L(a | n) (ou
seu logaritmo) e determinar o valor â correspondente. Neste caso, obtém-se

â = n .

Essa estimativa é não tendenciosa (porque < â >=< n >= a) e sua variância é
σ2
â = a. Note que, como não se conhece a, tudo que se pode fazer é aproximar

σ2
â
∼= n, aproximação essa também não tendenciosa.
Como um segundo exemplo de medida de uma grandeza com distribuição de

Poisson de média a, suponha que uma primeira medição apresente n1 eventos
e outra, n2 eventos. Neste caso, a função verossimilhança é

L(a | n1, n2) =
e−aan1

n1!

e−aan2

n2!
.

A estimativa de máxima verossimilhança é

â =
n1 + n2

2

com variância σ2
â = a/2, que é aproximada por (n1 + n2)/4, pela mesma razão

apresentada no exemplo anterior.
Como um terceiro exemplo, considere um experimento para determinar a

intensidade s de uma fonte na presença de um rúıdo de fundo com intensidade
f , ambas desconhecidas. Em uma primeira medição, observou-se n eventos
provenientes da fonte e do rúıdo de fundo, que juntos têm intensidade s + f .
Em uma segunda medição, a fonte foi removida, observando-se m eventos,
portanto todos provenientes do rúıdo de fundo. A função verossimilhança é

L(s, f | n,m) =
e−(s+f)(s+ f)n

n!

e−ffm

m!
.

O primeiro fator do membro da direita corresponde à probabilidade de se
observar n eventos provenientes de uma distribuição de Poisson com parâmetro
s + f ; o segundo fator, a uma distribuição com parâmetro f . Derivando lnL
em relação a s e a f e impondo a condição que essas derivadas sejam nulas em
ŝ e f̂ , obtém-se

f̂ = m

ŝ = n−m ,

que é o resultado esperado. As expressões acima permitem estimar a matriz
de covariâncias de f̂ e ŝ a partir das variâncias de n e m.

Q4.6 Mostre que as estimativas f̂ e ŝ não são tendenciosas.
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4.5 O Método dos Mı́nimos Quadrados

Este método consiste em estimar as grandezas a partir da minimização do
somatório dos quadrados das diferenças entre os valores calculados e os experi-
mentais. Ele é devido a Gauss e Legendre, no final do século XVIII e ińıcio do
XIX, que o aplicaram na redução de dados de observações astronômicas. A pri-
oridade de descoberta do método é uma questão interessante. Stigler [Stigler]
sugere que Gauss descobriu o método antes de Legendre, que, porém, o apre-
sentou em uma publicação, datada de 1805, que despertou o interesse dos
astrônomos da época, algo que Gauss teria tentado vários anos antes, sem
sucesso. Já Grosser [Grosser] relata que o método teria chamado a atenção
quando da descoberta do asteroide Ceres, que ocorreu da seguinte maneira, de
acordo com esse livro e também com a referência [Forbes].

Após a descoberta de Urano, acreditava-se que deveria haver um planeta
entre Marte e Júpiter. No ińıcio de 1801, um posśıvel planeta nessa região foi
avistado antes de esconder-se sob o Sol. Nenhuma das órbitas determinadas
para essa planeta, com base nessas observações, permitiram reencontrá-lo no
céu. Gauss interessou-se pelo problema e, em 2 meses, desenvolveu o Método
dos Mı́nimos Quadrados, com que previu a posição do objeto, que foi en-
contrado imediatamente, no final do ano. Esse objeto era Ceres, o maior dos
planetas menores internos a Netuno, com uma órbita bastante excêntrica e que
pertence ao cinturão de asteroides. Embora seja dif́ıcil ter certeza da razão pela
qual os astrônomos erravam a previsão, é de se imaginar que escolhessem das
observações aquelas que davam órbitas de acordo com suas expectativas. Esse
episódio ilustra, então, a objetividade dos métodos estatist́ıcos.

É mais fácil explicar o método no caso em que se ajustam apenas dois
parâmetros lineares. Assim, adotaremos como hipótese que a relação entre a
variável dependente y e as grandezas f́ısicas procuradas, a e b, é linear, com a
forma particular

y = a f(x) + b g(x) (4.7)

e que se pode observar experimentalmente valores yi para certos xi; normal-
mente, essa equação é a representação matemática de um modelo, por isso é
frequentemente chamada de função modelo. A partir dos dados {(xi, yi, σi), i =
1, . . . , N}, pretende-se estimar os valores das grandezas a e b. A figura 4.2 ilus-
tra os significados de xi, yi e σi.

As funções f(x) e g(x) são funções quaisquer, com a única restrição de não
envolverem os parâmetros a e b. Podem ser, por exemplo, sen(x) e cos(x), ou
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Figura 4.2: Representação de uma medida {(xi, yi, σi), i = 1, 2, . . . , 5}. As barras de incer-
teza representadas no gráfico são iguais a σi, de acordo com o procedimento convencional.

mesmo sen(kx) e cos(kx), com k uma constante conhecida e independente de
a e b. De nenhuma maneira se exige linearidade de f e g em x. Veremos logo
mais, na seção 4.8, que f e g não precisariam sequer serem funções de uma
mesma e única variável x, podendo ser substitúıdas por grandezas numéricas
conhecidas sem erro e diferentes para cada dado.

Vamos adotar que os parâmetros a e b têm valores verdadeiros iguais a
a0 e b0, respectivamente, e que as abscissas xi das observações são conhecidas
exatamente. Assim, os valores yi observados relacionam-se com a variável
independente xi pela expressão

yi = a0f(xi) + b0g(xi) + ϵi , (4.8)

em que ϵi é o erro experimental, desconhecido. Além disso, consideramos a
inexistência de erros sistemáticos, o que significa, como vimos no caṕıtulo 1,

< ϵi >= 0 . (1.7)

De acordo com a definição de variância, relação (1.5), temos

σ2
i = < (ϵi− < ϵi >)2 > ,
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que, pela ausência de erros sistemáticos, implica em

σ2
i = < ϵ2i > . (4.9)

É importante para o método que essas variâncias σ2
i sejam conhecidas ou que

sejam todas iguais, o que deixaremos para explicar no caṕıtulo 8. Vamos supor
adicionalmente, por enquanto, que os dados não estejam correlacionados, ou
seja,

< ϵiϵj >= 0 , i ̸= j .

Essa hipótese não é necessária para o método, mas torna os cálculos menos
complicados; voltaremos ao assunto também no caṕıtulo 8, onde mostraremos
como proceder quando as covariâncias não são nulas, o que é relativamente
frequente. Definimos a função Q (a, b) neste exemplo particular como

Q (a, b) =
N∑
i=1

(yi − af(xi)− bg(xi))
2

σ2
i

. (4.10)

A estimativa (â, b̂) de (a0, b0) é obtida da condição de máximo de Q(a, b), ou
seja, calculam-se as derivadas parciais, que devem se anular simultaneamente
no ponto de mı́nimo,

∂Q

∂a

∣∣∣∣∣
(â,b̂)

= 0 ,

∂Q

∂b

∣∣∣∣∣
(â,b̂)

= 0 .

Q4.7 Mostre que a solução do sistema de equações pode ser obtida como

p̂ = M−1D , (4.11)

onde p̂ e D são os vetores

p̂ =

(
â

b̂

)
D =


N∑
i=1

yif(xi)

σ2
i

N∑
i=1

yig(xi)

σ2
i

 (4.12)

e M é a matriz

M =


N∑
i=1

f(xi)
2

σ2
i

N∑
i=1

f(xi)g(xi)

σ2
i

N∑
i=1

f(xi)g(xi)

σ2
i

N∑
i=1

g(xi)
2

σ2
i

 . (4.13)
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Note que não foi adotada nenhuma hipótese sobre a forma da f.d.p. dos
dados, apenas que suas variâncias são conhecidas. Em outras palavras, o MMQ
pode ser usado qualquer que seja a f.d.p. dos dados.

Q4.8 Mostre que as matrizes necessárias para a determinação dos parâmetros
de uma reta

y = a+ bx (4.14)

pelo MMQ são

p̂ =

(
â

b̂

)
D =


N∑
i=1

yi
σ2
i

N∑
i=1

yixi
σ2
i

 (4.15)

M =


N∑
i=1

1

σ2
i

N∑
i=1

xi
σ2
i

N∑
i=1

xi
σ2
i

N∑
i=1

x2i
σ2
i

 . (4.16)

É muito comum apresentar o MMQ com este exemplo, uma vez que as
fórmulas são mais simples e tem inúmeras aplicações, mas pode levar
quem estuda a pensar que somente coeficientes de polinômios podem
ser ajustados pelo MMQ. A linearidade de y com os parâmetros a e
b é fundamental para o MMQ, mas a forma polinomial é totalmente
irrelevante para o método.

A forma particular da função de mérito Q do MMQ, fórmula (4.10), carece
de justificativa fundamental tanto quanto a escolha de L da fórmula (4.2) para
o método da Máxima Verossimilhança, mas também tem uma interpretação.
Estimam-se os parâmetros pelos valores que, quando substitúıdos na função
modelo (4.7), dão a curva que passa à menor distância dos pontos experimen-
tais em seu conjunto ou, mais exatamente, à menor distância quadrática da
curva toda em relação ao conjunto dos pontos experimentais, escolhida como
a soma ponderada do quadrado da distância a cada ponto na direção Oy, com
peso igual ao inverso da variância. Com essa escolha, Q (a, b) é uma função
quadrática em a e b, portanto apresenta um único mı́nimo. Assim, o MMQ
define um critério objetivo e único para obter estimativas â e b̂ dos parâmetros
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que, substitúıdos na função modelo (4.7), aproximam os valores experimentais.
Essa justificativa, embora racional e razoável, é também bastante arbitrária.

No caṕıtulo 8, estudaremos detalhadamente as propriedades desse estima-
dor e concluiremos que, no caso de funções lineares nos parâmetros, o MMQ
é o estimador linear dos parâmetros de menor variância, mesmo que as
f.d.p.s dos dados não sejam normais. Veremos adiante que, para funções
não lineares nos parâmetros, o método da Máxima Verossimilhança é o mais
adequado, embora seja equivalente ao MMQ quando as f.d.p.s dos dados forem
gaussianas, como mostraremos na seção seguinte.

4.6 Dados normais: equivalência entre Máxi-

ma Verossimilhança e Mı́nimos Quadrados

Considere a medida {(xi, yi, σi), i = 1, 2, . . . , N} ≡ {(xi, yi, σi)}, onde cada yi
é obtido com erro ϵi, de modo que

yi = h(xi;p0) + ϵi , (4.17)

em que os parâmetros p0 são as grandezas a determinar; essa relação generaliza
a fórmula (4.8) acima.

Vamos manter as hipóteses do exemplo da seção 4.5: erro médio nulo,
relação (1.7), variância medida igual ao erro quadrático médio, (4.9), e dados
não correlacionados, < ϵiϵj >= cov(yi, yj) = 0, i ̸= j. Nessas condições, o
MMQ consiste em estimar os parâmetros pela minimização da função

Q (p; {(xi, yi, σi)}) =
N∑
i=1

(yi − h(xi;p))
2

σ2
i

, (4.18)

o que generaliza a fórmula (4.10) acima. Nessa última expressão, h(xi;p)
representa o valor da função h no ponto xi com parâmetros p. A função
Q (p; {(xi, yi, σi)}) é, portanto, a soma dos quadrados dos reśıduos (reśıduo é
a diferença entre o valor experimental em um certo ponto e o valor ajustado,
nesse mesmo ponto) ponderados pelos inversos das variâncias.

O procedimento do MMQ para estimar os parâmetros consiste em deter-
minar o valor p̂ dos parâmetros que minimiza Q (p; {(xi, yi, σi)}).

A fim de aplicar o Método da Máxima Verossimilhança, é preciso construir
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a função verossimilhança da fórmula (4.2),

L(p | {(xi, yi, σi)}) =
N∏
i=1

f(xi, yi, σi | p) .

Juntando a hipótese da f.d.p. do erro ser gaussiana, obtemos

L(p | {(xi, yi, σi)}) =

 N∏
j=1

(
1√
2πσj

) exp{− N∑
i=1

[yi − h(p;xi)]
2

2σ2
i

}

L(p | {(xi, yi, σi)}) =

 N∏
j=1

(
1√
2πσj

) exp{−Q (p; {(xi, yi, σi)})
2

}
(4.19)

onde Q = Q (p; {(xi, yi, σi)}) da fórmula acima é exatamente o mesmo da
fórmula (4.18).

Como o máximo da função verossimilhança desta última expressão corres-
ponde ao mı́nimo de Q, dada a dependência exponencial de L em Q, com
o sinal negativo multiplicando o expoente, as estimativas obtidas pelos dois
métodos, no caso muito comum de dados com f.d.p. gaussiana, são idênticas,
qualquer que seja a forma da função h, tanto linear quanto não-linear nos
parâmetros.

4.7 Exemplo – propriedades das estimativas

dos parâmetros de uma reta

As estimativas pelo MMQ dos coeficientes linear e angular de uma reta em
função dos dados podem ser obtidas com a equação (4.11), usando as matrizes
das fórmulas desenvolvidas na questão 4.5 acima:

(
â
b̂

)
=

1
N∑
i

1

σ2
i

N∑
i

x2
i

σ2
i

−
[

N∑
i

xi

σ2
i

]2


N∑
i=1

x2
i

σ2
i

−
N∑
i=1

xi

σ2
i

−
N∑
i=1

xi

σ2
i

N∑
i=1

1

σ2
i

 ·


N∑
i=1

yi
σ2
i

N∑
i=1

yixi

σ2
i

 .

(4.20)
em que a inversa da matriz M foi determinada analiticamente. Nosso objetivo
é mostrar que essas estimativas não são tendenciosas, ou seja, < â >= a0 e
< b̂ >= b0. Para isso, podemos escrever os valores médios de â e b̂ em função
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de a0 e b0, substituindo na expressão acima os dados yi como definidos na
fórmula (4.8), que adaptamos para o caso da reta,

yi = a0 + b0xi + ϵi . (4.21)

A fim de facilitar o cálculo, vamos adotar uma notação compacta para os
somatórios:

S =
N∑
i

1

σ2
i

, Sx =
N∑
i

xi

σ2
i

e Sxx =
N∑
i

x2
i

σ2
i

.

Após substituição da relação (4.21) acima, os somatórios que envolvem os
dados yi ficam

N∑
i=1

yi
σ2
i

=
N∑
i=1

a0 + b0xi + ϵi
σ2
i

= a0S + b0Sx +
N∑
i

ϵi
σ2
i

e

N∑
i=1

yixi

σ2
i

= a0Sx + b0Sxx +
N∑
i=1

ϵixi

σ2
i

.

Isolando o valor de â da expressão matricial, obtemos, após a substituição dos
somatórios que acabamos de calcular,

â =
Sxx

(
a0S + b0Sx +

∑N
i

ϵi
σ2
i

)
− Sx

(
a0Sx + b0Sxx +

∑N
i

ϵixi

σ2
i

)
S · Sxx − S2

x

.

Ao fatorar a0 e b0, verificamos que o coeficiente de a0 é 1 e o de b0 é nulo, de
modo que

â = a0 +
Sxx

∑N
i

ϵi
σ2
i
− Sx

∑N
i

ϵixi

σ2
i

S · Sxx − S2
x

.

Calculando o valor esperado, obtemos

< â >= a0 +
Sxx

∑N
i

<ϵi>
σ2
i

− Sx
∑N

i
<ϵi>xi

σ2
i

S · Sxx − S2
x

.

A hipótese de inexistência de erros sistemáticos corresponde a < ϵi >= 0, de
maneira que se deduz

< â >= a0 ,

o que mostra que a estimativa é não tendenciosa. Um resultado análogo vale
para o parâmetro b.
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Q4.9 Mostre que < b̂ >= b0.

Mostramos que, se não há erros sistemáticos nos dados, as estimativas dos

parâmetros não são tendenciosas, isto é, distribuem-se em torno dos valores

verdadeiros de maneira que suas médias igualam os valores verdadeiros. Note

que esse resultado não depende das f.d.p.s dos dados serem normais, nem das

variâncias serem as verdadeiras; ele decorre da linearidade do estimador em

relação ao conjunto dos dados {yi, i = 1, 2, . . . , N} (e da ausência de erros

sistemáticos). No caṕıtulo 7, abordaremos de novo essa questão.

Note que as estimativas â e b̂ são funções lineares dos dados yi. Pode-se
mostrar que uma combinação linear de variáveis aleatórias gaussianas tem uma
f.d.p. gaussiana também, numa demonstração muito parecida com aquela da
f.d.p. da média na seção 2.6. Acabamos de verificar que os valores esperados
de â e b̂ são os valores verdadeiros, a0 e b0, de maneira que as f.d.p.s de â e b̂
são

ϕ(â) =
1√
2πσa

exp

{
−( â− a0 )

2

2σ2
a

}
e

γ(b̂) =
1√
2πσb

exp

{
−( b̂− b0 )

2

2σ2
b

}
. (4.22)

Em palavras, dizemos que ambas as estimativas são normais e não tenden-
ciosas. Esse resultado vale qualquer que seja o número de dados. Na seção
seguinte, calcularemos as variâncias das estimativas que, aliadas ao conheci-
mento da forma da f.d.p., permitem calcular a probabilidade de um certo in-
tervalo [a, a′] conter o valor verdadeiro a0 e de um certo intervalo [b, b′] conter
b0, o que resolve o problema que nos colocamos.

Veremos adiante, na seção 4.10, que

f.d.p.(â, b̂) ̸= ϕ(â)× γ(b̂)

ou seja, as estimativas â e b̂ são correlacionadas.

4.8 Funções lineares nos parâmetros e dados

estatisticamente independentes, em geral

Nesta seção, mostraremos que o MMQ pode ser aplicado aos casos em que a
relação entre os dados e os parâmetros não é expressa por uma função de uma
ou poucas variáveis.
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Considere um vetor p, que representa um conjunto de µ parâmetros

p = (p1, p2, . . . , pν , . . . pµ) ,

Uma função linear em p pode ser escrita como

yi(p) =
µ∑

ν=1

pν gνi , (4.23)

em que os gνi são valores conhecidos exatamente. Por exemplo, no caso do
ajuste dos parâmetros da reta y = a+ b x, yi representa um dos dados experi-
mentais, g1i = 1 e g2i = xi.

Procedendo como nos outros casos, deduz-se que a estimativa de mı́nimos
quadrados dos parâmetros pν a partir dos dados sa medida {(xi, yi, σi), i =
1, 2, . . . , N} e do conjunto de coeficientes {gνi, ν = 1, 2, . . . , µ, i = 1, 2, . . . , N}
é dada por

p̂ = M−1D , (4.24)

em que as componentes do vetor D e os elementos da matriz M são dados por

Dν =
N∑
i=1

yigνi
σ2
i

e Mκν =
N∑
i=1

gκigνi
σ2
i

. (4.25)

Note que a matriz M é simétrica, seus elementos diagonais são definidos posi-
tivos, e pode-se mostrar que det(M) ≥ 0, ou seja, M é uma matriz simétrica
semi-definida positiva. Os parâmetros pκ são funções lineares dos valores ex-
perimentais yi, como no caso da equação (4.20), do exemplo de ajuste dos
coeficientes de uma reta.

Note que, nas expressões (4.26) e (4.25), usamos sub-́ındices gregos sempre
que nos referimos às componentes do vetor de parâmetros e esses sub-́ındices
variam de 1 a µ. Já para identificar os dados experimentais {yi, σi}, usamos
sub-́ındices do nosso alfabeto, variando de 1 a N . Para ser posśıvel ajustar µ
parâmetros a N pontos experimentais, é preciso1 N ≥ µ.

1O caso N = µ não se trata propriamente de um ajuste, pois os dados experimentais
serão idênticos aos valores calculados com os parâmetros, mas as fórmulas deduzidas nesta
seção podem ser usadas sem restrições .
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Exemplo 4.1

Uma pessoa deseja determinar a massa de uma amostra, que deve ser
acondicionada dentro de um recipiente. A tabela abaixo lista uma série
de medições, todas com mesmo desvio padrão σ = 1 g e estatisticamente
independentes.

i yi(g) O que está na balança g1i g2i
1 10,5 Recipiente vazio 0 1
2 9,9 Recipiente vazio 0 1
3 9,1 Recipiente vazio 0 1
4 14,4 Recipiente com amostra 1 1
5 15,8 Recipiente com amostra 1 1

A segunda coluna dessa tabela traz os valores de massa obtidos na pe-
sagem do material descrito na 3a coluna. As colunas 4 e 5 trazem os
valores das variáveis explicativas associadas aos parâmetros “massa do
recipiente”, p1, e “massa da amostra”, p2, respectivamente. A primeira
coluna ordena os dados, mas não interfere nos resultados, que serão os
mesmos se os dados forem ordenados de outra forma.

Substituindo os valores da tabela nas fórmulas (4.25), obtém-se

D1 =
N∑
i=1

yi g1i
σ2
i

= 30, 2 e D2 =
N∑
i=1

yi g2i
σ2
i

= 59, 7

em g e

M11 =
N∑
i=1

g1i g1i
σ2
i

= 2, M12 = M21 =
N∑
i=1

g1i g2i
σ2
i

= 2 e M22 =
N∑
i=1

g2i g2i
σ2
i

= 5

adimensionais.

Pela equação (4.24), obtém-se os valores ajustados para as massas do

recipiente e da amostra, respectivamente p̂1 = 5, 3 g e p̂2 = 9, 8 g.

Uma forma comum de função modelo linear nos parâmetros é

h(x;p) =

µ∑
ν=1

pνgν(x) , (4.26)
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em que gν(x) é uma função qualquer da variável independente x, mas que não
depende de qualquer um dos parâmetros pζ . Em geral, x é um vetor de r
componentes,

x = (x1, x2, . . . , xq, . . . , xr) ,

sendo que r não precisa guardar qualquer relação com µ ou N . É o conjunto
de variáveis independentes

(x1,i, x2,i, . . . , xq,i, . . . , xr,i)

que define xi e, como essa é a variável independente, o número de coordenadas

que a define não tem qualquer restrição.

4.9 Desvios padrão das estimativas

Podemos calcular o desvio-padrão de pν a partir da fórmula desenvolvida na
seção 3.1. Como a dependência da função modelo com os parâmetros é linear,
o resultado será exato2. Calculando a covariância entre os parâmetros p̂ν e p̂κ
usando a fórmula (3.6),

cov(pν , pκ) =
N∑
i=1

∂pν
∂yi

∂pκ
∂yi

σ2
i , (4.27)

em que se considerou que os dados yi são estatisticamente independentes, isto
é, cov(yi, yj) = 0 para i ̸= j; essa é a mesma simplificação adotada ao definir
a função Q das fórmulas (4.10) e (4.18).

Calculamos as derivadas a partir da forma expĺıcita dos parâmetros, obtida
da expressão (4.24),

pν =
µ∑

τ=1

(M−1)ντDτ .

Define-se uma matriz V por

V = M−1 , (4.28)

que, no momento, permite simplificar a notação, mas, ao fim deste cálculo,
veremos que essa matriz é muito importante. Assim, reescreve-se

pν =
µ∑

τ=1

VντDτ ,

2Na medida em que as variâncias dos dados sejam conhecidas exatamente.
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donde se deduz
∂pν
∂yi

=
µ∑

τ=1

Vντ
∂Dτ

∂yi
=

µ∑
τ=1

Vντ
gτi
σ2
i

, (4.29)

onde substitúı-se

∂Dτ

∂yi
=

∂

∂yi

N∑
j=1

yj gτj
σ2
j

=
N∑
j=1

δji gτj
σ2
j

=
gτi
σ2
i

.

Usando (4.29) em (4.27) para calcular as derivadas parciais da fórmula da
covariância entre os parâmetros, obtém-se

cov(pν , pκ) =
N∑
i=1

µ∑
τ=1

Vντ
gτi
σ2
i

µ∑
η=1

Vκη
gηi
σ2
i

σ2
i ,

que, depois de rearranjar a ordem das somatórias, fica

cov(pν , pκ) =
µ∑

τ=1

Vντ

µ∑
η=1

Vκη

N∑
i=1

gτi gηi
σ2
i

,

onde é posśıvel identificar a última somatória como Mτη = Mητ . Assim,

cov(pν , pκ) =
µ∑

τ=1

Vντ

µ∑
η=1

VκηMητ =
µ∑

τ=1

Vντδκτ ,

que, usando a definição (4.28), V = M−1, equivalente a VM = I, leva ao
resultado procurado,

cov(pν , pκ) = Vνκ . (4.30)

Esse resultado explica o śımbolo usado para a matriz inversa da matriz
M — ela é a matriz das Variâncias e covariâncias entre os parâmetros: sua
diagonal contém as variâncias dos parâmetros e os termos fora da diagonal, as
covariâncias. Note que V não depende dos valores das grandezas yi, apenas
das variáveis gτi e das variâncias, de modo que é posśıvel antecipar a precisão
dos resultados a partir da precisão dos dados e do procedimento de medida
usado, que, juntamente com o modelo adotado, é quem determina gτi.

Os diferentes parâmetros do ajuste não são, portanto, independentes, a
menos que o elemento correspondente na matriz V seja nulo. Para que todos
os µ parâmetros sejam independentes, V precisa ser diagonal, o que implica em
M diagonal — algo que só ocorre quando selecionamos de maneira particular as
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variáveis gτi ou, ainda, por um acaso. Em geral, portanto, devemos considerar
que as estimativas de parâmetros provenientes de um ajuste sobre um conjunto
de dados são covariantes.

É interessante perceber, também, que a matriz de variâncias, calculada
como V = M−1, é exata neste caso de ajuste de funções lineares mesmo que
os dados não obedeçam à f.d.p. normal, na medida em que as variâncias σ2

i

dos dados yi sejam exatas também. De qualquer maneira, V não depende da
f.d.p. dos dados, apenas é necessário que exista uma f.d.p., qualquer que seja,
com variância conhecida e igual a σ2

i .

4.10 Interpretação estat́ıstica dos parâmetros

ajustados

O que discutimos na seção 4.7 pode ser estendido à situação onde ajusta-
se um número qualquer de parâmetros, porque as estimativas p̂ obtidas por
meio das equações (4.24 e 4.25) correspondem a funções lineares dos valores
experimentais yi.

4.10.1 Geral

O MMQ aplicado nos casos em que a relação entre os dados e os parâmetros
é linear fornece parâmetros ajustados que dependem linearmente dos dados,
de modo que, se os dados não são tendenciosos, então as estimativas dos
parâmetros não são tendenciosas e suas variâncias são os elementos da ma-
triz das variâncias, V. Assim, se a f.d.p. dos dados for gaussiana, a função
densidade de probabilidade das estimativas pν é a multinormal,3

ϕ(p̂,V) =
1

(2π)µ/2 det(V)1/2
exp

[
−(p̂− p0)

t ·V−1 · (p̂− p0)

2

]
. (4.31)

Os parâmetros ajustados são, portanto, estatisticamente dependentes e a f.d.p.
conjunta dos parâmetros não pode ser fatorada em funções densidade de proba-
bilidade independentes, ou seja, cada uma dependendo de um único parâmetro,
como hav́ıamos antecipado na seção 4.7.

3A f.d.p. das estimativas pelo MMQ no caso linear é a multinormal sempre que o número
de dados for grande, desde que as variâncias dos dados sejam finitas, independentemente
das suas f.d.p.s ou f.p.s, como veremos mais à frente.
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No entanto, como vimos na seção 2.4, a f.d.p. marginal de um parâmetro
em particular, ou seja, a densidade de probabilidade deste parâmetro quando
se ignoram totalmente os demais, é uma gaussiana com média igual ao valor
verdadeiro e variância igual ao termo correspondente da diagonal da matriz de
variâncias, como já hav́ıamos antecipado na equação (4.22). Como a f.d.p. das
estimativas tem forma definida, podemos calcular as probabilidades dos dife-
rentes intervalos constrúıdos em torno delas conterem os valores verdadeiros.
Em particular, um determinado parâmetro pν,0 tem 68% de probabilidade de se

encontrar no intervalo
[
p̂ν −

√
Vνν , p̂ν +

√
Vνν

]
, com resultados análogos para

cada um dos µ parâmetros, sempre lembrando que cada um desses intervalos
supõe desconhecimento dos demais parâmetros. Se for necessário determinar
um intervalo de confiança para a observação simultânea de dois parâmetros em
uma certa região do espaço bidimensional coberta por esse par, é necessário
levar em conta a covariância entre os parâmetros envolvidos.

4.10.2 Exemplo da reta

No caso do ajuste dos coeficientes da reta da seção 4.7, pode-se obter formas
anaĺıticas para os desvios-padrões dos coeficientes, que, em (4.31), definem a
forma da f.d.p. dos parâmetros.

As fórmulas são:

σ2
a = V11 =

∑N
i

x2
i

σ2
i∑N

i
1
σ2
i

∑N
i

x2
i

σ2
i
−
(∑N

i
xi

σ2
i

)2 , (4.32)

σ2
b = V22 =

∑N
i

1
σ2
i∑N

i
1
σ2
i

∑N
i

x2
i

σ2
i
−
(∑N

i
xi

σ2
i

)2 , (4.33)

que, nas f.d.p.s de â e b̂ das expressões (4.22), permitem determinar os inter-
valos de confiança desejados. Por outro lado, calculamos

cov(a, b) = V12 =
−∑N

i
xi

σ2
i∑N

i
1
σ2
i

∑N
i

x2
i

σ2
i
−
(∑N

i
xi

σ2
i

)2 , (4.34)

deixando claro que, na maioria dos casos, a inclinação e o coeficiente linear
são estatisticamente dependentes. Na próxima seção, essas fórmulas serão
simplificadas.
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4.11 Análise de previsão

Na seção 4.8, a fórmula (4.25) da matriz M mostra que ela independe dos valo-
res experimentais yi. Na seção 4.9, vimos que os desvios padrão dos parâmetros
ajustados dependem apenas de M. Juntando os dois resultados, conclui-se
que as incertezas dos parâmetros ajustados são independentes dos resultados
das observações. Como a matriz M depende tanto do conjunto dos valores
da variável independente (xi ou os gνi) quanto das variâncias, mesmo que não
haja possibilidade de reduzir as incertezas experimentais para cada observação
yi, muitas vezes é posśıvel escolher os valores de xi (ou o conjunto dos gνi) para
os quais observaremos a grandeza y, e uma escolha adequada desse conjunto
de valores pode melhorar muito a precisão final dos parâmetros ajustados.

Análise de previsão tem, aqui, o sentido de previsão dos desvios padrão
dos parâmetros ajustados, o que é posśıvel, conforme a discussão acima. Na
prática, a maior limitação consiste na frequente dependência entre yi e σi, o que
obriga a desenvolver um modelo f́ısico para y, a partir do qual se estimam os
desvios padrão. A inclusão do modelo f́ısico torna a análise complexa e dificulta
a previsão dos desvios padrão independentemente da antecipação (aproximada)
do resultado, o que não é um problema de estat́ıstica.

Há situações como a da seção seguinte, onde retomamos o exemplo do
ajuste dos parâmetros de uma reta em uma situação particular, para as quais é
posśıvel uma solução anaĺıtica do problema da previsão. Normalmente, porém,
o roteiro de um experimento de medida de uma grandeza, quando se pretende
realizar a análise de previsão, é o seguinte: efetua-se uma medida rápida e
preliminar, a partir da qual se estimam os parâmetros, mesmo que com baixa
precisão; constrói-se um modelo para os desvios padrão dos dados, com o
conhecimento adquirido na medida preliminar; define-se a precisão desejada na
medida final dos parâmetros e seleciona-se o conjunto de valores da variável
independente necessário para se atingir essa precisão; mede-se “para valer”
e, se tudo foi bem, o resultado obtido terá a precisão pretendida. Note que
é boa prática realizar uma medida preliminar, a fim de localizar os aspectos
cŕıticos do experimento. Assim, usar os resultados desse protótipo para basear
a análise de previsão aumenta pouco a carga de trabalho e contribuirá para
que a medida definitiva resulte como desejado.
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4.12 Análise de previsão—parâmetros da reta

A fim de realizar uma discussão completa, vamos nos limitar ao ajuste dos
parâmetros de uma reta, dada pela fórmula (4.14), a um conjunto de dados
{(xi, yi, σi), i = 1, 2, . . . , N}, em que σi é o desvio padrão de yi, igual para
todos os N dqdos, ou seja,

y = a+ bx

em que a e b são os parâmetros a ajusta e

σi = σ, ∀i . (4.35)

Nesse caso, aplicam-se as fórmulas (4.32), (4.33) e (4.34), as quais têm um
mesmo denominador, que, usando (4.35), se reduz a
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−
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)2

=
N
∑

x2
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σ4
=

N
∑
(xi − x̄)2

σ4
.

Na fórmula acima, usamos

x̄ =
1

N

N∑
i

xi , (4.36)

que é a média das coordenadas independentes xi e, portanto, não é uma variável
aleatória — os valores de xi não costumam ser aleatórios, mas sim escolhidos
a priori. A raiz quadrada do valor médio do quadrado da diferença das co-
ordenadas xi em relação ao seu valor médio pode, num sentido razoável, ser
chamada de dispersão em x dos dados, mesmo que não seja uma grandeza
estat́ıstica nos casos em que ela é completamente determinada pelo conjunto
{xi} escolhido pelo experimentador. A dispersão dos valores desse conjunto,
δx, pode ser definida a partir de

δ2x =
1

N

N∑
i

(xi − x̄)2 . (4.37)

Com as definições (4.36) e (4.37), as fórmulas das variâncias dos parâmetros
ajustados e da covariância entre eles reduzem-se a

σ2
a = σ2

∑N
i x2

i

N2δ2x
=

σ2

N

δ2x + x̄2

δ2x
=

σ2

N

(
1 +

x̄2

δ2x

)
, (4.38)
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σ2
b = σ2 1

Nδ2x
e (4.39)

cov(a, b) = −σ2 x̄

Nδ2x
, (4.40)

neste caso particular em que todos os desvios-padrão são iguais, conforme
relação (4.35). Assim, conclúımos que a condição necessária e suficiente para
uma boa definição do coeficiente angular b é dispersar os valores de x para os
quais efetuam-se as observações. Já para definir com precisão o termo cons-
tante (coeficiente linear da reta) é preciso observar-se os pontos experimentais
em torno de x = 0, para minimizar x̄ (ou

∑
x2
i , que dá no mesmo). Finalmente,

a covariância entre os parâmetros só é nula quando x̄ = 0, ou seja, é preciso
efetuar observações tanto para valores negativos quanto para valores positivos
de x a fim de obter-se parâmetros estatisticamente independentes.

EXERCÍCIOS

4.1. Considere dois dados experimentais x1 e x2 correspondentes a medidas
de uma mesma grandeza x0 cuja matriz de covariância é

V =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
.

com distribuição multinormal.

(a) Escreva a função verossimilhança L(x | x1, x2).

(b) Mostre que a estimativa de x0 pelo método da máxima verossimi-
lhança é

x̃ =
x1(σ

2
2 − ρσ1σ2) + x2(σ

2
1 − ρσ1σ2)

σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2

.

(c) Determine a variância de x̃.

4.2. Considere uma medida de uma certa grandeza com N dados experimen-
tais {xi, i = 1, ...N}, todos com o mesmo desvio padrão σ e igualmente
correlacionados entre si (cov(xi, xj) = ρ σ2,∀i ̸= j).
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(a) Mostre que a estimativa da grandeza pelo método dos mı́nimos qua-
drados é a média aritmética dos dados.

(b) Mostre que a variância da média é

σ2
m =

σ2

N
+

N − 1

N
σ2ρ .

Note que este último resultado já havia sido obtido em um exerćıcio
do caṕıtulo anterior.

4.3. Em N ensaios de Bernoulli observaram-se n eventos de um determinado
tipo.

(a) Sabendo que esse número de eventos obedece à distribuição binomial

PNp(n) =
N !

(N − n)!n!
pn(1− p)N−n ,

com p desconhecido, estime p pelo Método da Máxima Verossimi-
lhança.

(b) Verifique que essa estimativa, p̂, é não tendenciosa.

(c) Estime o desvio padrão de p̂.

4.4. Na medida de uma grandeza, foram obtidos três dados, {2, 11, 3}, que
seguem a f.p. de Poisson de média a,

Pa(n) =
ane−a

n!
.

(a) Determine a estimativa da grandeza, â, pelo Método da Máxima
Verossimilhança.

(b) Estime a incerteza de â.

4.5. Realizaram-se 5 observações da posição de um objeto que se move com
velocidade constante. Os dados obtidos são ternos (ti;xi;σi), onde xi re-
presenta a posição do objeto observada no instante ti, com desvio padrão
σi. A medida consiste no seguinte conjunto de dados:
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t x σ
1 1,06 0,25
2 2,19 0,15
3 3,12 0,15
4 4,12 0,15
5 5,32 0,15

onde t é dado em unidades de segundo e tanto x como σ são dados em
cent́ımetro. A incerteza em t deve ser ignorada.

(a) Calcule a posição inicial (em t = 0 s) e a velocidade, bem como a
matriz de covariância desses parâmetros.

(b) Determine a posição no instante t = 3, 5 s, bem como seu desvio
padrão.

(c) Faça um gráfico do desvio padrão dos valores interpolados x(t) em
função do tempo t.

(d) Determine para que valor de t o desvio padrão do valor interpolado
é mı́nimo e explique porque, apesar dos dados terem sido obtidos
a intervalos de tempo regulares, ele não é o instante do meio do
intervalo, t = 3 s, ou seja, diga qual caracteŕıstica particular do
conjunto de dados é responsável por esse fato.

4.6. Para medir a defasagem de um movimento harmônico de frequência an-
gular ω conhecida, o experimentador ajusta os parâmetros da função

y = a1sen(x) + a2 cos(x) , (4.41)

onde a incerteza em x = ω · tempo pode ser ignorada. A tabela abaixo
apresenta os dados experimentais obtidos. A primeira coluna dá os va-
lores da variável independente, a segunda, da variável dependente e a
terceira, o desvio padrão de yi.

Os itens a seguir encaminham o ajuste de a1 e a2 da função modelo (4.41)
aos dados da tabela e exploram o resultado obtido. Os dados foram
escolhidos de forma a facilitar o cálculo a mão.

(a) Mostre que a matrizM, da fórmula (4.25) do texto, é diagonal neste
caso e para esses dados.
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x (rad) y (m) σ (m)
−π/2 −1, 07 0, 10
−π/4 −0, 33 0, 10
0 0, 51 0, 10

π/4 1, 00 0, 10
π/2 1, 11 0, 10

(b) Determine as estimativas de a1 e a2, bem como seus respectivos
desvios padrão. Dê o intervalo que tem 68% de probabilidade de
conter o valor verdadeiro de a1. Dê o intervalo que tem 68% de
probabilidade de conter o valor verdadeiro de a2.

(c) A função da fórmula (4.41) pode ser reescrita como

y = α sen(x+ ϕ) .

Calcule α e ϕ a partir das estimativas a1 e a2 obtidas acima. Deter-
mine seus desvios padrão, bem como sua covariância, a partir dos
desvios padrão em a1 e a2 obtidos acima.

4.7. A relação entre as variáveis x e y tem a forma

y = a0 + a1x .

Realizam-se três observações experimentais (xi, yi, σi), onde σi é o desvio
padrão de yi,

{(−1;−9, 9; 1, 0), (0;−0, 4; 1, 0), (1; 11, 3; 1, 0)} .

Ignore o erro em xi e use o Método dos Mı́nimos Quadrados.

Determine:

(a) as estimativas de a0 e a1.

(b) os desvios padrão destas estimativas.

(c) se as estimativas de a0 e a1 são estatisticamente independentes;
explique sua conclusão.

(d) o valor estimado e o desvio padrão de y para x = 0, 5.
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4.8. Uma superf́ıcie plana, inclinada em relação à vertical, é descrita por

z = ax+ by

em um sistema de eixos triortogonal, definido de maneira que Oz seja
o eixo vertical e corte o plano yOx em (0, 0, 0). Para determinar a e b,
realizou-se um conjunto de 4 observações de pontos do plano, obtendo-se
quadras (xi, yi, zi, σi), onde σi é o desvio padrão de zi, que tem f.d.p.
normal, e os erros nas variáveis xi e yi podem ser ignorados frente a σi.
Os dados obtidos constam da tabela abaixo.

xi yi zi
1 1 3, 03(10)
1 2 5, 17(15)
2 1 4, 01(15)
2 2 5, 93(20)

(a) Determine a e b com seus respectivos desvios padrão.

(b) Determine z do plano para o ponto x = 1, 5 e y = 1, 5 e determine
um intervalo com 68% de probabilidade de conter o valor verdadeiro
desse z.

(c) Seria posśıvel, observando-se apenas quatro pontos do plano, de-
terminar a e b com maior precisão? Discuta esta questão e dê uma
diretriz genérica sobre como selecionar os pontos (x, y) onde deveria
ser observado z para aumentar as precisões de a e b.

4.9. Deseja-se ajustar os parâmetros a e b de uma reta

y = a+ bx

aos pontos experimentais (xi, yi, σi) onde os desvios padrão σi são todos
iguais. Pode-se observar no máximo 6 pontos entre −10 ≤ x ≤ 10 e
nenhum fora deste intervalo, e a separação mı́nima entre os pontos é
∆x = 2. Determine:

(a) A maneira com que as observações devem ser distribúıdas para que
as estimativas â e b̂, dos parâmetros a e b respectivamente, sejam
independentes.
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(b) O conjunto de pontos que torna o desvio padrão de â mı́nimo, dado
que â e b̂ são independentes.

(c) O conjunto de pontos que torna o desvio padrão de b̂ mı́nimo, dado
que â e b̂ são independentes.

4.10. O governo deseja saber a eficiência energética do motor de um determi-
nado tipo de véıculo antes de decidir se autoriza ou não a sua comer-
cialização. Para isso, dispõe dos dados da tabela abaixo, em que L é a
abreviação a unidade litro.

distância percorrida em km
consumo (L) estrada cidade

22,7 100 200
15,9 300 100
24,7 200 200
30,8 0 400

Os desvios-padrão dso volumes consumido são todas iguais a 1,0 L e não
há correlação entre os dados de consumo; as incertezas nas distâncias
percorridas podem ser ignoradas.

Determine, usando o MMQ, a eficiência desse véıculo, em litros por
quilômetro, na cidade e na estrada.

4.11. Uma pessoa tem duas crianças gêmeas idênticas, inclusive quanto às
suas massas. Em um passeio, essa pessoa resolveu pesar a si mesma e
as crianças em cada balança de farmácia que encontrasse pelo caminho.
A tabela abaixo detalha as medições efetuadas e os resultados que ele
obteve. As medições foram realizadas em balanças diferentes.

massa (kg) quem subiu na balança
65,9 apenas a pessoa adulta
70,2 a pessoa adulta com uma criança
9,8 as duas crianças
74,3 a pessoa adulta com as duas crianças
64,9 apenas a pessoa adulta
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Adote 0,5 kg para o desvio-padrão das massas e que as medições são
independentes umas das outras.

Determine as estimativas dos valores das massas de cada uma das pes-
soas pelo MMQ.
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