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Caṕıtulo 3

Significado e interpretação da
variância

Este caṕıtulo trata de dois assuntos muito comuns na análise de experimentos.
O primeiro deles corresponde à estimativa do desvio padrão de uma gran-
deza que não é medida diretamente, mas sim uma função conhecida de outras
grandezas, cujos desvios padrão podem ser estimados. Veremos que estimar
corretamente a variância dessa função requer as covariâncias entre as grande-
zas das quais depende. Em seguida, descreveremos como reduzir medidas de
uma grandeza que tem um valor verdadeiro, supondo os dados independen-
tes estatisticamente e distribúıdos conforme a normal, sem realizar qualquer
aproximação na avaliação dos ńıveis de confiança.

3.1 Fórmula aproximada do cálculo da variân-

cia de uma função de variáveis aleatórias

Considere uma função z de variáveis aleatórias y1, y2, . . . , yµ,

z = z(y1, y2, . . . , yν , . . . , yµ) . (3.1)

Então, z também é uma variável aleatória. Pode-se calcular a variância de z
quando as variâncias dos yν são conhecidas,

σ2
ν = < (yν− < yν >)

2 > =

=
∫

· · ·
∫
(yν− < yν >)

2f(y1, . . . , yν , . . . , yµ) dy1 . . . dyµ .
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Muitas vezes dá-se o nome de fórmula de propagação de erros à fórmula que

obteremos para estimar o desvio padrão de z. Neste livro, porém, estabele-

cemos uma distinção entre erro e desvio padrão (seção 1.3). Para manter a

consistência com o que foi discutido lá, não podemos associar o conceito de

erro ao desvio padrão, portanto não daremos esse nome, mas sim fórmula da

variância de uma função de variáveis aleatórias. Como associamos a idéia de

incerteza à variância, podemos usar também o nome fórmula de propagação de

incertezas.

Expandindo z(y⃗) em torno do valor médio de y⃗, y⃗0, obtém-se

z(y⃗) = z(y⃗0) +
µ∑

ν=1

∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

(yν − y0,ν) +O[(yν − y0,ν)
2] . (3.2)

O valor médio de z será, então,

< z(y⃗) >=< z(y⃗0) > +
µ∑

ν=1

∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

< (yν − y0,ν) > +O[< (yν − y0,ν)
2 >] ,

onde consideramos que os coeficientes da expansão em série são constantes (as
derivadas parciais devem ser calculadas em y⃗0) para fatorá-los no cálculo do
valor médio. Com as definições de média e variância e escrevendo < z > no
lugar de < z(y⃗) > para uma notação mais compacta, obtem-se

< z >= z(y⃗0) +O[σ2
ν ] ,

uma vez que o termo linear da expansão tem média nula porque < yν > = y0,ν .
Quando o termo nas variâncias dos yν puder ser ignorado, então

< z >∼= z(y⃗0) . (3.3)

Se as derivadas de z de ordem superior ou igual à segunda são nulas, ou seja, se
z é uma função linear de y⃗, a expressão (3.3) acima é exata e não aproximada.
Caso < z(y⃗) > não seja linear, mas tiver um comportamento bastante linear
em uma região de alguns desvios-padrão σν em torno dos valores yo,ν , essa
aproximação será boa.
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Com a aproximação do valor médio da fórmula (3.3) e a expansão em
série da relação (3.2), novamente na mesma aproximação de ignorar termos de
ordem mais alta do que a primeira, obtemos

σ2
z
∼=< [z(y⃗)− z(y⃗0)]

2 >∼=
〈 µ∑

ν=1

∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

(yν − y0,ν)

2〉
,

σ2
z
∼=

µ∑
ν=1

∂z

∂yν

µ∑
λ=1

∂z

∂yλ
⟨(yν − y0,ν)(yλ − y0,λ)⟩ .

Na fórmula acima, subentendemos que as derivadas devem ser calculadas para
y⃗ = y⃗0. Assim, a variância de uma função depende de todas as covariâncias
entre os yν , uma vez que o valor médio

⟨(yν − y0,ν)(yλ − y0,λ)⟩ = cov(yν , yλ) =∫
. . .
∫
(yν− < yν >)(yλ− < yλ >)f(y1, . . . , yµ)dy1 . . . dyµ , (3.4)

não é nulo em geral, como vimos na f.d.p. multinormal da seção 2.4. Quando
f(y1, . . . , yµ) pode ser fatorada de maneira que a dependência em yν ou em
yλ fica isolada em um único fator, dizemos que yν é independente de yλ e a
covariância entre essas duas variáveis aleatórias é nula. Além disso, a variância
de uma grandeza pode ser entendida como a covariância dela com ela mesma,

σ2
ν = cov(yν , yν) = ⟨(yν − y0,ν)(yν − y0,ν)⟩ = var(yν) .

A fórmula da variância reduz-se, então, a

σ2
z
∼=

µ∑
ν=1

∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

µ∑
λ=1

∂z

∂yλ

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

cov(yν , yλ) . (3.5)

A fórmula fica mais compacta quando representamos o conjunto das variâncias
e covariâncias da mesma maneira que fizemos ao apresentar a multinormal
(veja equação 2.15), usando uma matriz V, cujos elementos são

Vνλ = cov(yν , yλ) .

Representamos as derivadas parciais por um vetor coluna, cujo elemento ν é
dado por −→∂z

∂y


ν

=
∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗0

,
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ou seja,

−→
∂z

∂y

∣∣∣∣∣∣
y⃗0

=


∂z
∂y1
∂z
∂y2
...
∂z
∂yµ

 ,

onde todas as derivadas parciais são calculadas no ponto y⃗0. Esse vetor é
simplesmente o gradiente de z(y⃗) nas coordenadas yν e calculado no ponto y⃗0.
Na notação acima, a fórmula (3.5) pode ser reescrita de maneira compacta e
muito adequada para o caso em que há muitas variáveis envolvidas,

σ2
z

∼=
µ∑

ν=1

∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗0

µ∑
λ=1

∂z

∂yλ

∣∣∣∣∣
y⃗0

Vνλ =

−→
∂z

∂y

t

V

−→
∂z

∂y
. (3.6)

A seção seguinte fornece um exemplo simples de uma situação em que as
variáveis aleatórias de interesse não são independentes. As covariâncias não
são nulas também entre os parâmetros de uma função, ajustados a um conjunto
de dados experimentais. Podeŕıamos citar muitos outros exemplos e, de fato,
não há como escapar das covariâncias, elas são mais comuns do que parece à
primeira vista.

Exemplo 3.1

Considere a função de variáveis aleatórias z = 3y1 + 2y2 com y0,1 = 4, 0,
y0,2 = 5, 0 e

Vy =

(
1, 0 0, 5
0, 5 0, 5

)
é a matriz de variâncias das grandezas y1 e y2. Nesse caso,

−→
∂z

∂y

∣∣∣∣∣
y⃗0

=

(
∂z
∂y1
∂z
∂y2

)
=

(
3
2

)
.

Portanto, σ2
z (equação (3.6)) é

σ2
z = (3 2)

(
1, 0 0, 5
0, 5 0, 5

)(
3
2

)
= 17 .

Com este resultado mais a relação (3.3), temos as estimativas ẑ = 22 e

σz = 4.
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Considere um experimento de medida da energia de part́ıculas carregadas

por deflexão no ı́mã de um espectrômetro magnético. A deflexão é propor-

cional ao inverso da quantidade de movimento e o erro na energia calculada

provirá de duas fontes: i) a medida da deflexão do feixe de part́ıculas e ii) a

calibração do espectrômetro. Na comparação de dados obtidos com o mesmo

aparelho, os erros de calibração afetam feixes diferentes da mesma maneira ou,

pelo menos, de maneiras não independentes. Assim, duas energias medidas

pelo mesmo espectrômetro terão sempre uma covariância estat́ıstica (dizemos

também que são correlacionadas). Já na comparação entre energias medi-

das em espectrômetros diferentes e calibrados independentemente, os erros de

calibração originam variâncias que devem ser adicionadas às variâncias das

medidas de deflexão do feixe.

O mesmo método usado no cálculo da variância de uma função pode ser
empregado no cálculo da covariância entre duas funções. Considere que, além
da função z1(y⃗), definimos outra função de variáveis aleatórias, z2(y⃗),

z1 = z1(y1, y2, . . . , yν , . . . , yµ)

z2 = z2(y1, y2, . . . , yν , . . . , yµ) .

A covariância entre z1 e z2 é

cov(z1, z2) ∼= < [z1(y⃗)− z1(y⃗0)] · [z2(y⃗)− z2(y⃗0)] >

∼=
µ∑

ν=1

∂z1
∂yν

µ∑
λ=1

∂z2
∂yλ

cov(yν , yλ) .

Em notação matricial, fica

cov(z1, z2) ∼=
−−→
∂z1
∂y

t

Vy

−−→
∂z2
∂y

. (3.7)

Q3.1 Obtenha a expressão (3.7) acima. Mostre que a expressão (3.6) pode
ser entendida como uma caso particular da expressão (3.7).

As expressões (3.6) e (3.7) são exatas quando z1 e z2 são funções lineares
em y⃗, porque todos os termos de ordem igual ou superior a 2 na expansão (3.2)
são nulos. Além disso, a derivada primeira é constante e pode ser calculada
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mesmo sem o conhecimento de y⃗0, o que possibilita aplicar estas fórmulas na
prática.

Quando as funções envolvidas no cálculo das fórmulas (3.6) e (3.7) não
forem lineares nas variáveis aleatórias y⃗, será imposśıvel calcular exatamente
o vetor das derivadas parciais no ponto y⃗0, simplesmente porque este ponto é
o valor verdadeiro de y⃗, geralmente desconhecido e imposśıvel de determinar.
Tudo o que poderemos obter será uma aproximação, usando as fórmulas (3.6)

e (3.7) com o vetor das derivadas calculado no ponto ˆ⃗y, o acento circunflexo

significando valor estimado, ou seja, ˆ⃗y é a estimativa de y⃗0,−→∂z
∂y


ν

=
∂z

∂yν

∣∣∣∣∣
y⃗=ˆ⃗y

. (3.8)

Dáı o t́ıtulo da seção ser fórmula aproximada...

A variância de z pode ser calculada a partir da f.d.p. de z, g(z), como

σ2
z =< (z− < z >)2 >=

∫
(z− < z >)2g(z) dz ,

e nesta seção calculamos a variância sem, aparentemente, conhecer g(z). Esta
f.d.p., porém, pode ser calculada a partir das informações dispońıveis, como
discutiremos a seguir.

Se conhecemos a f.d.p. das variáveis aleatórias yν , f(y1, . . . , yν , . . . , yµ),
e a expressão de z em função dos yi, podemos calcular a f.d.p. da variável z
para qualquer z′ a partir de f(y1, . . . , yν , . . . , yµ), integrando f em todas as
variáveis y1, . . . , yµ de maneira que o v́ınculo explicitado por z(y⃗) = z′ seja
respeitado,

g(z′) =

∫
. . .

∫
δ (z(y⃗)− z′) f(y1, . . . , yν , . . . , yµ) dy1 . . . dyµ ,

onde o v́ınculo foi imposto pela função δ. Substituindo na expressão anterior,

σ2
z =

∫
(z′− < z >)2

∫
. . .

∫
δ (z(y⃗)− z′) f(y⃗) dy1 . . . dyµdz

′ ,

e integrando primeiro em dz′, obtem-se

σ2
z =

∫
(z(y⃗)− < z >)2f(y1, . . . , yµ) dy1 . . . dyµ .

A expressão acima corresponde exatamente à calculada nesta seção, explicando
como calculamos a variância de uma variável z sem aparentemente conhecer
sua f.d.p..
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3.2 Covariância – um exemplo

Este exemplo vem de um trabalho clássico de W. Mannhart [Mannhart] sobre
a origem das covariâncias em medidas f́ısicas. Imagine duas barras de com-
primentos C1 e C2 conhecidos com desvios padrão σ1 e σ2, respectivamente, e
covariância nula entre eles.

C1(σ1) C2(σ2)

O comprimento total das duas barras, T , será

T = C1 + C2 com σ2 = σ2
1 + σ2

2

T = C1 + C2

Deve ser posśıvel recalcular C2 a partir da diferença entre T e C1. Assim,
calculamos C ′

2 como
C ′

2 = T − C1

– =

Se fizermos o cálculo da variância de C ′
2 omitindo a covariância entre T e

C1, obtemos
σ′2
2 = σ2 + σ2

1 = 2σ2
1 + σ2

2 .

Este resultado está incorreto, pois C ′
2 é idêntico a C2, de maneira que suas

variâncias têm que ser iguais. O cálculo deu errado porque omitimos o termo
da covariância entre T e C1. Na medida de T efetuada como descrito acima
(em duas parcelas, medindo C1 e C2), parte do erro provém da medida de C1.
É a existência de um erro comum em duas medidas (ou de erros dependentes)
que determina a existência de uma covariância entre elas. Em particular, se o
valor C1 observado for menor que o comprimento verdadeiro, então T tende a
ser menor que seu valor verdadeiro — a covariância entre T e C1 será positiva
porque ambas as variações tenderão a ocorrer no mesmo sentido. Podemos
calcular a covariância entre T e C1 por meio da fórmula (3.7), sendo que para
aplicá-la é preciso calcular as derivadas

∂T

∂C1

= 1,
∂T

∂C2

= 1,
∂C1

∂C1

= 1 e
∂C1

∂C2

= 0 ,
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com as quais montamos os vetores

−→
∂T

∂C
=
(
1
1

)
e

−−→
∂C1

∂C
=
(
1
0

)
.

Precisamos também montar a matriz das variâncias das variáveis aleatórias C1

e C2,

V =
(
σ2
1 0
0 σ2

2

)
.

A covariância entre T e C1, calculada pela expressão (3.7), fica

cov(T,C1) = (1 1)
(
σ2
1 0
0 σ2

2

)(
1
0

)
= σ2

1 ,

simplesmente a parcela comum entre as variâncias de T , σ2
1 + σ2

2, e de C1, σ
2
1.

Ao incluir essa covariância no cálculo da variância de C ′
2, obtemos

C ′
2 = T − C1 com

σ′2
2 = σ2 + σ2

1 − 2 cov(T,C1) = 2σ2
1 + σ2

2 − 2σ2
1 = σ2

2 ,

onde o sinal (−) que multiplica a covariância vem da derivada de C ′
2 em relação

a C1 e calcula-se a variância de C ′
2 com a fórmula (3.5) ou com a expressão

matricial (3.6), da variância de uma função de variáveis aleatórias.

Exemplo 3.2

O exerćıcio 3.5 proposto no final deste caṕıtulo é um exemplo de in-
trodução de covariâncias entre resultados por um processo de calibração,
em que um espectrômetro de part́ıculas carregadas permite observar ape-
nas uma fração das part́ıculas emitidas pela fonte. A eficiência de deteção,
ϵ, é definida simplesmente como a razão entre o número de part́ıculas de-
tetadas, nd, e o número de part́ıculas emitidas, ne, ou seja,

ϵ =
número de part́ıculas detetadas

número de part́ıculas emitidas
=

nd

ne
.

A eficiência é, frequentemente, uma função complicada da energia da
part́ıcula, E, e passaremos a representar a eficiência pela função ϵ(E). No
exerćıcio 3.5, supõe-se que

ϵ =
α

E
,
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uma forma simples que evitará complicar os cálculos e permitirá realçar
o efeito de introdução da covariância que pretendemos mostrar.

O parâmetro α da curva de eficiência dificilmente pode ser obtido com
precisão a partir do conhecimento do espectrômetro, sendo normalmente
medido em um experimento. Nesse experimento de calibração, usam-se
fontes que emitem um número conhecido de part́ıculas por segundo (fontes
calibradas), a fim de determinar um conjunto de dados (Ei;ne,i;nd,i), onde
o ı́ndice i identifica a fonte. Além dos valores observados das grandezas,
determinam-se os seus desvios–padrão. A esse conjunto de dados, ajusta-
se o parâmetro α da função de calibração,

nd,i = ϵ(Ei) · ne,i = α
ne,i

Ei
.

No caso do exerćıcio 3.5, obteve-se α = 1, 00(4) · 10−2 MeV.

A tabela do exerćıcio 3.5 mostra que, para uma fonte desconhecida,
observaram-se 1025(40) part́ıculas de 4,000 MeV e 800(30) part́ıculas de
10,000 MeV. Com os valores dados pela eficiência calibrada,

ϵ(4, 000) = 2, 50(10) · 10−3

ϵ(10, 000) = 1, 00(4) · 10−3 ,

deduz-se que os números de part́ıculas emitidas são

ne,4 =
nd,4

ϵ(4)
=

1025(40)

2, 50(10) · 10−3
= 410(23) · 103 part́ıculas ,

ne,10 =
nd,10

ϵ(10)
=

800(30)

1, 00(4) · 10−3
= 800(44) · 103 part́ıculas .

Estes dois resultados, porém, não são estatisticamente independentes.
Caso o parâmetro α obtido tenha sido, por exemplo, subestimado e o valor
verdadeiro seja, digamos, 1, 05 · 10−2 MeV, ambos os resultados estarão
superestimados, sendo os valores calculados de acordo com esta última
hipótese ne,4 = 390 · 103 e ne,10 = 762 · 103 part́ıculas. Isto mostra que os
resultados ne,4 e ne,10 não são independentes e que a covariância entre eles
é positiva, desde que ambos alteram-se no mesmo sentido.

Podemos calcular a covariância entre ne,4 e ne,10 com a fórmula (3.7).
As variáveis aleatórias envolvidas na determinação de ne,4 são nd,4 e α, en-
quanto na determinação de ne,10, são nd,10 e α. Assim, o vetor de variáveis
aleatórias a considerar é y⃗ = ( nd,4 ; nd,10 ; α ), sendo todas independentes.
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A matriz de covariância das variáveis aleatórias é, portanto, diagonal e
vale

Vy =

σ2
nd,4

0 0

0 σ2
nd,10

0

0 0 σ2
α

 .

Os vetores das derivadas parciais são

−−−→
∂ne,4

∂y
=

 1/ϵ(4)
0

−ne,4/α

 e

−−−−→
∂ne,10

∂y
=

 0
1/ϵ(10)
−ne,10/α

 .

Efetuando o cálculo da fórmula (3.7), obtem-se

cov(ne,4, ne,10) = ne,4 · ne,10 ·
σ2
α

α2
= 5, 2 · 108 .

A melhor maneira de avaliar a relevância de uma covariância é usar
o coeficiente de correlação, ρ, que é uma grandeza adimensional definida
como

ρ =
cov(ne,4, ne,10)

σne,4σne,10

= 0, 5 .

Veremos adiante que o coeficiente de correlação é um número de módulo

menor ou igual a 1, sendo que o valor 0,5 corresponde a uma correlação

(ou dependência estat́ıstica) moderada.

3.3 Cálculo de variâncias e covariâncias: for-

malismo matricial

No final da seção 3.1, discutimos as estimativas das variâncias e covariâncias
de duas funções, z1 e z2, de variáveis aleatórias y1, y2, . . . , yµ, a partir do co-
nhecimento das variâncias e covariâncias destas variáveis, V, equações (3.6) e
(3.7).

Podemos generalizar aqueles resultados no caso de ρ funções z1, z2, . . . , zρ
de µ variáveis aleatórias y⃗. Nesse caso, a matriz de covariância de z⃗, Vz, é
dada por

Vz
∼= C ·V ·Ct , (3.9)

onde C é a matriz das derivadas parciais de z⃗ em relação a y⃗,

Cνλ =
∂zν
∂yλ

∣∣∣∣∣
y⃗=y⃗o

, (3.10)
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ν = 1, 2, . . . , ρ e λ = 1, 2, . . . , µ.

Como discutido anteriormente, se z⃗ for uma função linear de y⃗, então a equação
(3.9) torna-se uma igualdade; caso contrário, as derivadas parciais da equação

(3.10) devem ser calculadas nos pontos experimentais de y⃗, ˆ⃗y, como discutido
no contexto da equação (3.8).

Exemplo 3.3

Para se determinar as massas de duas amostras ĺıquidas, elas foram medi-
das dentro de um recipiente, obtendo-se os valores (em g) M1 = 25, 1± 3, 0
e M2 = 34, 7 ± 4, 0. Posteriormente, a massa do recipiente foi medida e
obteve-se o valor M3 = 12, 5± 2, 0. Vamos supor que as covariâncias entre
esses resultados sejam nulas, de modo que a matriz de covariância de M1,
M2 e M3 é

VM =

 9 0 0
0 16 0
0 0 4

 .

Os valores a serem adotados para as massas das duas amostras são,
respectivamente,

m1 = M1 −M3 = 12, 6 g ,
m2 = M2 −M3 = 22, 2 g .

A matriz de covariância entre m1 e m2 é dada pela equação (3.9) com

Cνλ =
∂mν

∂Mλ

ou seja,

C =

(
1 0 −1
0 1 −1

)
.

Aplicando a equação (3.9), com C e VM acima, tem-se

Vm = CVMCt =

(
13 4
4 20

)
.

Note que a covariância entre m1 e m2 não é nula pela dependência em

comum de ambas em relação a M3.
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3.4 Qui-quadrado quando as variáveis são cor-

relacionadas

No caṕıtulo 2, vimos que, a partir de um conjunto de dados {yi, i = 1..N},
pode-se definir a variável aleatória χ2 pela fórmula (2.35)

χ2
N =

N∑
i=1

(yi − y0,i)
2

σ2
0,i

,

quando a variância de yi é σ
2
0,i e seu valor verdadeiro é y0,i. No entanto, na seção

precedente, vimos que, quando os dados yi são correlacionados, necessitamos
de toda sua matriz de covariância V com

Vij = cov(yi, yj) ,

de modo que a definição de χ2 precisa ser modificada para lidar com esses
casos. Para isso, definimos o vetor de dados y⃗ como a matriz linha

y⃗ = (y1 y2 · · · yi · · · yN) (3.11)

e o vetor de valores verdadeiros y⃗0 como outra matriz linha

y⃗0 = (y0,1 y0,2 · · · y0,i · · · y0,N) . (3.12)

Com essa notação, define-se χ2
N pela expressão

χ2
N = (y⃗ − y⃗0)V

−1 (y⃗ − y⃗0)
t , (3.13)

que tem a f.d.p. da fórmula (2.45), desde que a f.d.p dos dados yi seja a mul-
tinormal1. Além desta exigência da normalidade da função de probabilidade
para que essa variável seja qui-quadrado, vale ressaltar que a distribuição de
χ2
N depende do número N de elementos do vetor de dados y⃗, da mesma forma

que a variável estudada na seção 2.8.

Q3.2 Mostre que a definição de χ2
N da fórmula (3.13) acima reduz-se à

expressão (2.35) quando os dados não são correlacionados, ou seja,
quando a matriz de covariâncias V é diagonal.

1Estritamente falando, a variável calculada pela expressão 3.13 recebe o nome de qui-
quadrado somente quando a f.d.p dos dados yi for a multinormal.
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3.5 A f.d.p. de t de Student

Em geral, na análise de um conjunto de dados {xi, i = 1, . . . , N}, calcula-se a
média

x̄ =
1

N

N∑
i

xi ,

a estimativa não-tendenciosa da variância

σ2 =
1

N − 1

N∑
i

(xi − x̄)2

e o desvio padrão da média

σm =
σ√
N

.

Na seção 1.10, usamos essas grandezas para determinar intervalos de confiança
para a grandeza medida, ou seja, intervalos que contenham o valor verdadeiro
com uma probabilidade conhecida, dados pelas expressões (1.42) e (1.43), que,
porém, são relações aproximadas. O que acontece quando analisamos um
experimento é que, normalmente, estima-se o desvio-padrão σm a partir dos
dados experimentais obtidos, de modo que é necessário considerar tanto a
flutuação da média x̄ (já levada em conta em 1.42 e 1.43) quanto a do seu
desvio-padrão, σm, a fim de determinar corretamente a probabilidade associada
ao intervalo de confiança.

Começamos, portanto, com escrever as f.d.p.s da média e do seu desvio-
padrão. Quando a f.d.p. dos dados é a normal e os dados são independentes,
deduz-se que a média tem a f.d.p. (seção 2.6)

f(x̄) =

(
N

2πσ2
0

)1/2

exp

{
−N(x̄− x0)

2

2σ2
0

}
(3.14)

e que a variância estimada se distribui como a variável χ2 com N − 1 graus
de liberdade, sendo necessário alguma transformação de variável (seção 2.9).
Nesta seção, usaremos a seguir a f.d.p. da variável s, cujo quadrado é

s2 =
1

N

N∑
i

(xi − x̄)2 =
N − 1

N
σ2 . (3.15)
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A f.d.p. de s fica

g(s) =
1

2Γ
(
N−1
2

) (Ns2
2σ2

0

)N−3
2

exp

{
−Ns

2

2σ2
0

}
2Ns

σ2
0

. (3.16)

As estat́ısticas x̄ e s são independentes, isto é, a f.d.p. conjunta de x̄ e s é o
produto das f.d.p.s de cada uma delas. Pode-se demonstrar esse fato rigorosa-
mente (veja, por exemplo, [Kendall, caṕıtulo 11]), mas aqui nos contentaremos
em fornecer alguns argumentos de plausibilidade. Na seção 2.7, exemplo 2.4 e
questão Q2.7, demonstramos esta independência quando os parâmetros eram
determinados para medidas com 2 dados. Note também que a média dá a
localização da f.d.p. e o desvio padrão mede a dispersão dos dados, carac-
teŕısticas da f.d.p. de naturezas distintas, de maneira que não é impensável
que as estat́ısticas associadas à média e ao desvio padrão sejam independentes.

A partir das f.d.p.s daquelas estat́ısticas, podemos calcular a probabilidade
α de certos intervalos conterem o valor verdadeiro x0,

P (x̄− tασm ≤ x0 ≤ x̄+ tασm) = α . (3.17)

Quando o número de dados é grande (N > 10 é suficiente em muitos casos),
o desvio padrão pode ser estimado com boa precisão e pode-se estimar as
probabilidades α da relação (3.17) usando simplesmente a f.d.p. da média,
que é normal. A tabela 3.1 abaixo apresenta a relação entre α e tα, nesse caso.

Tabela 3.1: Probabilidade do valor verdadeiro es-
tar contido em um intervalo de largura tα desvios
padrão da média em torno do valor médio, quando o
número dos dados na medida é grande.

tα α
1 68%
2 95%
3 ∼99%

Se o número de dados é pequeno ou se necessitamos de precisão na deter-
minação do intervalo com probabilidade próxima a 99%, devemos efetuar o
cálculo exato. Reescrevendo o intervalo da relação (3.17) de maneira a isolar
tα,

−tα ≤ x0 − x̄

σm
≤ tα ,

vemos que a variável aleatória da qual precisamos conhecer a f.d.p. é a variável
t definida como

t =
x̄− x0
σm

, (3.18)
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referida na literatura como t de Student. A expressão (3.17) consiste, então,
no cálculo da probabilidade α usando a f.d.p. de t, ψ(t),

P (|t| ≤ tα) = α =
∫ tα

−tα
ψ(t)dt . (3.19)

Tanto o numerador quanto o denominador da função que define t na expressão
(3.18) são variáveis aleatórias, o numerador com f.d.p. gaussiana e o denomi-
nador com uma f.d.p. parecida com aquela descrita em (3.16). O cálculo da
f.d.p. de t é bastante complexo e, para não cairmos em expressões algébricas
dif́ıceis de lidar, precisaremos calcular intermediariamente a f.d.p. da variável
T definida por

T =
x̄− x0
s

, (3.20)

com s =
√

N−1
N
σ, definido na fórmula (3.15).

A transformação de variáveis a efetuar corresponde a

x̄
s

}
→
{
T = (x̄− xo)/s

u = s
. (3.21)

Calcularemos a f.d.p. h(T, u) a partir da f.d.p. conjunta da média e da variân-
cia, depois integraremos para todo u de maneira a achar a f.d.p. de T .

Q3.3 Mostre que o Jacobiano da transformação (x̄, s) → (T, u) vale

J =
∂(T, u)

∂(x̄, s)
=

1

s
=

1

u
, (3.22)

o que significa que dx̄ ds = s dT du = u dT du.

Q3.4 Deduza a fórmula (3.16), usando os resultados das seções 2.8 e 2.9.

Com as fórmulas (3.14) e (3.16), o Jacobiano da transformação (3.22) e
a regra de transformação da variáveis da seção 2.7, podemos calcular a f.d.p.
conjunta de T e u,

h(T, u) =

(
N

2πσ2
0

)1/2
1

2Γ
(
N−1
2

) ·

exp

{
−N(x̄− x0)

2

2σ2
0

}(
Ns2

2σ2
0

)N−3
2

exp

{
−Ns

2

2σ2
0

}
2Ns2

σ2
0

,
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em que, trocando x̄ e s por T e u conforme a relação (3.21), obtemos

h(T, u) =

(
N

2πσ2
0

)1/2
4

2Γ
(
N−1
2

) ·

exp

{
−Nu

2

2σ2
0

(T 2 + 1)

}(
Nu2

2σ2
0

)N−1
2

.

A f.d.p. de T , ϕ(T ), é simplesmente a integral de h para todo u (lembre,
u = s), ou seja

ϕ(T ) =
∫ ∞

0
h(T, u)du =

(
N

2πσ2
0

)1/2
4

2Γ
(
N−1
2

) ·
∫ ∞

0
exp

{
−Nu

2

2σ2
0

(T 2 + 1)

}(
Nu2

2σ2
0

)N−1
2

du .

Para calcular a integral, mudamos de variável

v2 =
Nu2

2σ2
0

(T 2 + 1)

quando a integral transforma-se em

∫ ∞

0
e−v2(T 2 + 1)−(N−1)/2vN−1dv

(
2σ2

0

N(T 2 + 1)

)1/2

.

Uma consulta a [Arfken, cap. 10.1] permite verificar que

Γ(z) = 2
∫ ∞

0
exp(−v2)v2z−1dv quando R(z) > 0 .

A função Γ(z) é a função fatorial, cuja definição exata para números inteiros
e semi-inteiros foi dada na fórmula (2.43). Podemos então reunir o resultado

ϕ(T ) =
(
1

π

)1/2 1

Γ
(
N−1
2

) ·
(

1

(T 2 + 1)

)N
2

Γ(N/2) .

Agora, a mudança de variável é mais simples, basta verificar que

t =
√
N − 1 T ,
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o que fornece

ψ(t) =

(
1

(N − 1)π

)1/2
Γ(N/2)

Γ
(
N−1
2

) ·

 1
t2

N−1
+ 1

N
2

. (3.23)

Chamando o número de graus de liberdade de ν,

ν = N − 1 , (3.24)

correspondente aos N dados menos o v́ınculo representado pela média, pode-
mos reescrever ψ(t) como

ψν(t) =
(

1

νπ

)1/2 Γ
(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2

) ·
(

1
t2

ν
+ 1

) ν+1
2

. (3.25)

Identifica-se a f.d.p. de t pelo subscrito ν para recordar a dependência com
o número de graus de liberdade. ψν(t) é a f.d.p. da variável aleatória t de
Student para ν graus de liberdade.

A f.d.p. de t tem valor máximo em t = 0 e decresce na medida em que |t|
cresce. Sua média é nula para ν > 1 grau de liberdade2 e a variância é

var(t) = σ2
t =

ν

ν − 2
, para ν > 2 . (3.26)

Pode-se mostrar que
ψν(t)

ν→∞−→ N(t; 0, 1) .

3.6 Intervalos de confiança

Na hipótese dos dados xi de uma medição terem uma f.d.p. normal, é posśıvel
calcular exatamente o ńıvel de confiança associado ao intervalo [x̄−σm, x̄+σm]
com a f.d.p. ψ(t) da fórmula (3.25), em que a variável aleatória t de Student
está definida na fórmula (3.18). Calcula-se

P (x̄− σm ≤ x0 ≤ x̄+ σm) =
∫ 1

−1
ψν(t)dt = α .

Essa probabilidade é uma função do número N = ν + 1 de dados. A tabela
3.2 exibe o resultado para alguns valores de N .

2O valor médio de t quando ν = 1 é indefinido, conforme será discutido no exemplo 6.1.
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Tabela 3.2: Probabilidade do intervalo [x̄ − σm, x̄ + σm] conter o valor verdadeiro em
função do número N de dados da medida, quando esses dados têm distribuição normal.

N P (x̄− σm ≤ x0 ≤ x̄+ σm) = α
2 50%
3 58%
4 61%
5 63%
10 65%
20 67%
∞ 68,3%

Podemos, também, fixar o ńıvel de confiança e calcular a largura do inter-
valo correspondente, ou seja, podemos calcular quanto vale o número tI tal
que

P (x̄− tIσm ≤ x0 ≤ x̄+ tIσm) =
∫ tI

−tI
ψν(t)dt = 68, 3% ,

onde a probabilidade de 68, 3% foi escolhida para que tI
N→∞−→ 1. Podemos

definir de maneira análoga o valor tII com a propriedade que tIIσm corresponda
ao mesmo ńıvel de confiança que o intervalo de mais ou menos dois desvios-
padrão em torno da média de uma gaussiana, ou seja, 95, 5%:

P (x̄− tIIσm ≤ x0 ≤ x̄+ tIIσm) =
∫ tII

−tII
ψν(t)dt = 95, 5%

com tII
N→∞−→ 2. A tabela 3.3 apresenta os valores de tI e tII para alguns

valores do número de dados, N ; uma versão mais completa está no apêndice
(Tabela ??).

Q3.5 Verifique os valores das tabelas 3.2 e 3.3 usando as tabelas ?? e ?? dos
apêndices.

Note a propriedade tII ̸= 2tI , embora tII
N→∞−→ 2tI , ou seja, a menos que

o número N de dados seja muito grande, “dois desvios-padrão efetivos”não
iguala duas vezes o “desvio-padrão efetivo”.
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Tabela 3.3: Valores limites de t que definem os intervalos de confiança de 68, 3% e 95, 5%,
para diversos valores do número de observações na medida.

N tI(α = 68, 3%) tII(α = 95, 5%)
2 1,84 14,0
3 1,32 4,53
4 1,20 3,31
5 1,14 2,87
10 1,06 2,32
20 1,03 2,14
∞ 1,00 2,00

Neste caṕıtulo, nos restringimos a discutir a f.d.p. de t na definição de
intervalo de confiança. No caṕıtulo 5 voltaremos a usar a distribuição de t em
testes de hipótese.

3.7 Critérios de arredondamento

A dúvida acerca do número de algarismos significativos com que devemos re-
presentar a resposta final de uma medida pode ser resolvida com o seguinte
critério: arredonda-se o número que representa a grandeza de forma que o
último algarismo apresentado corresponda ao último algarismo apresentado
no seu desvio padrão, sendo que arredondamos o desvio padrão ao algarismo
que represente um valor menor que o desvio padrão do desvio padrão, que
calculamos na seção 2.9 para o caso da distribuição normal.

A tabela 3.4 mostra a razão σσm/σm, para diversos valores de N , número
de dados, quando os dados se distribuem como a normal.

Esta tabela explica porque raramente faz sentido apresentarmos dois alga-
rismos significativos para o desvio padrão da média quando o primeiro alga-
rismo é 8 ou 9 — precisaŕıamos de mais de uma centena de dados para que
o desvio padrão fosse conhecido com duas casas! Já quando o primeiro alga-
rismo é 1 ou 2, estamos perdendo informação quando representamos o desvio
padrão com um único algarismo significativo mesmo que o número de dados
seja menor que 5.
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Tabela 3.4: A coluna da direita apresenta a precisão relativa do desvio padrão da média,
em função do número de dados na medida, que está na coluna da esquerda. A mesma tabela
vale para a relação σσ/σ.

N σσm/σm
5 0,35
10 0,24
100 0,07
1000 0,02

Exemplo 3.4

EXEMPLO NUMÉRICO
Na medida da espessura de uma folha de Au por espalhamento de part́ı-
culas α, uma experimentadora obteve os seguintes dados:

{ 1,92; 1,93; 2,26; 1,68; 1,70 } em µm .

A hipótese dos dados terem f.d.p. normal é razoável neste experimento.
O valor verdadeiro será estimado por

x̄ =
1

N

N∑
i

xi = 1, 898 µm

e a variância por

σ2 =
1

N − 1

N∑
i

(xi − x̄)2 = 0, 0584 ⇒ σ = 0, 234 = 0, 23 ,

onde representamos σ com dois algarismos porque σσ ∼ 0, 35 · σ = 0, 08,
neste exemplo (um pouco no limite, podeŕıamos também ficar com um
único algarismo). O desvio padrão da média é

σm = σ/
√
N = 0, 234/

√
5 = 0, 1047 = 0, 10 µm ,

devendo ser representado com dois algarismos, porque σσm ∼ 0, 04. Con-
sultando a tabela 3.3 (ou a ?? do apêndice), constrúımos o intervalo que
contém o valor verdadeiro com 68% de probabilidade,

[x̄− tIσm; x̄+ tIσm] = [1, 78; 2, 02] = 1, 90(12) = 1, 90± 0, 12 .
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O intervalo que contém o valor verdadeiro com 95% de probabilidade,

[x̄− tIIσm; x̄+ tIIσm] = [1, 60; 2, 20] ,

que também pode ser escrito

1, 9(3) ou 1, 9± 0, 3, com ńıvel de confiança de 95%. .

Para o resultado com ńıvel de confiança de 95%, o fator t modificou bas-

tante o intervalo, em relação àquele que seria obtido ignorando a flutuação

estat́ıstica da estimativa da variância.

Q3.6 Defina as regras de arredondamento, em função do valor do primeiro
d́ıgito decimal do desvio padrão da média, quando o número de dados
é N = 5; N = 100; N = 10000, quando os dados se distribuirem
de acordo com a normal. Convença-se que algumas constantes f́ısicas
muito medidas podem chegar a ser apresentadas com um σm escrito
com 3 casas decimais, especialmente se acontecer da primeira conter o
d́ıgito 1.

EXERCÍCIOS

3.1. Um experimentador obteve a grandeza A a partir da relação

A = x− y

tendo obtido para x e y os resultados

x = 13, 4(5)

y = 10, 4(3)

cov(x, y) = 0, 12 .

(a) Determine o valor da grandeza A e do seu desvio padrão.

(b) Determine o valor da grandeza B = x+ y e do seu desvio-padrão.

(c) Determine a covariância entre A e B.

3.2. Uma grandeza cujo valor verdadeiro é aproximadamente 20 é observada
com um instrumento que permite obter dados com desvio padrão, σ,
aproximadamente igual a 1,5.

Suponha, porém, que σ é estimado dos dados obtidos e não da informação
privilegiada do enunciado do problema.
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(a) Se você toma 3 dados, com quantas casas você provavelmente repre-
sentaria a grandeza? O intervalo de confiança de 68% de probabili-
dade tem largura 2σm, ou é preciso calcular o intervalo de confiança
usando o valor t (de Student) adequado?

(b) Idem item a), para medidas com 20 dados e para medidas com 200
dados.

(c) Quantos dados precisariam ser tomados para que houvessem 3 al-
garismos significativos após a v́ırgula na representação decimal de
x̄?

3.3. A tabela abaixo apresenta os dados de 20 medidas, cada uma delas com
3 dados.

Tabela. As colunas marcadas “ordem” contêm os números que identificam a
medida, cujos dados estão relacionados sob o t́ıtulo “conjunto dos dados”.

ordem conjunto dos dados ordem conjunto dos dados
1 { 9,8; 7,1; 10,3 } 11 { 9,8; 10,4; 8,4 }
2 { 12,9; 12,5; 12,9 } 12 { 11,3;10,2; 8,8 }
3 { 9,1; 8,4; 10,2 } 13 { 11,1; 12,5; 11,6 }
4 { 8,6; 10,3; 9,7 } 14 { 11,7; 7,14; 11,5 }
5 { 10,4; 11,8; 10,1 } 15 { 10,6; 11,2; 13,3 }
6 { 9,5; 9,4; 12,4 } 16 { 9,6; 6,7; 9,0 }
7 { 9,5; 8,5; 7,0 } 17 { 9,7; 11,2; 10,3 }
8 { 9,8; 9,7; 9,3 } 18 { 8,0; 10,4; 6,9 }
9 { 9,8; 7,0; 7,5 } 19 { 8,6; 9,4; 9,1 }
10 { 11,3; 10,4; 9,8 } 20 { 7,1; 13,3; 11,1 }

(a) Determine para cada medida i a média, x̄i, o desvio padrão, σi, e o
desvio padrão da média, σmi

.

(b) Os dados da tabela foram obtidos por simulação, por meio de um
gerador de números aleatórios com distribuição gaussiana. Deter-
mine em quantos casos o valor verdadeiro x0 = 10, 0 está no inter-
valo [x̄i − σm,i, x̄i + σm,i]. Compare com o esperado pela integral
da f.d.p. da estat́ıstica t de Student. (Você precisará da função
distribuição cumulativa de t de Student, tabela ?? do apêndice.)
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(c) Calcule o intervalo de confiança de 68% para os grupos de dados (de
novo, usando a função distribuição cumulativa de t). Determine a
fração de grupos em que x0 está no intervalo [x̄i−tIσm,i, x̄i+tIσm,i].

(d) Na simulação, usou-se σo = 1, 5. Determine a fração de medidas em

que x0 está no intervalo
[
x̄i − σo/

√
3, x̄i + σo/

√
3
]
.

3.4. Considere o conjunto de observações da intensidade de muons por se-
gundo em um grande detetor de raios cósmicos,

{ 8,8; 7,4; 10,4; 9,9; 10,0 } em s−1

(a) Calcule x̄, σ, σm, σσ e σσm .

(b) Mostre, em função dos valores obtidos, que você deve considerar
significativa apenas uma casa depois da v́ırgula na representação
decimal de x̄.

(c) Calcule a probabilidade do valor verdadeiro estar no intervalo [x̄−
σm; x̄+ σm] .

(d) Calcule intervalos de valores da intensidade de muons com ńıveis de
confiança iguais a 68,3% e 95,5% .

3.5. Um espectrômetro deteta part́ıculas com uma eficiência, ϵ, variável com
a energia, E, de maneira que ϵ = α/E. Quando E é dado em MeV,
α = 1, 00(4) ·10−2 MeV (veja a discussão ao final da seção 3.2). A tabela
abaixo dá o número detetado de part́ıculas de cada energia, bem como
suas incertezas; ignore erros nas medidas das energias. Nessas condições:

E(MeV) ϵ número detetado I=número/ϵ I/I(4 MeV)
2,500 370(25)
3,333 870(35)
4,000 1025(40) 1
5,000 210(20)
7,500 480(28)
10,000 800(30)
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(a) Calcule o número de part́ıculas emitidas de cada energia, I.

(b) Calcule a intensidade relativa às part́ıculas de energia igual a 4,000
MeV, Irelativa = I/I(4MeV).

Sugestão: O item b) exige que você considere que as intensidades
dadas na coluna marcada I são covariantes. Você pode, por isso,
evitar usar essas intensidades, calculando diretamente a razão

I1
I2

=
n1/ϵ1
n2/ϵ2

=
n1E1

α
n2E2

α

=
n1E1

n2E2

,

o que elimina a dependência comum de I1 e I2 em α, que gera as
covariâncias entre as intensidades I.

3.6. Para medir a carga de um capacitor, uma experimentadora mediu a
capacitância C e a voltagem V , com os seguintes resultados:

C = {0, 95; 0, 93; 1, 24; 0, 95; 0, 85}, dados em µF e

V = {288; 303; 320; 291; 316; 296; 287; 298; 299; 309}, em volt.

(a) Determine a carga do capacitor a partir desses dados. Não esqueça
de estimar o desvio-padrão.

(b) Muitas medições semelhantes depois dessa determinaram que os
desvios-padrão das medições de C e de V são 0, 20 µF e 15 V,
respectivamente. Com essa informação, determine os números de
medições de C e de V , nC e nV , respectivamente, que darão a melhor
precisão na carga do capacitor quando se tomam nC + nV = 15
dados no total e os valores médios de C e V são semelhantes aos dos
conjuntos de dados acima. Adote os valores fornecidos dos desvios-
padrão de C e de V como verdadeiros para o cálculo deste item.

3.7. Mede-se o peŕımetro, p, de um retângulo perfeito observando-se indepen-
dentemente um lado menor e um lado maior, obtendo-se a(σa) e b(σb),
respectivamente. Primeiro, o experimentador calcula o peŕımetro pela
fórmula

p = 2a+ 2b ,

obtendo a variância de p como

σ2
p = 4σ2

a + 4σ2
b .
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Depois, resolve calcular o peŕımetro como

p = a+ a+ b+ b ,

e obtém a variância de p como

σ2
p = σ2

a + σ2
a + σ2

b + σ2
b = 2σ2

a + 2σ2
b .

Qual dos resultados está correto? Onde um dos cálculos está errado?
Como corrigi-lo?

3.8. A atividade de uma amostra radioativa foi medida na presença de um
rúıdo de fundo, obtendo-se o resultado R1 ± σ1. Posteriormente, o rúıdo
de fundo foi medido obtendo-se o resultado R2±σ2. A covariância entre
R1 e R2 é nula.

(a) Determine a matriz de covariância da atividade da amostra (esti-
mada como A = R1 −R2) e do rúıdo de fundo F = R2.

(b) Quando a covariância entre R1 e R2 for nula, a covariância entre A
e F será negativa. Interprete qualitativamente esse sinal.

3.9. Considere N dados experimentais {x1, x2, . . . xN} com matriz de covari-
ância

V = σ2


1 ρ ρ · · · ρ
ρ 1 ρ · · · ρ
...

...
...

. . .
...

ρ ρ ρ · · · 1

 .

(a) Determine a variância da média desses dados

(b) Mostre que, quando N → ∞, a variância da média tende a ρσ2.

3.10. O ajuste dos parâmetros a e b de uma função y = a + bx aos pontos
experimentais dá origem a uma matriz de covariância entre as estimativas
â e b̂ obtidas com a forma

Vab =

(
σ2
a ρσaσb

ρσaσb σ2
b

)
.

(No próximo caṕıtulo discutiremos o ajuste de parâmetros; para este
problema, tudo que se necessita é a matriz Vab.)
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(a) Determine a matriz de covariância entre dois valores y1 e y2 calcu-
lados em x1 e x2, respectivamente, com os parâmetros â e b̂ obtidos.

(b) Verifique que a correlação entre y1 e y2 tende a 1 quando x1 tende
a x2.

(c) Mostre que o ponto interpolado com menor variância corresponde
a xm = −ρσa/σb e sua variância é dada por σ2

m = σ2
a(1− ρ2).
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