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Grafos
● Nesta aula veremos os seguintes conceitos

− Minimum Spanning Tree (árvore geradora mínima)
● Kruskal
● Prim

− Single-Source Shortest Path
● Caminho mínimo a partir de um determinado 

vértice
− Dijkstra
− Bellman-Ford

− All-Pair Shortest Path 

● Floyd Warshall
● Atentem também para o uso de estruturas de dados 

importantes



MST – Minimum Spanning Tree



MST – Minimum Spanning Tree

● Há dois algoritmos bem conhecidos para estes problemas
● Kruskal
● Prim

● Kruskal
● Ordene as arestas em ordem NÃO decrescente e 

armazene-as em uma adjList
● Gulosamente, adicione estas arestas na árvore geradora, 

MAS com o cuidado de não formar ciclos
● CICLOS: Estrutura UNIONFIND !!!!

● Prim
● Use uma lista de prioridade em que arestas são 

armazenadas em ordem crescente de Peso da aresta, 
seguido pelo nro do nó (em caso de empate) 

● Gulosamente, selecione o par (w,u). Para prevenir ciclos, 
ignore o vértice caso este já tenha sido visitado!



Union-Find Disjoint Set
● Uma estrutura simples para manipular conjuntos

● Unir conjuntos
● Encontrar elementos e verificar se estão em conjuntos 

separados



Union-Find Disjoint Set



Union-Find Disjoint Set







Kruskal



Kruskal



Prim



Prim



Caminho mínimo
● Se  grafo não for ponderado??



Grafo ponderado arestas não negativas - 
Dijkstra



Alg. Dijkstra apresentado

Construa a fila de prioridade e teste o algoritmo....



SSSP em grafos com arestas 
negativas

● O alg. de Dijkstra apresentado funciona 
para arestas negativas??

● O que acontece se houver ciclos 
negativos?

● Há duas soluções:
− Uma que computaca o caminho a partir de um 

vértice origem s
● Bellman-Ford

− Outra que computa a All-pair shortest Path
● Floyd Warshall



Bellman-Ford
● Percorra o conjunto de arestas V-1 vezes
● Para cada vez, tente relaxas todas as 

arestas
● Qual a complexidade??
● É mais lento que Dijkstra..
● E se houver ciclo negativo?? existe 

solução de caminho mínimo???



Bellman-Ford



Bellman-Ford



Floyd Warshall
● Análogo ao Bellman-Ford, mas calcula o 

caminho mínimo para todos os pares de 
vértices..

● Utiliza Matriz de adjacência, por eficiência
● Complexidade alta: V3
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Floyd-Warshall

• Inicialmente os custos 
entre vértices 
adjacentes são 
inseridos na tabela A

• Pesos de self-loops não 
são considerados
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Floyd-Warshall
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• Inicialmente os custos 
entre vértices 
adjacentes são 
inseridos na tabela A

• Pesos de self-loops não 
são considerados
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Floyd-Warshall
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• A matriz A é percorrida 
|V| vezes

• A cada iteração k, 
verifica-se se um 
caminho entre dos 
vértices (v, w) que passa 
também pelo vértice k é 
mais curto do que o 
caminho mais curto 
conhecido 
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[v, w] = min(A[v, w],         

 A[v, k] + A[k, w])1 2 3
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[1, 1] = min(A[1, 1],         

A[1, 1] + A[1, 1])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[1, 2] = min(A[1, 2], 

A[1, 1] + A[1, 2])

k = 
1

1 2 3

8

-3
2

5



28

Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[1, 3] = min(A[1, 3],      

A[1, 1] + A[1, 3])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[2, 1] = min(A[2, 1],  

A[2, 1] + A[1, 1])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[2, 2] = min(A[2, 2],  

A[2, 1] + A[1, 2])

k = 
1

1 2 3

8

-3
2

5

A 



31

Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[2, 3] = min(A[2, 3],  

A[2, 1] + A[1, 3])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[2, 3] = min(A[2, 3],  

A[2, 1] + A[1, 3])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[3, 1] = min(A[3, 1],  

A[3, 1] + A[1, 3])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[3, 2] = min(A[3, 2],  

A[3, 1] + A[1, 2])
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Floyd-Warshall
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Ou seja:
  A[3, 3] = min(A[3, 3],  

A[3, 1] + A[1, 3])
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Floyd-Warshall
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• Ao final da iteração k=1 
tem-se todos os 
caminhos mais curtos 
entre v e w que podem 
passar pelo vértice 1.

• O processo se repete 
para k=2 e k=3.
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Floyd-Warshall
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A[3, 1] = min(A[3, 1],      
A[3, 2] + A[2, 1])
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Floyd-Warshall
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Floyd-Warshall
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Floyd-Warshall
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