PRO 5765 — Teoria de Filas

3. Teoria de Filas

Agenda:
- M/M/1
- M/M/c
- M/M/c//K/ (fila limitada)
- M/M/c//%/K (populagdo finita)

- M/G/oo

- M/G/1 O PRINCIPLES OF
= SEQUENCING

- Redes de Filas ? AND SCHEDULING

- Teoria de Scheduling
Winston (2004, cap.20)

20.4 Fila M/M/1

B A fila M/M/1 pode ser modelada como um processo de
nascimento e morte com taxa de chegada (1) e taxa de

atendimento (u) constantes.

A A A A A
@@ @ - W
u u u p u

B Seja p=A/p o indice de congestionamento:

O Sep < 1, entdo o sistema é ergddico e terd uma distribuigdo

estacionaria

O Sendo, a fila cresce continuamente e ndo ha distribuicdo
estacionaria (ndo ergddico).
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3.2

Distribuicdao Estacionaria

Distribuicdo estacionaria (cont.)

m Impondo: . 7;=1
j=0

B Tém-se: 7rj=(l—,o)-pj j=012,...

Distribuicdo Geométrica
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Calculo de L

B O numero médio de clientes no sistema (L), em regime
estacionario (p < 1), pode ser calculado por:

L= i =Y i l-p)=0-p)p Y ip"

j=0 =L j=1

que se simplifica em:

L P
L=(1- =
d-p)p o 15

Calculo de L,

B Analogamente, o nimero médio de clientes na fila, é
dado por:

0 o0

L= (-Dm, =Y jm, -7 =L-(-,)

I= =1

ou seja,
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PRO 5765 — Teoria de Filas 34

Calculo do L,

B O numero médio de clientes em atendimento, neste caso
(M/M/1), seria:

L =07z, +W(m, +7,+-)=1-7,=1-(1-p)=p

B Verifica-se que:
2
L=L,+L =L +p=-—L
1-p 1-p

Formula de Little: L=AW

B Sejam:
A = taxa efetiva de entrada no sistema (clientes/min)
L = nimero médio de clientes no sistema
L, = nimero médio de clientes na fila
W = tempo médio total

W, = tempo médio em fila

B Para todo sistema ergoddico de filas, valem as seguintes
igualdades:
L=AW
Ly =AW,

10
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3.5

Tempos Médios para Fila M/M/1

B Tempo Médio de Fila
L A
YA u(u-A)

B Tempo Médio Total

w=t__1
A u—-A
B Verifica-se que:
W =W, +W, =W, +1
y7]

[ Para uma )

fila M/M/1,
W também
apresenta
distribuicao
exponencial
com taxa

\ p=A /

11

Exemplo 2 - Posto de Combustivel

B Considere um posto de combustivel com uma Unica
bomba. Suponha que o processo de chegadas seja
Poisson, com taxa 7,5 clientes por hora e que os tempos
de atendimento sejam v.a.i. com distribuicao

exponencial e média 4 min.

Determine os tempos médios de fila e total dos clientes.

12
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Solucao

1. Tem-se uma fila M/M/1 com
A=7,5carros /h e py =15 carros / h.
Logo, p = 0,50

2. Calculo dos indicadores
L =(0,50)/(1 -0,50) = 1,0 carros e
W=L/A=1,0/7,5= 0,133 h ou 8 min
Wy =W-1/p=4min

13

Exemplo 2 (cont.)

B Suponha que os clientes passem a abastecer seus carros
com maior frequéncia, tal que:

1. a taxa de chegadas suba para 15 carros/h e

2. o tempo médio de servigo caia para 3 min e 20 s.

B Recalcule os tempos médios de fila e total dos clientes.

14
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3.7

Solucao

1. Tem-se:
A=2(7,5)=15cl. /h
M =60/3,333 =18cl. / h
p = 15/18 = 5/6 ou 0,833.

2. Entédo:
L =0,833/(1-0,833) =5,0carros e
W=L/A=5/15= 0,333 h ou 20 min
W,=W-1/u=20-3,333=16mine40s

Nesta situacdo, o tempo médio de fila é bastante superior
(antes: 4 min, agora: 16 min e 40 s)

15

Relacao entre p e L para a M/M/1
p L L

120,0
0,30 0,43 "’
0,40 0,67 N

60,0
0,50 1,00

40,0
0,60 1,50 )
0,70 2,33 .

0 0,5 1
0,80 4,00 o
0,90 9,00
0,95 19,0 L P
0,99 99,0 1-p
16
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20.5 Fila Limitada (M/M/1/GD/n/co)

B O modelo M/M/1/GD/n/o é semelhante ao M/M/1,
exceto pelo fato de que, quando ha n clientes, novas
chegadas sao rejeitadas (ndo entram).

B Processo de Nascimento e Morte com n+1 estados
A A S A
p p u n

B Os sistemas M/M/1/GD/n/c apresentam distribuicdo
estaciondria, mesmo que A = {4, devido a limitacdo do
nimero maximo de clientes (espaco amostral finito)

17

Distribuicao Estacionaria

B Se A # u, entao:
1-p

7o =1_pn+1

73 =p'ry, (j=12,...,n)

B Sendo (A = p):

1 .
= =01,...,n
] U )

B A partir da distribuicdo estacionaria, determinam-se L e
Ly, €, a seguir, W e W,,.

L L

q

= e W =———
Ad-r,) Al-7n)

18
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3.9

Exemplo 3 - Barbeiro

desistem de entrar.

clientes perdidos.

B Uma barbearia tem um Unico barbeiro e 5 lugares de
espera. Quando a barbearia esta cheia, novos clientes

Suponha que o processo de chegadas seja Poisson com
taxa 4 clientes por hora e que os tempos de atendimento
sejam v.a.i. exponenciais com média 20 min.

Determine o tempo médio de fila e a porcentagem de

19

Solucao

B FEstado j: qtd de clientes na barbearia

0
bor =31, 0,0722
1 0,0962
4-72'2 :3~7Z'3 — 2 0,1283
4-r,=3-7, 3 0,1711
4o, =3, 4 0,2281
5 0,3041
T+ 4.+ =1 Lo

4 4 4 4 4
3 3 3 3 3

L=330

L, =237

Ay =A4-(1—75)
=2,78cl/h

W =71min

W, =51min

20
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20.6 Fila M/M/c

B Intervalo entre chegadas exponencial (com taxa A), tempo de
atendimento exponencial (com taxa ), fila Unica e c servidores
idénticos atendendo em paralelo.

B Sej < cclientes estdo presentes, entdo todos estdao em
atendimento; se j > c clientes estdo presentes, entdo todos os
c servidores estdo ocupados e j - c clientes aguardam em fila.

B A fila M/M/c pode ser modelada como um processo de
nascimento e morte com:

% % % % /73 % /7;
@ & @& - W - W
T 2u 3p cp cu cp cp

21

Distribuicao Estacionaria
|
B Seja p=A/cy o indice de congestionamento.

B Para p<1, tem-se:

i
7 :(Cpifl”o (j=12,...C)
= :(Cp)jﬂ'o

== (J=c.c+lc+2,.)

()], o)
o ! cll-p)

22
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Distribuicao Estacionaria (cont.)

B Tamanho e tempo médio de fila:

P(j2c)=—2)

7o
cl@-p)
L _Piz0)p W:i L:mﬂ
T 1-p T2 “ cld—p)? "
L,=cp WS:i
Y7,
E=E£L W:%

23

Exemplo 9 - Caixa (p.1089)

B M/M/2 com: A=80 e u=50 cl./h (p=0,80), L=?, W=?

. =01111

Ty =

(2-08)?

1+(2-0,8) + 2(-08)

_(2:08)*-08
4 21(1-0,8)

w =%: 0,03556 h (213min)

q

-0,1111=2,844

L=—=16 Ws:%:0,0Zh (4,2min)

L=2844+16=4,444 W =213+120=333min 1-p=0,2 (ociosidade)
24
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3.12

3,511
2,500,
6011

= maximo 25)
3 oz
(1] 025]n
n - IIEEE] 0,60112]n

21,067|min
15,00{nin

Planilha - M/M/c

36,067 |mi

Distribuiga de Clientes no Sistema - 1

1

17

18

2 Andlise de Sensibilidade

2 0 1 0] 0,044

2 2 3135 2[ 01204 35113 | 21,0674 |_0,1667 | 0,1326]
2 3 0,000 3 0.1170] £ G 3[ 210674 3] 0.1667 3 01326,
25 4| o.000 4| 0,097 4] 05331 4 a,wﬁ‘ 4| 03750 4 0,043,
= S ] SpwE BT oz 3] o,ﬁ T
2T 6| 0,000 6| 00677 6| 0.0339) 6] 0.2033 6] 05833 6 10,0004
28 70000 70,0564 7| 00086 7| 00515 7| 0.6429| 7] 10,0000
30 0,000 5| 00392 s| 0,005 s| 0,008 s| o722 s 0,000
n 10| 0,000 10| 00327 10| 0,0001) 10] 10,0006/ 10] 07500 10] 10,0000
52| 11 0.000 11] 00272 11]_0,00001 11 0,0001] 1] 07727 11 0,000

25
20.9 Populacao Finita: Problema de Reparo
de Maquinas (M/M/R/GD/%/K )
B No PRM, ha K maquinas e R técnicos (R < K).
B O tempo que uma maquina permanece em operacao &
uma v.a. exponencial com taxa A.
B  Sempre que uma maquina quebra, € mandada para
manutencdo, onde sao reparadas.
B O tempo de reparo tem distribuicao exponencial com
taxa p.
B As maquinas consertadas voltam a operagdo, quando
estardo novamente sujeitas a falha.
26
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B O problema de reparo das maquinas pode ser modelado
por processos de nascimento e morte, onde o estado j
indica j maquinas quebradas (0,1,...,K).

B Cada chegada corresponde a uma quebra de maquina e
cada atendimento a um reparo.

B No estado j, hd K-j maquinas em operagdo e min (j,R)
técnicos trabalhando.

(K-1)A (K-2)A  (K-R+1)A  (K-R)A A

-0-0(3@\}@

27

B Dado que cada técnico conserta maquinas a taxa y, a taxa
de atendimento y; é dada por

pi=min{ju,Ru}  (j=012,..,K)

B Definindo p=A/p, a distribuicdo estacionaria sera:

KY _
7, =|  |p'm, (j=0L..,R)
J

|t
njzjmT (j=R+LR+2,.K)

28
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Resolver T

numericamente
(B&D finito)

B Impondo a restricdo de soma unitaria, obtém-se a
distribuicdo estacionaria
K

Z”j =1
i=0
B A partir da distribuicdo estacionaria, determinam-se:
O L = num. médio de maquinas quebradas

L, = num. médio de maquinas aguardando reparo

= tempo médio de maquina quebrada (downtime)

O o o
T X

, = tempo médio aguardando inicio de reparo
K L L

- — — — = — _q

J7Z-j Lq _Z(J R)ﬂ-l W = ﬂ, Wq = ﬂd
j=R

il
i

—
Il
o

29

Exemplo 12 - Viaturas Policiais (p.1101)

B Frota com K=5 viaturas, uma quebra a cada 30 dias
(x=1/30). R=2 técnicos fazem a manutencao, que
consome, em média 3 dias (u=1/3). Pede-se:

Numero médio de viaturas em operacdo,
2. Tempo médio de espera na fila de cada viatura,

Ociosidade de cada um dos mecanicos.

B Estado j: viaturas em manutencao
5x 4 3 2h A
p 2u 2u 2u 2p

30
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Solucao

5/30 4/30 3/30 2/30 1/30

@ = B S ®
1/3 2/3 2/3 2/3 2/3

n, =057, 7,=0lr, =,=0,0157, x,=0,00157, x,=0,000075x,

7,=0618 7,=0309 7,=0,062 7,=0,009 z,=0,0009 7.=0,00005

5
L=> jz,=0465  K-L=5-0,465=454 mag.em operacio
j=0

2 L 0,465
Ao =2 Ay =0151 W =—="""-=307dias W, =W -W, =0,07 dias
= 4, 0151
ocios.=1-7,+0,5-7, =0,773
31
~
Solucao (cont.)
j [ b im A N ocios. 0cios.
0 1 0.6186 0 0.1667 0.1031 1 0.6186
1 0.5 0.3093 0.3093 0.1333 0.0412 0.5 0.1546
2 0.1 0.0619 0.1237 0.1000 0.0062 0 0
3 0.015 0.0093 0.0278 0.0667 0.0006 0 0
4 0.0015 0.0009 0.0037 0.0333 0.0000 0 0
5 0.000075 0.00005 0.0002 0 0 0 0
1.616575 0.4648 0.1512 0.7732
em reparo taxa média ocios. média
K-L= 4.54 em oper. W= 3.07 dias Wq = 0.07 dias
32
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20.7 Fila M/G/

B Existem muitos exemplos de sistemas nos quais os clientes
nunca precisam esperar pelo inicio do servico.

B Nesses sistemas, ha sempre um servidor disponivel para cada
chegada e podemos considerar um sistema com infinitos
servidores.

B Usando a notacao de Kendall-Lee, tem-se uma fila G/G/.

: | | .
t = wi_EM

Chegada Partida

35

M/G/co

H Se:

O Os intervalos entre chegadas A sdo v.a.i. exponenciais
com E(A) = 1/ A (Poisson, com taxa de chegada A),

O Quando um cliente chega, ele entra imediatamente em
servigo e o tempo de servigo S de cada cliente é dado por
uma distribuicdo genérica e independente dos demais,
comE(S)=1/p

®E Ent3o:

i

M H J!

(j = estado, tem distribuicdo de Poisson, com média A / )

36
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20.8 Fila M/G/1

Processo de Chegada

O Os intervalos entre chegadas A sdo v.a.i. exponenciais
com E(A) = 1/ A (Poisson, com taxa de chegada A),

Processo de Atendimento
O Servidor Unico, atendimento pela ordem de chegada

O Os tempos de servico S dos clientes é dado por uma
distribuicdo genérica e independente, com

E(S)=1/p e oc2=V(S)
O modelo M/G/1 nao constitui um processo de

nascimento e morte, pois os tempos de permanéncia em
cada estado nao apresentam distribuicdo exponencial.

37

M/G/1

A determinacgdo da distribuicdo estacionaria ndao é simples
para a M/G/1.

Férmulas de Pollaczek=Khinchin para fila M/G/1

2 2 2 L
LQZM W, =
2(1-p) A
1
L=L,+p W:Wq+;

Adicionalmente, mt,, parcela do tempo durante a qual o
servidor fica ocioso, é igual a 1-p.

38
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Efeito da Variancia

B Utilizando as férmulas de P-K, compare o desempenho de
duas filas com chegadas Poisson a taxa de A=5 cl/h e
tempos de atendimento exponencial e constante, com
taxa de 8 cl/h.

m M/M/1: V(S)=(1/8)2
Ly = 25/24 = 1,04 W,

5/24 h = 12,5 min

®m M/D/1: V(S)=0
L, = 25/48 = 0,52 W,

5/48 h = 6,25 min

m D/D/1: L,=0, Wy=0

39

20.10 Redes de Filas

B Nos modelos de filas isoladas, cada cliente é atendido por um
servidor e, ao final do atendimento, deixa o sistema.

B Em muitas situacoes, os clientes necessitam atendimento em
diferentes postos (ou estagios) de servico, que constituem uma
rede de filas.

B Abaixo, apresenta-se um rede de filas em série com m
estagios de atendimento

Estagio 1 Estagio 2 Estagio m

O O O

A A A A A

——MWO— WO —— MmO —
Fila 1 [(C) Fila 2 [() Filam |(C)

¢, servidores, c, servidores, C,, servidores,
Taxa p, Taxa P, Taxa P, 40
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Teorema

m  Se:

1. o processo de chegadas no estagio 1 é Poisson com taxa A

2. cada estagio tem ¢; servidores e capacidade ilimitada da fila
3. o tempo de servico em cada estagio € exponencial com taxa ;
4

em todos os estagios, a capacidade de atendimento é maior
que a taxa de chegadas 2, ou seja, p; = A/Cjﬂj <1 para todo j

® Entdo:

1. os intervalos entre chegadas em cada estagio também terdo
distribuicao exponencial (chegada Poisson) com taxa A

2. arede pode ser decomposta e analisada separadamente como
se fossem m filas M/M/c independentes

41

Exemplo 13 - Linha de Montagem (p.1105)

m M/M/1-> M/M/3

A=54 =60 p,=20 (cl/h)
p =09 L =81 W/ =015h
p, =09 7,=00249 L:=735 W/=0136h

W, =W, +W.=0,286 h

42
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Rede Aberta de Filas

B Redes Abertas de Filas sdo um caso mais geral que as
filas em série.

B Considere um sistema de filas com m postos ou nés.
Suponha que:

1. cada posto i tem c; servidores exponenciais e taxa

2. clientes externos chegam ao posto i conforme um processo
de Poisson com taxa y;.

3. terminado o atendimento em i, o cliente segue para o posto j,
com probabilidade p;; ou deixa o sistema com probabilidade

1-YTpij
B  Problema:

O Como dimensionar os m postos de atendimento, equilibrando
custos e nivel de servico?

43

Rede Aberta de Filas

a4
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B Seja ), a taxa total de chegadas ao posto j.

® ), A, ..., A, podem ser determinadas pela solucdo do
seguinte sistema linear:

//LJ-:]/J-'FZ pijjq (j=l,2,...,m)
i=1

B Suponha que ¢;u; > A; em todos 0s nos.

B Neste caso, o sistema também pode ser decomposto em
m sistemas M/M/c, com taxa de chegada A; e de
atendimento y;.

45

B Demonstra-se também que as quantidades de agentes
em cada um dos postos sao v.a. independentes.

B Analisando cada posto separadamente, determina-se o
numero médio de agentes nele. O numero médio total
de agentes na rede, L, é dado pela soma do niumero
médio de agentes em cada posto.

B Para cdlculo do W, tempo médio total de permanéncia
dos agentes na rede, basta aplicar a formula de Little
(L=AW), considerando o sistema como um todo.

B Se houver algum posto j com A; = ¢;4;, entdo o sistema
nao tera distribuicdo estacionaria.

46
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Exemplo

B Considere uma rede com m=3 postos de atendimento, uma
taxa de chegadas externas de 10 cl/h no posto 1 e zero nos
demais. As taxas de servico e fluxos estdo indicados abaixo.
Determine o tempo médio de fila em cada posto.

W, = 15cl./h
A4,=10

5?@// = 75%  A=054
10 cl. /h 25% 2,=05-4,+0,25-4,
— M@ sox

\ 2,=10,0 p,=05

Wy = 20 cl./h 2,=5,0 p»,=0,333
1,=6,25 p;=0,625

i = 5cl./h
47
Solucao
2,=10 05*
1 :|:|:[|:| @ p:O,S Lq_l—O,S_O,S
1, =20
: W, =22 ~0,05h =3 min
2
Ap=5 p=0333 L, = 0,333 =0,167
il @ . 1-0,333
=15 w, = 2287 _ 00333 h =2 min
48

USP - Poli — PRO Prof. Dr. Marco A. Mesquita



PRO 5765 — Teoria de Filas

)3=6,25

—_—

il

Solucao (cont.)

H=5

W= 0,8013

6,25
c=2 p=222_0625
P=%s
1
o= 20627
14+2.0,625+ 20,625
21(1—0,625)

_(2-0,625)2-0,625

- °£2.0,2308=0,8013
21(1—0,625)

f =0,1282 h =7,69min

49

20.13 Redes Fechadas de Filas

Sistemas onde o numero total de agentes permanece
constante, sem entradas nem saidas, podem ser
analisados como redes fechadas de filas.

Exemplos:

O Frota dedicada operando de forma ciclica entre m

O

terminais;

Sistemas de producao com limite de estoque em processo
(ConWiP), onde as ordens concluidas no final da linha sdo
substituidas por outras na entrada, mantendo constante os
estoques em processo;

Uma rede fechada de computadores, onde o nimero de
usuarios é fixo e o tempo inativo dos usuarios € modelado
por um estagio com infinitos servidores em paralelo.

50
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Exemplo 17 = FMS (p.1120)

B N=10, m=3
B .,=0,25 (4 min) p,=0,48 (2,083 min) p3=0,08 (12,5 min)
= S = {(0,0,10), (0,1,9), (0,2,8), ..., (10,0,0) }

ijiz_ml:vi Pij
075~ W@

u,=0,48 a‘ay ---a;"

@ . 008 ==l
u1=0,25\ :|:|:|]:| @

,,,,, 7
a=—
Hi
53
Exemplo 17: solucao
#OX, X X p(x)
B Balango de Fluxo 1 0 0 10 0,01228143
2 0 1 9 0,00614071
V=V, +V, 3 0 2 8 0,00307036
v,=0,75-v, 4 0 3 7 000153518
5 0 4 6 0,00076759
v;=0,25-v; 6 0 5 5 0,00038379
7 0 6 4 0,00019190
v,=10 v,=0,75 v,=0,25 8 0 7 3 0,00009595
9 0 8 2 0,00004797
. 10 0 9 1 0,00002399
B Numero de Estados 11 0 10 0 0,00001199
12 1 0 9 0,01572023
N+m-1) (12 —66 13 1 1 8 0,00786011
m-1 2 14 1 2 7 0,00393006
15 1 3 6 0,00196503
S P 16 1 4 5 0,00098251
B Distribuicao Estacionaria 17 1 5 4 0,00049126
66 10 0 0 0,14499350 54
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3.25

X
fie

p(xy)

0,03141
0,04017
0,05131
0,06542
0,08308
0,10465
0,12963
0,15487
0,16991
0,14499

OCLVWWONOOULAWNHFHO

=

0,02455

Exemplo 17: solucao (cont.)

B Distribuicdes marginais

X
N

VWO NOOULA, WNHFO

-

B A seguir, as medidas de desempenho de cada estagio
podem ser calculadas.

p(x;) X3 p(xs)
0,61897 00,23793
0,23699 1]0,18587
0,09017 210,14520
0,03402 310,11340
0,01269 4 0,08852
0,00466 510,06900
0,00167 6| 0,05361
0,00058 710,04128
0,00019 810,03105
0,00005 90,02186
0,00001 10| 0,01228

55

Exemplo 17: solucao (cont.)

B As medidas de desempenho de cada posto podem entdo
serem calculadas.

Fila Média | Utilizacdo | Vazdo
Maqg 1 5,72078 0,97545 0,244
Maq 2 | 0,22860 | 0,38103 | 0,183
Maq 3 1,93207 | 0,76207 | 0,061
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Analise do Valor Médio

B Método mais simples e recursivo para a analise de Redes
de Fechadas de Filas

B Dois principios basicos:

O (processo de chegadas) a distribuicdo do nimero de
agentes em cada posto, vista por um agente no instante de
sua chegada em um dado posto, é igual a distribuicdo
estacionaria do numero agentes em cada posto quando ha
n-1 agentes na rede

O (férmula de Little) aplica-se a férmula de Little para a rede
como um todo e individualmente para cada posto

B https://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_analysis
59

Anadlise do Valor Médio - Caso 1
m postos com um unico servidor cada

B Rede Fechada de Filas com n clientes e m nds

B Em cada né, hd um Unico servidor e o tempo de atendimento é
exponencial com taxa

B P=[p;] - probabilidade de um cliente ir de “i” para “j”
B Caso particular: Rede Circular
O py=1paraj=i+lepy =1; caso contrario, p;=0
B v=vP - taxa relativa de chegadas aos nés
O Para o caso de Rede Circular: v;=1 para todo j
B |,(n) - nimero médio de clientes em j quando ha n clientes na rede

B W;(n) - tempo médio de permanéncia dos clientes em j quando ha
n clientes na rede

B ) (n) - fluxo médio quando ha n clientes na rede

60
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Analise do Valor Médio - Caso 1

B Inicializacao
L,(0)=0, j=12..,m

B Para n=1 até N, faga:

L (n-1)+1
LD+ s m

W, (n)=

/’i(n) — m#

ZW]- (n)~vj
L;(n)=A(n)-v;-W;(n), j=12,..,m

® Caso particular: rede circular onde v;=1 para todo j
61

Exemplo 1 - Linha ConWip

® n jobs, m=3 estagios, rede circular (v;=1 para todo j)

B Em cada estagio, tempos exponenciais com médias: 2, 5
e 3 min, respectivamente

B Determine a vazdo e o tempo médio de ciclo em funcdo
do nimero de jobs no sistema

r]]]ﬂ@ﬁj]]ﬂ@ﬁj]]ﬂ@j

62
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Solucao

n w1 w2 w3 Wt Ibd L1 13
0 0 0 0
1]  2000[ 5000 3000 10000 0.100] 0.200[ 0.500] 0300
2| 2400 7.500] 3900 13.800] 0.145| 0348] 1087 0.565
3|  2695] 10435 4696] 17.826] o0.168] 04s4] 1756 0.790
4] 2907 13780| 5371] 22059] 0181 0527] 2499 0.974]
5| 3054] 17404 592 26471] 0189 0577] 3305 1119 L i (n-1)+1
6| 3154] 21523] 6356| 31.032] 0193 0.610] 4.161] 1.229 w j (n=—"—
7] 320 25807 6687 35713 0196] 0631] 5058 1311 i
8 3262] 30292 6932| 40486 0198] 0.645| 5986 1.370
o 3289 34928 7.109] 45327] 0199] 0653 6935] 1412 A(n) = n
10 3306] 39677] 7.235| 50218 0199] 0.658] 7.901]  1.441 3
1| 3317] 44505 7.322[ 55143] 0199] 0662 8878 1461 ZW (n)
12| 3323] 49389 7.382| 60.094] 0200 0.664] 9.862) 1474 - J
13| 3327] 54312 7.422[ 65061 0200] 0665 10.852]  1.483 =
14) 3330] 59261 7.449] 70.039| 0.200] 0.666| 11.845|  1.489 L. (n) = A(n) W. (n)
15| 3331] 64227 7.467] 75025] 0200] 0666 12.841) 1.493 J J
16| 3332 69.206] 7.479] 80.016] 0200] 0666 13.838] 1.495
17] 3333] 7419 7.486] 85010 0200] 0666 14.837] 1497
18] 3333 79.183] 7.491] 90.007] 0200] 0667] 15835] 1.498
19] 3333 84177] 7.494] 95004] 0200] 0667 16.835] 1.499
2] 3333] 80173] 7.496] 100003 0200 o0.667] 17.834] 1.499)
63
Solugao
Gao (cont.)
Vazdo Wt
0.2¢ 1200
020 .....--oololoolol 00.( -..'
0.15 0 e . ®
010 @ o® °
. L]
0.05
P
0.0
0 5 10 15 20 0 o 15 20
64
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Analise do Valor Médio - Caso 2
Servidor Unico ou infinitos servidores

B Cada no pode ter um unico ou infinitos servidores

B Nos nds com infinitos servidores, ndo ha espera pelo
atendimento (ndo ha fila)

B O tempo de permanéncia em cada no sera:
L.(n=-1)+1
wim={
—, sec; =
H;

Os demais passos permanecem iguais

E possivel generalizar para outros valores de ¢; (Caso 3)
65

Exemplo 2 - Frota Circular

B n jobs, m=4 estagios, rede circular (v;=1 para todo j)
B Estagios impares com servidor Unico e 0s pares com n servidores
B Cada estagio, tempo exponencial com taxa p=1 job/h

B Determine a vazdo e o tempo médio de ciclo em funcdo do
numero de jobs no sistema

1
WO 1@ — ue— u@e

p=1 @ ns=1

Hp=1 Ha=1
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3.30

Solucao

o]
0250 0250]  0.250]

1| 1000] 1000] 1.000[ 1.000 4000 0.250] 0.250|
2[ 1250 1000] 1250 1000 4500 0.444] 0556 0444]  0.556]  0.444)
3] 155) 1.000] 1556 1000 5111 0587 0913| 0587 0913 0.87]
o 1013 1000 1913] 1000] s5826] 0687 1313 o0687] 1313 0687
s| 2313] 1o000] 2313 1000 6627 0755 1745] 0755 1745|0755
6| 2745] 1. 2745] 1000 7.491 o801 2199] 0801 2199 0.801]
7| 3199 3199 1.000) 0834 2666] 0.834] 2.666] 0834
8] 3666 1 1000 9.333] o857 3.43] 0857 3143 0857
of 4143 1000 4143] 1000] 10286 0875 3625 o0875| 3625] 0875
10 4625] 1000] 4625 1000 11250 o0889] 4111] o0889] 4.111] 0.889)
1 siu| oo 5113  1000] 12222] 0900] 4.600] 0.900] 4.600)

12| 5600 1.000] 56000 1.000[ 13.200( 0909] 5091 0.909]  5.091]
13| 6001 1000 6091 1000 14.182[ 0917| 5583 0917  5.583]
14| 6.583) 1.000| 6.583] 1.000[ 15.167] 0.923] 6.077] 0.923] 6.077]

15| 7077 1.000] 7.077] 1.000] 16.154] 0929] 6571 0.929]  6.571]
16 7571 1000] 7.571] 1000] 17.143] 0933] 7.067] 0933] 7.067|
17] 8067 1.000] 8067 1.000] 18.133] 0938 7.562] 0.938]  7.562]

18] 8562 1000 8562 1000 19.125] 0941] 8059 0941 8059
19| 9.059] 1.000| 9.059] 1.000[  20.118 0.944] 8.556| 0.944] 8.556]
20| 9556| 1.000] 9556 1.000] 21111 0947] 9.053] 0947] 9.053]  0.947]

L ,(n=1)+1

W, (n) =
Haja

1 .
W, (n) =— 1=12
Haj

i(n) = AL

> W;(n)
L;(n) = A(n)-W,(n)

67
Solucao (cont.)
Vazdo Wt
68
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Exemplo 3 - Frota Circular | "Tamor

B Frota com n veiculos, operando entre dois terminais

® Terminal 1: tempo de carga exponencial com média 2h e capacidade
para atender 2 veiculos por vez

m  Terminal 2: tempo de descarga exponencial com média 1h e capacidade para
atender 1 veiculos por vez

B Viagens: tempos exponenciais com média de 4h

1 _ |— 1@ — & — 1

13
12

°© OO

nz=1
n;=0,5
1,=0,25 1e=0,25
Programacao de Operacoes
(Scheduling)
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Problemas de
Programacao de Maquinas

5 Maquinas

Méquina Unica Paralelas
Oficina de
Maquinas

@ n@une T m@
(flow shop) m UIIQ

73

Filas determinadas

B Na teoria de filas, os modelos pressupdem processos de chegadas
dinédmicos e tempos de atendimento aleatérios

B Um processo de chegadas dinamico é aquele em que os jobs
chegam ao longo do tempo, normalmente de forma aleatéria

B As analises sdo feitas principalmente em regime estacionario, com
alguns indicadores de desempenho calculados

B A seguir, consideraremos um problema em que os jobs sdo todos
conhecidos e disponiveis no tempo zero, com os tempos de
processamento predefinidos

B Assim, a fila pode ser predeterminada, ou seja, a ordem de
processamento dos jobs podem ser escolhida, visando otimizar
algum indicador de desempenho

B Problemas deste tipo sdo tratados na Teoria de Scheduling,
onde a variavel de decisdo é exatamente definir a ordem de
processamento dos jobs nas maquinas

74
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Exemplo:

Permutation Flow Shop Problem (PFSP)

B Considere uma linha com m=2 maquinas e n=5 jobs que
devem ser processados sequencialmente nas maquinas com os
tempos de processamento dados na tabela abaixo. Suponha
gue todos os jobs estejam disponiveis no instante zero e que a
sequéncia de processamento deva ser a mesma em todas as
maquinas. Determine uma sequéncia dos jobs para minimizar
o tempo total de processamento dos n jobs nas m maquinas.

Tempo Tempo
Jobs Maq.1 Maq.2
A 6 3 Sequéncia:
B = 3
— ez ]2 ]7]
D 4 6 1 2 3 4 5
E 2 5
75
Solucao inicial
Tempo Tempo
Jobs Maq.1 Maq.2
A 6 3
B 1 3
C 8 6
D 4 6
E 2 5

35
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Solucao pela regra
SPT - Shortest Processing Time First

Tempo Tempo
Jobs Maq.1 Maq.2

A 6 3
B 1 3
C 8 6
D 4 6
E 2 5

M1 c

M2 c :I

0 5 10 15 20 25 30

77

Solucao 6tima

Tempo Tempo
Jobs Maq.1 Maq.2

A 6 3
B 1 3
C 8 6
D 4 ()
E 2 5

30 35
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Formulacao Matematica do PFSP Cmax

m  Indices
O i-job |
O j - posicao

O k- maquina

B Parametros -
O m - numero de maquinas O
O n - numero de jobs
O [pi] - tempos de O

processamento dos n
jobs nas m maquinas

B Variaveis de Decisao

x;jj — 1, se o job i esta
na posicdo j e 0, caso
contrario

sjx — start time do job da
posicdo j na maquina k

cjx — completion time do
job da posicao j na
maquina k

Cam = Cmax — COMpletion
time do ultimo job na
ultima na maquina k

79

Formulacao Matematica do PFSP Cmax

minc,,
s.a.

Cp =Sy + D %Py j=L..,n k=1..
i=1

Sik 2> Ciax

j=1..,n

Zn:xij =1 j=1..,n
i=1

> ¥ =1 i=1..n

j=1

Sj Cy 20,%, =0/1

Sik ch,k—l

=3

j=2,..,n k=1..
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Proxima aula

B Controle de Estoques

O Winston (2004, cap.15 e 16)
m 15.1,15.2,16.3e 16.6
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