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Introdugdo
[ ]

Introdugao

Controle nao linear

O controle ndo linear é um ramo que lida com a andlise e projeto de sistemas de
controle que possuem pelo menos uma componente nao linear.

Na parte da analise, desejamos determinar as caracteristicas de um sistema nao
linear e seu comportamento no tempo.

Na parte de projeto, uma planta deve ser controlada de forma a seguir algumas
especificagdes em malha fechada.

Por que Controle n&o linear?

1 Melhoria nos sistemas de controle existentes.

1 Andlise de linearidades fortes (sistemas que ndo podem ser linearizados).
3 Incertezas no modelo.

1 Simplicidade de projeto.
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Introdugdo
°

Introdugao

Sistemas lineares

[J Um sistema linear invariante no tempo pode ser representado matematicamente
por um conjunto de equagdes diferenciais lineares, podendo ser escrito na forma
& = Az, com A € R™*" sendo a matriz do sistemae z = [¢1 z2 --- zn]T 0
vetor de estado.

1 Propriedades dos sistemas lineares invariantes no tempo
[ Tem um Unico ponto de equilibrio se A é nao-singular.
1 O ponto de equilibrio é estavel se todos autovalores de A tém parte real negativa,
independente da condi¢éo inicial.

1 A solugéo geral pode ser obtida analiticamente.

1 Na presenga de entradas externas u = [u1 uz -+ Up)
1 Principio da superposicéo é satisfeito.
1 Estabilidade assintética implica em saida limitada se entrada limitada.
1 Entrada senoidal gera saida senoidal na mesma frequéncia.
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Introdugdo
L]

Introdugao

Sistemas nao lineares

J Um sistema nao linear pode ser representado matematicamente por um conjunto
de equagdes diferenciais néo lineares, podendo ser rescrito na forma

1= f1(t, 21, Tn, U1, Um)

Tn :fn(t,ﬂfl,"' y Tm, ULy * "t 7“7’”)

J Na forma vetorial tem-se & = f(t,z,u),sendot € R,z € R™,u € R™ e
f € R™. Note que para o sistema ser ndo-linear basta que apenas uma das
fungdes f seja néo linear.

(1 Caracteristicas dos sistemas néo lineares
1 Geralmente possuem multiplos pontos de equilibrio.
1 Ciclos limites (oscilagdes de amplitude e periodo fixos mesmo sem excitagdo externa).
O Caos (saida extremamente sensivel as condigdes iniciais).
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Introdugdo
L]

Introdugao

Sistemas autonomos

[ Se o sistema ndo depender explicitamente da variavel independente (tempo t) ele
é denominado sistema auténomo, sendo representado como ¢ = f(z, u).

#=d+d—xz+ 1. (1)

1 Todavia, se o sistema depender explicitamente do tempo ¢ ele é dito nao
autébnomo, ou variante no tempo.

1+t
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Definigoes
L]

Definigbes
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Definigoes
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio

1 Considere o sistema auténomo na forma & = f(z,u), em que u € o vetor das
variaveis de controle.

Definicao 1

Um estado z. é um ponto de equilibrio ou ponto de equilibrio do sistema ou ponto de
equilibrio se uma vez z(t) igual a z., z(t) permanece em z. para todo tempo futuro.

Definicao 2

Diz-se que z. € um ponto de equilibrio para v = ue, se f(ze,ue) = 0.
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Definigoes
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio

Definicéo 3
O ponto de equilibrio x = 0 é estavel se para e > 0 existe § > 0 tal que ||z(0)|| < 4,
entao ||z(t)|| < e para todo ¢ > 0. Sen&o o equilibrio é instavel.

x(t)

e e m e e e e e e e = =

Figura 1: Ponto de equilibrio estavel.
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Definigoes
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio

Definigao 4
Um ponto de equilibrio z = 0 é assintoticamente estavel se for estavel e se em adicao
existe algum ¢ > 0 tal que ||z(0)|| < ¢ implica z(t) — 0 quando ¢ — oo.

=Y

S U

Figura 2: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
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Definigoes
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Plano de fase

1 Considere o seguinte sistema de segunda ordem:

1 _fl(xl,m) 3)
@2 = fa(w1,22)

com z = [z1 z2]T asolugdo do sistema acima para zg = [z10 x20]7, ou seja,

zo = x(0). O lugar no plano z1—=x2 da solucédo z(t) para ¢t > 0 € uma curva que

passa pelo ponto xg. Esta curva é chamada de trajetéria ou 6rbita do sistema a

partir de xzo. O plano z1—=x2 é chamado plano de fase.

[ Permite a andlise do comportamento de um sistema linear para varias condigoes
iniciais, sem necessidade de resolver analiticamente as equagoes.

[ Sé é aplicado para sistemas de segunda ordem pois os graficos para sistemas de
ordem superior sao geometricamente e computacionalmente complexos. Todavia,
muitos sistemas podem ser aproximados para um equivalente de segunda ordem.
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Definigoes
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Exemplo 1: Circuito diodo tanel

z1 = 0.5 [—h(:l:l) + :ltg]
T2 = 0.2 [—Ccl — 1.5x9 + 1.2]

Suponha h(z1) = 17.76z1 — 103.79z% + 229.6223 — 226.31x% + 83.7223.

X'=0.5 (- (17.76 x - 103.79 ¢ + 229,62 x° - 226,31 x* + 83.72 x°) +y)
y'=02(-x-15y+12)

Figura 3: Plano de fase do circuito diodo tinel utilizando a fungéo pplane8 do MATLAB. (
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Definigoes

Anélise de sistemas n&o lineares

Exercicio: Péndulo simples amortecido

1 A equacdo dinamica do péndulo simples amortecido é:

mi20 + cb + mglsen(f) = 0, (5)

sendo m a massa do péndulo, [ 0 seu comprimento, ¢ o coeficiente de atrito e g a
aceleracgéo da gravidade.

[0 Fazendo z1 = 0 e z» = 6, ela pode ser reescrita na forma espaco de estado

como:
T1 = X9
. _ g c - (6)
Lo = fTsen(xl) — 5T

1 Parag/l =1ec=0, plotar o plano de fase utilizando a fungéo pplane8.
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Definigoes

Anélise de sistemas n&o lineares

Enquete 1

Responder a Enquete 1 dentro da Unidade 1 no e-disciplinas.
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Linearizagao e estabilidade local
o

Linearizagao e estabilidade local
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Linearizagao (Método indireto)

(1 Para estudar a estabilidade de um sistema n&o linear na vizinhanga de um ponto
de equilibrio, este método consiste em fazer uma linearizagédo em torno desse
ponto via o chamado método indireto ou primeiro método de Lyapunov.

[J Considere o sistema nao linear ¢ = f(x,u), sendo z. e u. 0 ponto de equilibrio.
Para uma pequena perturbagao ¢ e v:

{3”““’6“ . @)

U= Ue +V

[ Substituindo (7) em & = f(z,u):

¢=f(ze + C, ue +v). ()
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Linearizagao (Método indireto)

J Assim, transforma-se o ponto de equilibrio (¢e, ve) no ponto de equilibrio (ze, ue).
Supondo F na classe C'!, no minimo, a expansao de:

¢ = f(ze + ¢ ue +v) 9)

em uma série de Taylor em torno do ponto (z., u.) fica:

é = f (xe, ue) + sz (.Ze, UE)T C + Vfu (Ie, ’LLE)T U + termos de ordem superior, (1 0)

sendo VfI = % eVl = % as matrizes jacobianas de f(x,u) com relagao a

T € a u, respectivamente.
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Linearizagao (Método indireto)

(1 Dessa forma, desprezando os termos de ordem superior e lembrando que
[ (e, ue) =0:

C. =f (.Te, ue) + Vfz (l‘e, ue)T C+ Vi (:l?e, ue)T U 4 termos de ordem superior,
(..:sz (Iezu6)TC+Vfu (xevue)TU: (11)

¢ = A( + Bv, (12)

com A e B sendo as matrizes jacobianas calculadas no ponto de equilibrio:

of1 of1 of1 of1 of1 of1
oxq Oxzo Oz, Ouq Oug Oup,
9f2 9f2 9fa 9fa 9f2 9fa
oz dxo Oy, Ouy Ouz Qum
A= B=
Afn Afn . Afn Afn Afn - Afn
oxq Oxzo Oz, r=ze u=ue ouq dug Oum, r=ze u=ue
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Classificacao dos pontos de equilibrio

1 O ponto de equilibrio agora é classificado analisando-se a natureza dos
autovalores da matriz A correspondente.

Definicao 5

Um ponto de equilibrio é instavel se um ou mais autovalores de A tiver parte real
positiva.

Definicao 6

Se todos os autovalores tiverem parte real nao nula, entdo dizemos que o ponto de
equilibrio z. é um ponto de equilibrio hiperbdlico, caso contrario, dizemos que z. € um
ponto de equilibrio nao hiperbdlico.
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio hiperbdlicos

Definicao 7

Se todos os autovalores de A tem parte real negativa, diz-se que z. é
assintoticamente estavel, pois * — z. quando ¢t — oo, e entdo o ponto de equilibrio é
chamado de sumidouro (sink).

(1 Ha dois tipos de sumidouro: se todos os autovalores tiverem parte imaginéria
nula um né estavel, caso contrario, tem-se um o foco estavel.

Definicao 8

Se todos os autovalores de A tém parte real positiva, entdo z se afasta de z. quando
t — oo, entdo z. é um ponto de equilibrio instavel e € chamado de fonte (source).

(1 Ha dois tipos de fontes: o foco instavel, se algum autovalor tiver parte imaginaria
nao nula; e o n6 instavel, no caso contrario. (
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Linearizagao e estabilidade local
(]

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio hiperbdlicos

Definicao 9

Se alguns dos autovalores, mas nao todos, tém parte real positiva, enquanto o resto
tem parte real negativa, z. € chamado de ponto de sela. Como a sela tem alguns
autovalores positivos, € também é instavel.
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Linearizagao e estabilidade local
o

Anélise de sistemas n&o lineares

Pontos de equilibrio nao hiperbdlicos

Definicao 10

Se um ou mais autovalores de A tiver parte real negativa enquanto os outros tiverem
parte real nula, entdo z. € um ponto de equilibrio marginalmente estavel.

Definigao 11

Se todos os autovalores de A sdo puramente imaginarios, o ponto de equilibrio é
entdo chamado de centro.
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Anélise de sistemas n&o lineares

Linearizagao e estabilidade local
[ ]

Resumo dos casos: sistema de segunda ordem

Sinal da Representagdo o
Autovalores parte real no plano Ponto fixo Exemplo Estabilidade
MR ARO[ Rys N0 e e _\i /| ossintoticamente
Nk €R Ay Rg(Q s | (hperbélico) 1N estdvel
Im
Ay 20 o™ ._.._\t/___ instdvel
A1 20 = (hiperbélica) /? \
Ay Rgt 0 . sela —-—""‘i-._“' instavel
1" Y (hiperbglico) '_'\*r’—\
i Imh foco ) .
Ao )\!* positiva I : (hiperbotica) /(9/ instdvel
A Im foco N intoti
negativa —:‘—ﬂ,g (hiperbalico) /C“'// i ";ldl\:rﬂ““h
bmin centro (eliptico) estdvel
ngla '—i—*nj_g CASO DEGENERADO @ (o assintoticomests) |
= CASOS DEGENERADOS
i i (elipticos)
N=Rg.=0 ER| positiva I 'ﬁ'ﬁﬁlﬁai’l’;ﬁ" instdvel
i I"“" "inflected node"
negotivd mm :r ‘"m:,] C% estavel

Figura 4: Resumo da classificagdo dos pontos de equilibrio em duas dimensdes (estabilidade linear).

Margo de 2023

EESC - USP

23/50

Prof? Vilma Oliveira

EESC-USP

Introdugéo aos sistemas néo lineares



Linearizagao e estabilidade local
°

Anélise de sistemas n&o lineares

Resumo dos casos: sistema de segunda ordem

No estavel N6 instavel

Tempo [s] Tempo [s]

Tempo [s] Tempo [s]
Ponto Sela
\\ = _/

\/\/\ o )\v , z’f <

e

Tempo [s] x1 Tempo [s]

Figura 5: Trajetérias no plano de fase e trajetérias no tempo. (
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Linearizagao e estabilidade local
(]

Anélise de sistemas n&o lineares

Primeiro método de Lyapunov

Tarefa: linearizagao

Considere o sistema

40,63 + 3z 4+ x2 = 0. (13)

1. Faga sua representagdo em espago de estados.

2. Determine os pontos de equilibrio (PE).

3. Faga a linearizagéo pelo primeiro método de Lyapunov e classifique os pontos de
equilibrio.

4. Plote o plano de fase para o sistema.

5. Plote a solugao temporal das variaveis de estado considerando condigdes iniciais
diferentes (préximas aos pontos de equilibrio).

6. Discorra sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio por meio dos itens 3, 4 e 5.
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Linearizagao e estabilidade local
o

Anélise de sistemas n&o lineares

Relacdo entre o sistema néo linear e sua linearizagéo

Teorema (Método de linearizacéo de Lyapunov)

Se o sistema linearizado é assintoticamente estavel entdo o ponto de equilibrio do
sistema nao-linear é assintoticamente estavel. Se o sistema linearizado é instavel
entdo o ponto de equilibrio do sistema néo linear é instavel.

1 Assim, pode ser feita uma relacéo direta entre a estabilidade local de um ponto de
equilibrio de um sistema nao-linear com a estabilidade de seu correspondente
sistema linear.

1 Por exemplo, se a correspondente linearizagdo de um sistema apresentar um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel, entdo pode-se concluir que o ponto
de equilibrio correspondente do sistema néo linear também é estavel.

J Assim, justifica-se o uso de técnicas lineares para o controle de sistemas
nao-lineares na pratica. (
&
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Relacdo entre o sistema néo linear e sua linearizagéo

Definicao 12

Um ponto de equilibrio estavel segundo Lyapunov o qual ndo é assintoticamente
estavel é dito ser marginalmente estavel.

1 A correspondéncia entre o sistema néo linear e o sistema linearizado nao é valida
para o caso do sistema linearizado apresentar um ponto de equilibrio
marginalmente estavel ou um centro, sendo nesse caso necessaria uma analise
mais profunda do sistema néo-linear.
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Relacdo entre o sistema néo linear e sua linearizagéo

J Exemplo: Considere o sistema:

1= —z9 —z1(2? + 23) (14)
2= z1—x2(2? +23)

cujo ponto de equilibrio é z. = (0, 0). Utilizando o método indireto, a linearizagcao

em torno do ponto de equilibrio retorna a matriz:

cujos autovalores sdo A = +j, 0 que caracteriza um centro.

[J Todavia, o plano de fase do sistema nao linear lembra um foco estével. Portanto,
0 comportamento qualitativo descrito pela sua linearizag@o no ponto de equilibrio
nao corresponde ao comportamento do sistema n&o linear na vizinhanca deste
ponto.
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Relacdo entre o sistema néo linear e sua linearizagéo

Xy x (2 ey x'=ey
Yy ey yi=x

2 15 E] 05 o 05 1 15 2
x x

Figura 6: Plano de fase do sistema nao linear (a esquerda) e do sistema linearizado (a direita).
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Ciclo limite

(1 Oscilagéo é um importante fendmeno de sistemas dinamicos. A solugéo de um
sistema periddico ou oscilador é do tipo:

a(t+T)=x(t) Vt>0, T>0. (16)

[ Seja o sistema linear © = Az, com A €. Suponha que A tenha autovalores
A = £33 e portanto o ponto de equilibrio (origem) é um centro. A partir de uma
transformacao linear = = Tz pode-se obter a forma de Jordan real para o
sistema:

0 -B
B0

W
Il

2. (17)

(1 Utilizando coordenadas polares definidas por z1 = r cos(0) e z2 = rsen(6),
pode-se reescrever o sistema (17) da seguinte forma:

r= 0
e "6
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Linearizagao e estabilidade local
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Ciclo limite

1 A solugéo é portanto do tipo:

21(t) = 76 cos(Bt + 0) (19)
22(t) = rosen(Bt + o), (20)
com 7o = /21(0)% + z2(0)? e 6o = tan~! 2283

1 Portanto, este sistema possui uma oscilagdo mantida de amplitude o e €
referenciado como um oscilador harménico.

(1 Observe que a amplitude da oscilagao depende das condigdes iniciais e também
que esta oscilagdo mantida pode ser destruida com uma pequena perturbacédo
nos autovalores complexos puros da matriz A que os transforme em autovalores
complexos com parte real positiva. O que significa que este oscilador linear ndo é
estruturalmente estavel. (
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Linearizagao e estabilidade local

Anélise de sistemas n&o lineares

Ciclo limite

J No plano de fase, o ciclo limite é caracterizado por uma curva fechada e isolada.
1 Curva fechada: indica a natureza periédica da solugao
[ Curva isolada: trajetérias convergem ou divergem do ciclo limite

*

15 L5 divergente 15
convergente 8

e /] P I | ~~

‘\\ / //Q\ é’éw\“vergeme
;/ﬁ /}\{ / %]E N\‘ﬁ R "//4 D'su ) 'verggmexy
“\;: y’ 'L\ L) N
\ S N o~ N
\ ~1.5] N -

(a) Estavel. (b) Instével. (c) Semiestavel.

Figura 7: Estabilidade do ciclo limite. Camino, J. F.
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Linearizagao e estabilidade local

Anélise de sistemas n&o lineares

Ciclo limite

Teorema (Poincare)

Se um ciclo limite existir em um sistema autbnomo de segunda ordem entédo
N = S+ 1 com N namero de nés, centros e focos contidos dentro do ciclo limite e S o
namero de selas também contidas dentro do ciclo limite.

Teorema (Poincare-Bendixson)
Se uma trajet6ria de um sistema autbnomo de segunda ordem permanecer em uma
regiao finita ©2 do plano de fase, entdo uma das seguintes situagdes ocorrem:

1. a trajetdria vai para o ponto de equilibro;
2. a trajetédria tende assintoticamente para um ciclo limite estavel;
3. a trajetéria € um ciclo limite.
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Linearizagao e estabilidade local

Anélise de sistemas n&o lineares

Ciclo limite

Teorema (Bendixs
Para o sistema néo linear:
1 = f1(x1,x2)
&2 = fa(z1,22)
nenhum ciclo limite pode existir em uma regiao €2 do plano de fase na qual

on  of

21
o1 Oz (21)

ndo se anula e nao troca de sinal.

Exemplo: Verificar que o sistema abaixo ndo apresenta ciclo limite

1 = g(x2) + 4x1x%
T = h(xl) + 41’%22
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Linearizagao e estabilidade local

Anélise de sistemas n&o lineares

Enquete 2

Responder a Enquete 2 dentro da Unidade 1 no e-disciplinas.
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Segundo método de Lyapunov
°

Segundo método de Lyapunov
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Segundo método de Lyapunov
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Segundo método de Lyapunov

[ Aideia basica do 2°. Método de Lyapunov relaciona-se a energia total do
sistema. Se um sistema possui um estado de equilibrio estavel z., entdo a
energia total armazenada no sistema decresce com o tempo até a energia total
atingir o seu valor minimo no estado de equilibrio z.. A estabilidade é analisada
via uma fungéo escalar especial chamada fungao de Lyapunov.
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Definicao 13: fungéo de Lyapunov

A fungdo de Lyapunov V (z) satisfaz as seguintes condi¢cdes para todo t1 > to e para
todo z na vizinhanga de z = 0, com z = 0 um ponto de equilibrio do sistema = = f(z):

1. V(z) e suas derivadas parciais sdo definidas e sdo continuas

2.V(0)=0

3. V(x) > 0 paratodo = # 0 e V(z) < 0, onde V() é a derivada de V' (z) em relagéo
as trajetérias de z = f(z), i.e

G

EESC - USP

Prof? Viima Oliveira EESC-USP Introdugéo aos sistemas néo lineares Margo de 2023 38/50



Segundo método de Lyapunov
L]

Anélise de sistemas n&o lineares

Segundo método de Lyapunov

V(x)

Figura 8: Representacdo geométrica de uma funcao de Lyapunov. (a) Representagdo 3D da funcdo de Lyapunov
ilustrando V' (z) ao longo de uma solugéo iniciando em z, (b) Curvas de nivel: V; < Vo < Vi e

solugéo z(t) inciando em z(.
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1 Na Figura 8 faz-se uma representag@o geomeétrica de uma fungéo de Lyapunov.
Nota-se que a condigdo V' < 0 implica que a trajetéria do sistema deve se
aproximar da origem passando por curvas de nivel com valores referentes a
funcéo de Lyapunov V cada vez menores. E se V < 0, entdo z(t) — 0 quando
t — oo.
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Teorema

Considere o sistema:

&= f(z), f(0)=0.

Suponha que uma V() possa ser determinada para o sistema. Ent&o, o estado de
equilibrio = = 0 é assintoticamente estavel se V' for negativa definida e estavel no
sentido de Lyapunov se V for negativa semi-definida.

=2 -15 -1 -05 0 05 1 15
Figura 9: Sistema estavel: cos(0) = %. (
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1 Nota-se que a derivada de V' (z) é o produto escalar de dois vetores. A fungéo
f(x) é um vetor que aponta no sentido da tangente da trajetéria z(¢) do sistema
naquele ponto, e grad, V (z) € um vetor normal, no sentido de crescimento de
V(z) em relagao & uma curva de nivel V(z) = ¢, ¢ > 0. A Figura 9 ilustra o caso
em que a derivada de V' (x) é negativa.

[1J O teorema seguinte pode garantir a estabilidade assintética do sistema mesmo
que a derivada da funcédo de Lyapunov V seja semidefinida negativa. A definicdo
de conjunto invariante é necessaria para entender o teorema.

J Um conjunto invariante com respeito a ¢ = f(z) indica que se a solugao pertence
a M em um instante ¢, entdo a solugao pertence a M para todo tempo futuro e
passado.
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Teorema

Considere = f(z), f continua, e seja V' (x) uma fungéo escalar com primeira
derivada parcial continua. Suponha:

1. para algum £ > 0, a regiéo 2, definida por V' (z) < ¢ € limitada
2. V() <0 VaeQ

Seja E o conjunto de todos os pontos dentro 2, onde V' = 0, e M o maior conjunto
invariante em E¢. Entdo, todo solugao originada em Q, tende para M quando ¢t — co.

Teorema: Principio da invariancia de LaSalle
Suponha V() : R™ — R tal que em Q, = {x € R™ : V() < £} tem-se V (z) < 0.
Defina E = {x €EQ: V()= O}. Ent&o, toda solugao do sistema iniciando em Q, é

atraida para o maior conjunto invariante em E. Se E nao conter outra trajetéria a nao
serxz =0parat € [to oo], aorigem z = 0 é assintoticamente estavel.

@ Entende-se por maior conjunto invariante a unido de todos os conjuntos invariantes. (;
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[ Exemplo: Seja o péndulo simples com amortecimento viscoso com z1 = 0 e

xo = 6:
{gfl - . (22)
o = —sen(x1) — T2
1 Considere:
22
V(z) =1— cos(z1) + ?2 (23)

Na verdade, esta V' (z) representa a energia total do péndulo, composta pela
soma da energia potencial com a energia cinética.
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1 Observe que V(z) > 0,noconjunto D =z € R:0 <z <7 (V(z) =0para
x # 0. Por exemplo = (w, 0) ndo atende o item 3 da funcéo de Lyapunov).

V(I) =sen(z1)%1 + w2d2

= sen(z1)xe + o2 (—22 — sen(z1)) = —22 < 0.

1 Tem-se entdo que = = 0 é estavel localmente. Uma outra alternativa para tentar
provar a estabilidade assintética da origem seria usar o principio de invariancia de
LaSalle, o qual ndo exige que a derivada da fungéo V seja definida negativa.
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Tarefa: Lyapunov e LaSalle

Considere o péndulo simples com amortecimento viscoso

T2 = —sen(z1) — 2

{’“ =2 . (24)

2
e a candidata Lyapunov V (z) = (1 — cos(x1)) + 2.

1. Calcule o conjunto de pontos de equilibrio (PE).
2. Investigar a estabilidade dos pontos de equilibrio pelo 1° método de Lyapunov.

3. Investigar a estabilidade dos pontos de equilibrio pelo 22 método de Lyapunov
utilizando a candidata Lyapunov dada.

4. Usar a extensao de La Salle para mostrar a estabilidade assintética da origem.
Neste ponto, definir o conjunto E e conjunto w; e plota-los em um mesmo grafico.
Plotar a fungéo de energia V() e V (x) no plano. Escolher uma condico inicial e
plotar a evolugao da trajetéria para a origem. (
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Teorema: Estabilidade global

Suponha uma fungéo escalar V' (z) com derivadas continuas tal que
1. V(z) > 0;

2. V(z) <0;

3. V(z) — oo quando ||z|| — oo.

Entéo, o ponto de equilibrio 0 é globalmente assintoticamente estavel.
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Tarefa: Ciclo limite atrativo

Considere o sistema

. (25)

&1 = z9 — a7 (] + 223 — 10)
& = 2} — 325 (z + 222 — 10)

e a candidata Lyapunov V (z) = (z} + 223 — 10).

1. Calcule o conjunto de pontos de equilibrio (PE).
2. Linearize o sistema pelo 12 método de Lyapunov e classifique os PE.

3. Calcule o conjunto E da definigao do principio da invariancia de LaSalle e mostre
que ele é um conjunto invariante.

4. Verificar que o conjunto E é invariante e caracterizar a presenca de um ciclo limite.
5. Defina o conjunto w, em torno do ciclo limite e mostre que o ciclo limite é atrativo.

6. Plotar V(z), curvas de nivel e V(z) e verificar o comportamento decrescente de
V(x) ao longo das trajetérias na vizinhanga do ciclo limite. (
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