MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia III

3a. Lista de Exercicios - 1o. semestre de 2023

1. Determine uma representacao paramétrica de cada uma das superficies abaixo e calcule sua area:

(a) S é a parte da esfera 22 + y? + 22 = 4 interior ao cone z > /2 + y2;

(b) S é a parte do cilindro 22 + 22 = 1 compreendida entre os planos y = —1 e y = 3;

(c) S é a parte do plano z = 2z + 3y que é interior ao cilindro 22 + y* = 16;

(d) S é a parte do paraboléide hiperbdlico z = y? — 22 que estd entre os cilindros 2 + y? =1 e 22 + y* = 4;
(e)
(f)

(g) S é o toro obtido pela rotacao da circunferéncia no plano zz com centro (b,0,0) e raio a < b em térno do eixo

S é a parte do cilindro 22 + 22 = a? que estd no interior do cilindro 22 + y? = a?, onde a > 0;

S é a parte da esfera z2 + y? + 22 = a? que esté no interior do cilindro 22 + y?> = ax, onde a > 0;

=

( /Cﬂ2+y2
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i). S é a parte do paraboléide z =1 — 222 — ¢? limitada pela superficie 1622 4 4y* = 1.

h) S é a parte da esfera 22 + y? + 2% = 4 com z >

Resp. (a) 47(2—V/2), (b) 8, (c) 16714, (d) T(17v17—5V/5), (e) 8a2, (f) 2a%(m —2), () 4abr?, (h) 4r(2—
(i) H(2vZ - 1).

ﬁ‘w
(=)
~—

2. Sejam 0 < a <be f:]a,b] - IR uma funcdo positiva com derivada continua. Determine equagoes paramétricas

das superficies geradas pela rotacdo da curva y = f(x ) em torno do (a) eixo-z, (b) eixo-y. Calcule a édrea da

superficie em cada caso. Resp. (a) 27 f f(2)\/1+ f'(x)%dz, (b) 27 f /14 f'(x)%dz.

3. Calcule as seguintes integrais de superficies:

a) //Sydo', onde S é a superficie dadapor z =z 4+ 9%, 0<2<1,0<y < 2;

b) //S$2 do, onde S é a esfera z2 +y% + 22 = 1;

c) //5 yzdo, onde S é a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro 2% + y? = 1;

d) //S xy do, onde S é o bordo da regido limitada pelo cilindro 22 4+ 22 = 1 e pelos planos y =0 e z + y = 2;
e) //S 2(z% 4 y?) do, onde S é o hemisfério 22 + y? 4 22 =4, 2 > 0;

f) // zyzdo, onde S é a parte da esfera 22 4+ y? + 22 = 1 interior ao cone z = /a2 + y2;

222 + 2% — 2
// 2+ 2y do, onde S é a parte de 22 +y? — 22 =1 com 1 < z < 3;
222+ 22— 1

h) // (x + 1)do, onde S é a parte de z = /22 + y? limitada por 22 + 3% = 2y.
S

Resp: (a) 13v/2/3, (b) 47/3, , (c) mv2/4, (d) (8 + v/2), (e) 16, (f) 0, (g) 8mv/2, (h) 7V2.



4. Calcule a massa das superficies sendo d(x,y, z) a densidade pontual de massa para:
a) S é a parte do plano 3z + 2y + z = 6 contida no primeiro octante e (z,y,z) = y.

)
b) S é o triangulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2) e d(x,y, z) = zz.

2 contida no semi espaco = > 0 e §(z,y,z) = 2 + 2.

222 + 3y?
V14 8z

e) S é a parte de z = In(z? + y?) limitada pelos cilindros 22 + 2 =1 e 22+ 9% =¢€?, e §(x,y,2) = 22 + 32

(
(
(c) S é a parte do paraboléide » = 4 — y? — z
(d) S é a parte de z = 22 + y? + 22y limitada por 22 + 4% =2 e 6(z,y, 2) =
(

Resp: (a) 3v/14, (b) 7v/6/24, (c) 555 (12563v/17 — 2347) (d) 57 (e) (e +4)3/2 — B2 _ [¢(42 4 4)3/24p,

5. Calcule a integral de superficie / F-Ndo para cada um dos campos de vetores Fe superficies orientadas
S

S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo de F através de S. Quando S é uma superficie fechada,

admita que S esta orientada pela normal ezterior.

(a) ﬁ(m, Yy, z) = 22yi — 3zy%j + 4y3k e S é a parte do paraboldide z = 9 — 22 — y2, com z > 0, orientada de modo
que a normal no ponto (0,0,9) é IZ;
(b) F(x,y,2) = i+ zyj + xzzk e S é a parte do plano 3z + 2y + z = 6 interior ao cilindro 22 + y% = 1, orientada
de modo que seu vetor normal é r(?n + 27 + k);
(c) F(m,y, z) = —2i—yj+ 2%k e S é a parte do cone z = \/W entre os planos z = 1 e z = 2, orientada de
modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

) Fx,y, 2 Z)=azi+yj+zkeS éaesferaa? +y?+ 22 =0;
e) (;U y, ) = —yi+2j+ 32k e S é o hemisfério z = \/m, orientada de modo que a normal no ponto

(d

(

(0,0,4) ¢

(f) F(z,y,2 ) = yi — zk e S consiste do paraboléide y=a2>+22,0<y<ledodiscox®+22<1,y=1;

() F(z,y,2) = xi + 2yj] + 32k ¢ S é o cubo de vértices (£1, 41, £1);

(h) ﬁ(x y,z) = (a:—l—y)f— (2y+1)j+ zk e S é o retangulo de vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) e (0,1, 1), orientado

de modo que sua normal N satisfaz N - ] > 0;

(i) F(z,y,2) = —yzi e S é a parte da esfera 22 4+ y2 + 22 = 4 exterior ao cilindro 22 + y? < 1, orientada de modo
que a normal no ponto (2,0,0) é i

() ﬁ(:ﬁ,y, z) = yi+ zj + xk e S é a parte da superficie z = v/4 — z limitada pela superficie cilindrica y? =
orientado de modo que sua normal N satisfaz N -7 > 0;

(k) ﬁ(ac, Y, 2) = zi+1yj — 2zk e S é a parte do cone z = \/aTy2 limitada pelo cilindro z? 4 y? = 2z, orientada

de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0.

Resp. (a) 0, (b) —37/4, (c) —737/6, (d) 1087, (e) 1287, (f) —7/2, (g) 48, (h) —1, (i) 0, (j) 128/5, (k) 32/3.

6. Calcule

a) // zzdy A dz +yzdz Adx 4+ 22 dz A dy, onde S é a semi-esfera 22 + y? + 22 = a® (a > 0), z > 0, orientada
S
segundo a normal exterior; Resp. 3mat/4.

b) // xdy Ndz +ydz Ndx + zdx N\ dy, onde S é a parte do plano = + y + z = 2 no primeiro octante, orientada
S

de modo que sua normal satisfaz N- j > 0; Resp. 4.



(c) // zdy Ndz +ydz Adx + zdx A dy, onde S é a parte do paraboléide z = 4 — 22 — y? contida no semiespaco
S

z > 2y + 1, orientada de modo que sua normal satisfaz N-k>0. Resp. 28.

7. Suponha que a superficie S seja o grafico de uma funcao f : D € IR? — IR de classe C', orientada de modo que

sua normal unitaria N tenha a terceira componente nao-negativa. Se F' = Pi + (5 + Rk é um campo de vetores

//gﬁ]\?@://ﬂ)(—]??i— gi;JrR) dady.

8. Calcule // y222dy A dz + xdz A dx + ydx A dy, onde S é a parte da superficie 22 = 22 + 2y? entre os planos
S

sobre S, mostre que

z=1e z =1y + 3, orientada com N tal que N-k<O0. Resp. 54m.

9. Calcule // e In(z +y)dy Adz + (22 4 2%)dz A dz + zdz A dy, onde S é a parte do paraboldide z = 4 — 2 — 32
S

. o . N G 7 35m

limitado pelo plano z = y + 4, orientada com N tal que N -k > 0. Resp. —9F

10. Use o teorema de Stokes para calcular / F - di em cada um dos seguintes casos:
2l
(a) F(z,y,z) = xzi + 2zyj + 3zyk e v é a fronteira da parte do plano 3x + y + z = 3 contida no primeiro octante,

orientada de modo que sua projecao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario; Resp.%.
(b) F(z,y,2) = (224 )i+ (12 +In(1+ %)) + (zy +sin 23)k e v é a fronteira do tridngulo com vértices (1,0,0),
(0,1,0) e (0,0,2), orientada de modo que sua proje¢ao no plano xy seja percorrida no sentido anti—horério;Resp.%.
(c) F(z,y,2) = (22 +sine® )i + 4zj + (5y + sin(sin 22))k e v é a a interseccio do plano z = x + 4 com o cilindro
x? + 92 = 4, orientada de modo que sua projecio no plano xy seja percorrida no sentido anti-horario; Resp.—4m.
(d) F(x,y,2) = (x4 cos(z3))i + yj + (22 — y® + 2!k e 4 é a fronteira da parte do paraboldide z = 1 — 22 — 32
contida no primeiro octante, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-
horario; Resp.—1.
(e) Fx,y,2) = (y+ 2)i + 2z + (1 + y)2)] + (x + y + 2)k e v é a intersecgio do cilindro 22 + y? = 2y com o
plano z = y, orientada de modo que sua projecao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario; Resp. 7.
(f) ﬁ(m,y,z) — yi+ zj + zk e v é a interseccao da esfera 2 + y2 + 22 = a® (a > 0) com o plano z +y + z = 0,

orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-horario. Resp. —a?7/3.

11. Calcule /17- dr, sendo:

2l
(a) T = (yz,zz 4+ 1In(1 +y*), zy) e v é a interseccio das superficies 22 + y?> = 4 e z = 2z + 3, orientada de modo

que sua projecao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario; Resp. —247.
— _y x z , . ~ «qe 2 2 .

b) v = e 7y é a interseccao do cilindro x* + y“ = 1 com o plano z + y + z = 4, orientada

(b) (x2+y2,x2+y2,1+22) ¥ c y p y :

de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido horario; Resp. —2m.

(c) ¥ = (2222 +y, 2%y?%,3222%) e v é a interseccdo das superficies z = siny + 10 e 22 4+ 3? = 16, orientada de modo

que sua projecao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horério; Resp. —167.
2

(d)T=(x—y?z—2z+ ppp— y) e v é a interseccao do paraboldide 4z = z2 4 y? com o cilindro z? + y? = 4,
siny

orientada de modo que sua projegao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario; Resp. 4.



—

e) U= (e*siny,e® cosy — z,y) e v é o bordo da superficie obtida pela rota¢ao em torno do eixo Oz do grafico de

z= y%, e <y < e?. Escolha uma orientacio para 7. Resp. 0.
(f) 7 = (cos(1 + z?), yz;—fz? + ey4, ﬁ) e v é a interseccio do cilindro 32 + 22 = 4 com o plano = = y + 2,
orientada de modo que sua projecao no plano yz seja percorrida uma vez no sentido anti-horario. Resp. 2m.
12.
(a) Calcule /(z +yH)dx + (y* + 1)dy + [In(2% + 1) + y]dz, sendo v(t) = (2cost,2sint, 10 — 2sint), t € [0, 2x].
v
Resp. 4.
(b) Seja v a curva de intersec¢ao do prisma (superficie) de faces © = 2, x = =2, y = 3, y = —3, com o plano
z = —x + 4, orientada de modo que sua projecao no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario. Calcule
—(y—1) ] x :

————\|dz + [— + z} dy + sin zdz. Resp. —24 + 2.
/7[m2+(y—1)2 2?24 (y—1)2 Y P
(c) Calcule /U.df’ onde #(z,y,2) = (xy + y)i + 2yzj + y2k e v é a interseccio do cilindro 22 + 42 = 4 com a

.
superficie z = cos(y?) + 5 orientada de modo que sua projecdao no plano zy tenha sentido anti-horario.Resp.—4m.

13. Seja v uma curva simples, fechada e plana e seja N = (a,b,c) um vetor unitdrio normal ao plano que contém

~v. Mostre que a area da regiao plana limitada por + é dada por

1

3 /(bz —cy)dz + (cx — az)dy + (ay — bx)dz,
.

com 7y orientada pela orientacao induzida de N.

14.

(a). Calcule / F . dif sendo F(z,y,2) = (2% 4 sen(z®), %, xy + ezg) e v dada pela interseccao da esfera
g

22 4+ 9% + 22 = 9 com o plano 2z — z = 0 percorrida de (0,3,0) a (0, —3,0), z > 0.

—y -
(> +92)? " (a2 +y?)*
v dada pela interseccio das superficies 22 +y?> =4, z = 5+ In(1 + y?) cuja projecdao no plano zy é percorrida

(b). Seja o campo vetorial ¥(x,y, z) = < O) + (e‘”zJL , sen (sen ¢°), In(1+ 2%)) e a curva

uma vez no sentido horario. Calcule / - dr.
¥

(c). Calcule /ﬁ - di sendo F = (=2 + y)i + ((22cos y) — y)j + (2 + 2)k e v a interseccao das superficies
g

z=+/22+2y%? e 2 =y + 1 com projecao no plano xy percorrida uma vez no sentido horério.
Resp. (a) =22, (b) =%, (c) 2.
15. Calcule // 7+ Ndo, onde ¥ = (22 + ye?, y? + ze*, 22 + xe¥) e S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro
S

197

x2 + 3% = 1 entre os planos z = 0 e z = = + 2, orientada pela normal exterior. Resp. =.

16. Calcule / / dy A dz +y2dz A dx + 22dx A dy, onde S estéd orientada pela normal exterior nos seguintes casos:

S
(a) S é a esfera z2 + % + 22 = r?;
(b) § & a fronteira da regido limitada por = =4 2 = a2 + 2 Resp. (a) 415, (b) Yz,

4



17. Seja v = %, onde 7 = xi + yj + zk. Calcule //517 Ndo, onde N é a normal unitéria exterior a S nos
seguintes casos:

(a) S é a esfera de raio a > 0 com centro na origem; Resp. 4.
(b) S é uma superficie fechada lisa por partes tal que a origem nao pertence a S nem a regido interior a S;Resp.
0.

(¢) S é uma superficie fechada lisa por partes que contém a origem em seu interior. Resp. 4m.

18. Calcule // (rot F) - NdS sendo:
S

(a) ﬁ(x, Y, 2) = yi+ zj + 2k e S a parte do paraboléide z = 9 — 22 — y2 que est4 acima do plano z = 5, orientada
pelo campo de vetores normais que aponta para cima; Resp. —4m.
(b) ﬁ(w,y, z) = (zz, z —y, 2%y) e S formada pelas 3 faces, que ndo estdo no plano zy, do tetraedro formado
pelos planos coordenados e o plano 3z + y + 3z = 6, sendo N o campo normal exterior ao tetraedro; Resp. 6.
(c) ﬁ(x, y,2) = (22, 2,y2) e S a parte do hiperboldide 22 + y? — 2? = 1 limitada por z2 + y? = 4 com normal que

aponta para o eixo z. Resp. 0.

19. Calcule o fluxo de F através de S (]\7 = normal unitédria exterior), para:

—

(a) F(z,y,2) = —z2i + (y° — yz)j + 2%k ¢ S o elipséide z—; + Z—j + i—; =1, Resp.2mabc.
(b) F(z,y,z) = (2* + ysen(z), y® + zsen(z), 3z) e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios z =
V4 —x2—9y2 2=+/1—2%2—1y2 e pelo plano z = 0. Resp. %.

(c) F(z,y,z) = _wityitek o f e g = {(z,y,2) € R?: 2®> +y? = (2 — 2)2, 0 <z <2}, sendo N o campo

/ (IQ +y2 +22)3

de vetores unitarios normais a .S tal que N.k>0 Resp.%ﬂ
(d) ﬁ(w,y,z) = i + (x — y)j%— 42k, S, onde S é a porcao do paraboléide z = z? 4+ y> — 8 abaixo do plano

z=2x+ 4y + 3 e 1 é a normal exterior ao paraboléide com itk <0 Resp. —128m.

20. Seja S uma superficie fechada lisa por partes e orientada pela normal exterior Ne seja R a regiao limitada

por S. Verifique as seguintes igualdades:

1
(a) volume de R = 3// xdy A dz + ydz A\ dz + zdx A dy.
S

(b) / / rot 7 - Ndo = 0, para qualquer campo @ de classe C' numa regido contendo S.
S

21. Calcule as seguintes integrais

22

(a) // xdy Ndz+ yzeZde ANdzx — %daj Ady, onde S é a parte de z = 2% 4 y? limitada por 22 4+ y? = 1, orientada,
com a Islormal unitdria N tal que N -k > 0; Resp. —5(e+1)
(b) // (2% + 2%)dy A dz + 2°dz A da + (ew2+y2 + 2%)dx A dy, onde S é a parte de 22 +y% 4 (2 — 1)2 = 1 interior a
2?2 = m25+ y?, orientada com a normal exterior; Resp. 7(e + %)
(c) //Sﬁ . Ndo, onde ﬁ(m,y, z) = e cos(zy2)5+ zj 4+ yk e S é a parte de 22 4+ y% = 1 limitada por z = 0 e

z =y + 3, orientada com a normal unitaria exterior; Resp. 0



d) // 22dz A dx + 22 In(2? + y?)dz A dy, onde S é a parte de 9 + 22 = 22 + 2 com 0 < z < 4, orientada com a
S

normal unitéria N tal que N - k& > 0; R. (22In5— % 1n3 —68)r

// xdy/\dz—i—ydz/\dx—i—zda:/\dy
(22 4+ y2 + 22)3/2

normal unitria N tal que N -k > 0; Resp. 27

f) //ﬁ-]\_fda, ondeF"(;r,y,z):%—i—z%eSéapartedex2+y2—22:1comOSle, orientada
S

,onde S é a parte de (2 — 3)? = 22 + y? com 0 < 2 < 3, orientada com a

com a normal unitdria N tal que N - k < 0; Resp. (V3 -1)

// xdy N dz + ydz A dx + zdx A dy
(22 + 2 + 22)3/2

, onde S ¢ o elipséide % v + i = 1, orientada com a normal unitdria

exterior. Resp. 47
22. .
. LR

(a). Calcule // F-iido, sendo que F(z,y,z) = a Q:L:i ;’ 32/J++2; Ik e S éasemi-esfera z2+y2+22=1, 2>0
T Yy z

orientada com a normal 7 tal que 7 - k> 0. Resp. 1.

2

(b). Calcule // F-NdS, onde F(x,y,z) =In(2+ cos(y + 2))i —yzj + %k e S é a parte do cilindro z? +y?> = 4
S

acima do plano z = 0 e abaixo do plano z = y 4+ 7. Considere S orientada com a normal que aponta para fora do

cilindro. Resp. —1047

wi +yj + 2k
($2+y2+22)3/2

e S a parte do cilindro 22 4+ 4% = 2 entre os planos

(c). Calcule //ﬁ - N dv sendo F(z,y,2) =
S
z=—v2e z=1+/2 com normal N tal que N(v/2,0,0) = (—1,0,0). Resp. —2v/2m

23. A integral de superficie // cos(sen(z?))dy Adz +ydz ANdx 4+ xdx Ady onde S é 224+ y? + 22 =1, com z > 0
S

e orientada com a normal exterior é

Resp. (c)

(z,9,2)

(Vx2+y? + z2)3'

de uma curva lisa e simples contida na esfera x? + 3 + 22 = 4 com ponto inicial (2,0, 0) e ponto final (1,1, ﬂ) é
a) 0 b) 1 c) w/4 d) 7/3 e) w/2

24. Considere o campo ﬁ(x, Y, z) =

O trabalho realizado para deslocar uma particula ao longo

Resp. (a)

25. A integral de linha do campo F(z,y, z) = (cos(z?), z +sen(y?), tan(z)) sobre a curva dada pela interseccao do
plano z = 2z + 7 com o paraboléide z = x? + y?, orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy é percorrida

no sentido anti-horario é

a) 0 b) 27 c) 2v/2m d) 4m e) 8m
Resp. (e)



26.

27.

Analise as seguintes afirmagoes sobre o campo F (x,y,2) = (z.9,2) :
(Va2 +y?+22)3

(1) DivF = 1.

(IT) F' é conservativo em seu dominio.

(II) A integral de superficie de F* sobre qualquer a esfera de raio a ¢ 0.

Podemos afirmar que

a) todas as afirmacoes sao verdadeiras.

b) apenas as afirmagcoes (I) e (II) sdo verdadeiras.
c) apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras.
d) apenas a afirmagao (I) é verdadeira.

e) apenas a afirmacao (II) é verdadeira.
Resp. (e)

Seja S a parte do plano z = 2z + 3 limitada pelo cilindro 22 + 32 = 1. Uma parametrizacao da superficie S é
a) £ =ucosv,y =usenv,z = 2ucosv + 3 com v € [0,27] e u € [0, 1].
b) x = cosv,y = senv,z = 2u+ 3, com v € [0,27] e u € [0, 1].
c)r=uy=v,z=2u+3comv € [-1,1]eu e [-1,1].
d) z = cosv,y =senv,z =u com v € [0,27] e u € [0,2cosv + 3].
Resp. (a)



