MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia 111
2¢ Lista de Exercicios - 12 Semestre de 2023

1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

(a) /a:ds, y(t) = (#3,1),0<t < 1. Resp. (10v/10 — 1)/54.
v

(b) /azy4 ds, v é a semi-circunferéncia z? + y? = 16, z > 0. Resp. 1638, 4.
v

(z —2y*)dy, v é o arco da pardbola y = 2% de (—2,4) a (1,1). Resp. 48.

zydx + (x — y) dy, v consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2). Resp. %7

/
/
(e) /acyzds v:x =2t y=3sent, z=3cost, 0 <t <7/2. Resp. 9v/137 /4.
.
2 ,
/xy zds, v é o segmento de reta de (1,0,1) a (0,3,6). Resp. 3v/35.
.

2. Calcule o comprimento das curvas

(a) y(t) = (a(t — sent),a(l — cost)), onde 0 <t < 2w e a > 0. Resp. 8a.
(b) v(t) = (tcost,tsent,t), onde 0 < t < /2. Resp. v2 + In(1 ++/2).
(c) (1) = (£, %2, 32) onde 0 < t < 2. Resp. /73 + ln(rjf’“ﬂ

3. (a) Determine a massa de um arame cujo formato é o da curva () = (2t,¢2,¢?), onde 0 < t < 1, e a densidade
de massa em cada ponto é 6(x,y, z) = . Resp. 2v/3 — %
(b) Um cabo delgado ¢ dobrado na forma de um semi-circulo 22 + y? = 4, x > 0. Se a densidade é §(x,y) = 22,
determine a massa e o centro de massa do cabo. Resp. 4m, (32,0).
(c) Determine a massa e o centro de massa de um fio no espago com o formato da hélice x = 2sent, y = 2 cost,
z=3t,0 <t <2m, se a densidade é uma constante k. Resp. 2v/13km, (0,0, 3m).

4. Se um cabo com densidade linear §(z,y, z) tem o formato de uma curva v em IR3, seus momentos de inércia
I, I, e I, em relacao aos eixos x, y e z, respectivamente, sao definidos por

I, = /(y2 + 22)5(x,y,z) ds; I, = /(332 + zz)é(x,y, z)ds; I, = /(a?2 + yz)é(w,y,z) ds.
v g K
Determine os momentos de inércia do cabo do Exercicio anterior.

5. Calcule /F_” - dF, onde F(z,y,2) = (22 +y)i — Tyzj + 2222k e v é a curva ligando o ponto (0,0,0) a (1,1,1)
nos seguinteg €asos:

(a) y(t) = (t,12,13). Resp. — 1.
(b) v é composta dos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,0,0), depois a (1,1,0) e depois a (1,1,1). Resp. 1.

6. Calcule / F . dF para
2l

(a) F(z,y) = yi + (22 + y2)], onde 7 é 0 arco de circunferéncia y(z) = (x, V4 — 22), ligando (—2,0) a (2,0).



Resp. 2.

(b) ﬁ(az,y, z) = 2(x + y);+ (x — y)j, onde v ¢ a elipse de equacao ﬁ—; + Z—j = 1, percorrida uma vez em sentido

anti-horario. Resp. —mab.

(c) /x3y2zdz, védadaporx=2t,y=1% z=1>0<t<1. Resp. %.
v

(d) / 22 dx — z dy + 2y dz, v consiste dos segmentos de reta de (0,0,0) a (0,1,1), de (0,1,1) a (1,2,3) e de (1,2,3)
a (1,;,4). Resp. %.
7. Calcule

(a) /l’d$ + (y + =) dy + zdz, sendo v a interseccio das superficies z = 22 + y% e z = 22 + 2y — 1, orientada de
modov que sua projecao no plano Ozy seja percorrida uma vez no sentido horario. Resp. —m.
(b) /(2y +1)dx + zdy +x dz, sendo 7 a interseccao das superficies 22 +4y> = lex? +22 =1, comy > 0, z > 0,
percovrrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (—1,0,0). Resp. —2.
(c) /ydm + zdy + x dz, sendo 7 a interseccio das superficies x +y = 2 e 22 + y% + 22 = 2(x + y), orientada de
mod(;Y que sua projecao no plano Ozz seja percorrida uma vez no sentido horério. Resp. —2mv/2.
(d) /:1: dx + (y + ) dy + z dz, sendo 7 a intersecgio das superficies 2 = zy e 22 + y? = 1, orientada de modo que

v

sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido horério. Resp. 0.

(e) / 2?dz + xdy + zdz, sendo v a interseccio das superficies z = % ez=1-— %, orientada de modo que sua
¥

projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti horario. Resp. 67

(f) / y? dx + 3z dy, sendo v a interseccao das superficies z = 22 + 32 e z = 2z + 4y, orientada de modo que sua
¥

projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti horario. Resp. 107.

(g) / zdy — xdz, sendo v a interseccao do elipséide ‘%2 + % + % = % com o plano x 4 z = 2, orientada de modo
.

que sua projecao no plano Ozy seja percorrida uma vez no sentido anti-horario. Resp. —27v/3.

8. Calcule )

(a) / 2z dx + (2% — %) dz, onde v é o arco circular dado por = = 0, y* + 22 = 4, de (0,2,0) a (0,0, 2), no sentido
ol

anti-horario. Resp. 0.
. x? + y?

, onde 7 é a circunferéncia 22 + y? = a2, percorrida uma vez no sentido horério.

Resp. 27 a?.
(c) / Vydzx + /z dy, sendo v a fronteira da regido limitada por x = 0, y = 1 e y = 22, percorrida uma vez no
v

sentido horério. Resp. —13—0.

9. Determine o trabalho realizado pelo campo de forgas ﬁ(a:, y) = zi + (y + 2); ao mover uma particula ao longo
da cicléide 7(t) = (t —sent)i + (1 — cost)j, 0 <t < 27. Resp. 272

10. Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:



(a) jl{x%y dx + 23> dy, onde v é o quadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), orientado positivamente.
g

Resp. —1/12.

(b) 7{(:6 + 2y)dx + (x — 2y) dy, onde ~y consiste do arco da parabola y = 22 de (0,0) a (1,1) e do segmento de

reta ge (1,1) a (0,0), orientada positivamente. Resp. —1/6.

(c) ]{(y + eY¥) dz + (2z + cosy?) dy, onde v é a fronteira da regido limitada pelas parabolas y = 22 e z = y2

percoZ"rida no sentido anti-horario. Resp. 1/3.

(d) j{xQ dx +y? dy, v é a curva 25 4+ % = 1, orientada no sentido anti-horério. Resp. 0.
v

(e) %xy dx 4 222 dy, ~ consiste do segmento de reta unindo (—2,0) a (2,0) e da semi-circunferéncia z2 + y% = 4,

y > (i orientada positivamente. Resp. 0.

() f 2xy dx + 2% dy, v é a cardiéide p = 1 + cos @ orientada positivamente. Resp. 0.
v

(2) f(xy + 612) dz + (z* — In(1 + y)) dy, v consiste do segmento de reta de (0,0) a (m,0) e do arco da curva
.

y = sen z, orientada positivamente. Resp. 7.
(h) ?{ﬁ -d7, onde F(z,y) = (y* — 22y)i + zy%] e 7 consiste do arco de circunferéncia 22 + y2 = 4 de (2,0) a
v

(v/2,V/2), e dos segmentos de reta de (v/2,v/2) a (0,0) e de (0,0) a (2,0). Resp. 7 + 18 (% - )

11. (a) Seja D uma regido limitada de IR? com D e 0D satisfazendo as hipéteses do Teorema de Green. Mostre
que a drea de D é
Area(D) :]4 zdy :7{ —ydx.
oD aD
(b) Usando (a) calcule a érea de

() D={(zr.y) eR*: L+ 4 <1 (i) D= {(z,9) € R?: 2%+ < a?},
Resp. (i) abr; (i) 2a’m.

(¢) Determine a drea da regido limitada pela hipocicléide dada por 7(t) = cos® ti +sen3t ], 0 < ¢ < 2.

3
Resp. .
12. Area de um poligono irreqular.
(a) Se v é o segmento de reta ligando o ponto (x1,y;) ao ponto (x2,y2), mostre que
/ﬁdy —ydxr = 11y2 — T2Y1.
¥
(b) No sentido anti-hordrio, os vértices de um poligono sao (z1,y1), (z2,92), ..., (zn,yn). Mostre que sua drea é
dada por
1
A= 5[(9013/2 —z2y1) + (T2y3 — ¥3Y2) + ... + (TN_1YN — TNYN-1) + (TNY1 — T1YN)]-

. ) ) - 9
(c) Determine a area do pentdgono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (—1,1). Resp. 3.
13. Calcule



(a) [ 2*(5ydx + Tzdy) + eYdy, sendo v a elipse 1622 + 25y* = 100, percorrida de (0, —2) a (0,2) com z > 0.

S~

Resp. €2 — 6% + %W.
3
(b) / (2ze¥ — x2y — %) dx + (x%e¥ + seny) dy, sendo v a circunferéncia 22 + y? — 2z = 0, percorrida de (0,0) a
g

3
(2,0) com y > 0. Resp. 4 — °F.
(c) [ vdr,sendo v a fronteira do retangulo [1,2] x [-1,1] e ¥(z, y) = 2arctg(¥) i+ (In(z? + y?) + 2z) 7, percorrida
Y
no sentido anti-horario.

Resp. 4.
14. (a) Calcule Varctg(¥) e Varctg().
(b) Mostre que se f1, fo, f3 : IR — IR sdo funcdes de classe C* e F = (fi(z), fo(y), f3(2)), entdo F é conservativo.

15. Calcule

x2 + y?

—ydr+xd . e e
(a) /W, onde v é a fronteira da regido limitada pelas curvas y?> = 2(z +2) e * = a, com a > 0,
¥
orientada no sentido horario; Resp. —2m.

d d
(b) / %, onde v é a curva y = 2 + 1, —1 < x < 2, percorrida do ponto (—1,2) a (2,5).
v Y

Resp. %ln %.

dr — (x—1)d
(c) / Y ( ) y’ onde 7 é a circunferéncia x? + y? = 4, orientada no sentido hordrio.
gl

RV
Resp. 2.
22y dr — 23 dy - 2
(d) /(2_1_2)2, onde 7 é a fronteira da regido R = {(z,y) € IR* : |z| < 1,|y| < 1}, orientada no sentido
v @7y
horério. Resp. .

16. Verifique que a integral /2;1: seny dr + (2 cosy — 3y?) dy, onde v é uma curva ligando (—1,0) a (5,1), é
¥
independente do caminho e calcule o seu valor. Resp. 25sen1 — 1.

17. Sejam as curvas 7, a circunferéncia 22 + y? = 1—16 percorrida no sentido anti-horario, v a circunferéncia
22 4 y? = 4, percorrida no sentido anti-horario e 3 a curva formada pela unido das trés seguintes circunferéncias:
(x—1)2 492 = % (w1242 = %, ambas percorridas no sentido horério e z? + 3% = % percorrida no sentido

anti-horario. Se [ = / Pdx + Qdy onde

Vi
1 1 1
P =—
N (A CEa e
z—1 T r+1
R A AN CEa VT
entao calcule I, I e Is. Resp. I) = 2m; Iy = 67; I3 = —27r.

18. Seja v uma curva plana simples, fechada e lisa por partes, percorrida uma vez no sentido horédrio. Dé todos

(a)/—ydx—i-xdy (b)/—ydx—i-wdy
S 22y o Ax?4+9y?

os valores possiveis para

Resp. (a) 0 ou —27; (b) 0 ou —3.



19. Determine todos os valores possiveis da integral
/(2’2) —ydx + v dy
Lo 2Py
sobre um caminho que nao passe pela origem.

20. Considere o campo F (z,y) = cxyz_"+ x6yzj, ¢ > 0, atuando sobre uma particula que se move do ponto (0,0)

até a reta x = 1 sobre a curva «, grafico da funcdo y = az®, com a > 0 e b > 0. Determine um valor de ¢ em

termos de a e de b para que o trabalho realizado por F seja nulo. Resp. ¢ = —a?b/3.

21. Calcule /F" di onde F = ( —Y + v, * —|—3x)
v

T2 + % xr2 + y-
(a) v é acurva (z —1)2 + (y — 2)% = 4, percorrlda uma vez no sentido horario. Resp. —8.
(b) v é a curva (z — 1)% + y? = 4, percorrida uma vez no sentido horario. Resp. —14m.

22. Um campo de vetores F em IR? se diz radial (ou central) se existe uma fungao g : IR — IR tal que F (z,y) =
g(|7))7, onde 7= zi +yj. Suponha que g é de classe Cl. Mostre que F é conservativo.

—

23. Em cada item abaixo, determine se F' é ou nao um campo gradiente no dominio indicado D. Em caso
afirmativo, determine um potencial de F'.

(a) F(x,y) = zi + xj, D = IR Resp. Nao.
(b) F(z,y) = (2ze + )i + (z2e¥ + x — 2y)j, D = R?; Resp. ¢(z,y) = z2e¥ + 2y — 2.
(c) F(z,y,2) = (222 + 8zy2)i 4+ (3a3y — 3ay)j — (42292 + 2232)k, D = R?; Resp. Nao.
(d) _’(x,y,z) = (x—l—z);— (y-i-Z);-F(l‘-y)E, D:]R'ga ReSP~ ¢($,y,2) = é_g—kx'z_yz‘
(e) F(z,y,2) = (ycosz+ 23)i+ (2ysenz —4)j + (3x22 4+ 2)k, D = IR?; Resp. ¢(x,y,z) = y?senz + 2% — 4y + 2z.
- —yz + xj -
(f) F(z,y,2) = Fe D =1R? - {(0,0)}; Resp. Nao.
() Flwv,2) = yjyj D=TR? ~ {(2,0) : 2 < 0};
Resp. ¢(z,y) = arctgZ.
= i +
(h) Fla,y.2) = j;é, D =R —{(0.0)}; Resp. ¢(z.y) = § In(a? + 7).

24. Prove que o trabalho realizado pelo campo F(x,y) = xi + xyj é nulo ao longo de qualquer circunferéncia com
centro no eixo das abscissas. Pode-se concluir que F' é conservativo?

25. Calcule

(a) /(—Qxy + 2?)dx + Mdy, onde 7 ¢é o grafico de y = cosx , no intervalo —5 < z < 7, percorrido no
Sentigo de x crescente. Resp. ”—;
(b) [y (;fi ) dr + (2yIn(z* + 1))dy, onde 7 é o arco da elipse 422 + y?> = 1 do ponto (0,1) ao ponto (3,0)
percorrido no sentido anti-horério. Resp. 0.

(c) / <:U2_—|—yy2> dx+ <x23€-y2 + :vy) dy onde ~y € a fronteira da regiao no plano determinada pelas desigualdades
¥

y>x—1ey?<x+1, orientada no sentido anti horario. Resp. 2m + %



d 2x + sen dx + x cos d + IQdZ onde Y ¢ a interseccao das superficies 31152 + 2 + 2’2 =1le = X, no
Y

19 octante e orientada de forma que a sua projecao no plano yz seja percorrida no sentido horario.
Resp. % (6 sen (%) — 1).

(e) / 5 -_Fy2 sdr + — f 5 5dy onde 7 ¢ a circunferéncia de centro (0, 1) e raio 3, percorrida no sentido horério.
4T Y x Y
O campo F' é conservativo? Justifique sua resposta. Resp. —mv/2.
. - _ ZL‘;—{— y; o t = 7=
26. Seja o campo F'(x,y) = — 2 &0 acurva dada por y(t) = (€', sent) para 0 <t < . Calcule [ Fdr.
2 +y .
Resp. 7.
27. Calcule as integrais
(a) /7:1:63/ dz + 27 dy sendo (t) = (¢, "), onde t € [0, 1]. Resp. 1.
ol
(b) /[ln(x +y?) — y] dz + [2yIn(z 4+ y?) — x] dy sendo v a curva (z — 2)? 4 y> = 1 com y > 0 orientada no sentido
gt
horario. Resp. 3In3 — 2.
de —xd
¢ yar—vdy sendo v a curva dada por z(t) = cos®t e y(t) = sen®t com y > 0 ligando os pontos (1,0) e
5 x4 y?
(0,1), nessa ordem. Resp. — 3.

28. Mostre que as integrais abaixo independem do caminho e calcule-as.

(a,b)
(a) / 2zy dx + (2% — y?) dy. Resp. a?b — % —2
(L1)
(a,b)
(b) / senydr + xcosydy . Resp. asenb.
(0,0)

29. Para cada campo F' encontre uma curva fechada simples «a, tal que / FdF # 0. Podemos concluir que os
[0

campos nao sao conservativos?

(a) F = (y* + 2y, 3y%). (b) F' = (e™¥,e).
30. Calcule
(3,5,0)
a yzdr + xzdy + xy dz. Resp. —2.
(a)
(1,1,2)

(b) /sen(yz) dx + 2z cos(yz) dy +xy cos(yz) dz, sendo «y a hélice z(t) = cost, y(t) = sent, z(t) =t para t € [0, 7].
2l
Resp. g sen (%)

31. Sejam um ponto A pertencente & esfera 22 + y2 + 22 = 1 e um ponto B pertencente & esfera 22 + y? + 2% = 4.

B
Calcule/ xda;—kydy—i—zdz.

. 21212 Resp. In2.

32. Se 7i(x,y) é vetor unitdrio normal ao trago da curva v em (z,y), calcule /ﬁ -1l ds sendo
¥

(a) F(z,y) = 2% + (32 — 10299)] e v a parte da circunferéncia 22 + 42 = 1 contida no primeiro quadrante, 7

normal exterior a circunferéncia. Resp. —ﬁ.
2 3 5> 32yt +2- 3 2 z 1
(b) F(x,y) = 2°y’i — ———7 e vy(t) = (¢°,sen(4 arctant®)), t € [0,1], n- j < 0. Resp. 5.

4



33. Sendo F = (2% + y? + 27)e” — cos x, 2ye®) um campo de forca conservativo, o trabalho realizado pela forga F
ao mover uma particula ao longo do caminho (t) = (¢,cost), ¢t € [0,7/4] é:

(a) W=eT41+T) 4 Y2 2

™ 7'I‘2
(b) W =e™/(3 + §5) — % —2

e7'r/2

() W=er/tm y &2 4 v2

™ 7'I'2
(@) W =43+ 55) — % ~1

WQ
(6) W=e"4(3+ 7)) — 2 +1

34. Uma lamina plana com densidade constante p(x,y) = p ocupa uma regiao do plano zy limitada por um
caminho fechado simples C'. Os momentos de inércia em relagdo aos eixos sao:

a) I, =& §,y*dx, I, = —£ §,ady
b) I, = § §,ywdx, I, =& §, x*ydy
() Lo = =5 §o y’de, Ly = =5 o 2ydy
) I = § § yady, I, = § §oa?yde
) Lo =8 $ov’de, I, =5 $oa’dy

35. Sejam f(x,y,2) = 22 + y? + 2% uma funcio escalar definida em R?® e C uma curva parametrizada dada por
= 2arctant®, y = /(t+1)(Tt+1), z = eVi= onde 0 < t < 1. Entdo o valor da integral de linha JoVf-dré

(c) fol 8 arctant® +2/(t +1)(7t + 1) + 2V =12 gy
(d) % +14v2+5(3V3—1)
(e) 1



