MAT?2455 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia 111
la. Lista de Exercicios - 1o. semestre de 2023

1. Calcule as seguintes integrais duplas:

a) //(2y2 — 32y*)dady, onde R = {(z,y): 1 <2<2,0<y <3} Resp. (a) —222.
R

b) //xsinydasdy, onde R={(z,y): 1 <x<4,0<y<
R

SIE

}. Resp. (b) £2(2 — V/3).

1
¢ dxdy, onde R = [1,2| x [0, 1]. Resp. ln—.
© [[ oty 1.2 % [0,1] e
2. Determine o volume do sélido limitado pela superficie z = z1/22 + y e os planos x =0,z =1, y = 0,
y=1lez=0. Resp. %(2\/5—1).

3. (a) Determine o volume do sélido contido no primeiro octante limitado por z = 9 — y* e pelo plano
T =2. Resp. 36.
(b) Uma piscina tem formato circular de raio 3m e profundidade variando linearmente de sul a norte,
sendo que no extremo sul é de 1m e no extremo norte é de 2m. Calcule o volume da piscina. Resp. 27”

4. Calcule as integrais iteradas

r-y r—y
// @ty ——5 dydx e // EEEnE 5 dady. Resp.%e—%.

As respostas contradizem o Teorema de Fubini? Explique.

5. Calcule as seguintes integrais duplas:

a) // rydzdy, onde D = {(z,y) : 0 <z < 1,2° <y < /z}. Resp. (a) 1—12
D

b) // (2% — 2zy)dazdy, onde D = {(z,y): 0< 2 <1,/ <y <2—2z}. Resp. (b) —%.
D

c) // eV dxdy, onde D = {(z,y) : 1 <y <2,y <z <y°}. Resp. (c) % 4 2e.
D

d) // x cosy dxdy, onde D é a regiao limitada por y =0, y = 2%, z = 1. Resp. (d) (1 —cos1)/2.
D

e) // 492 dxdy, onde D é a regido limitada por y =z — 6 e 3% = x. Resp. (e) 500.
D

f) / / xy dxdy, onde D é a regido do primeiro quadrante limitada pela circunferéncia de centro (0, 0)
D
e raio 1. Resp. (f) 2.

g) // (v*tgx +y* +4) drdy, onde D = {(z,y) : 22 + y* < 2}. Resp. (g) 8.

(h) Calcule // e’ " dxdy sendo D a regiao plana limitada por: y —x =1;y —x = 2; y = 2z e y = 3.
Resp. (h) &

6. Determine o volume do sélido S em cada um dos seguintes casos:

1



(a) S ¢é limitado superiormente pelo paraboldide z = x? + 32, inferiormente pelo plano z = 0 e sua

projecao no plano xy é a regiao limitada por y = 2 e z = y°. Resp. (a) 3%.
(b) S é limitado superiormente por z = xy, inferiormente pelo plano z = 0 e sua proje¢dao no plano xy
é o triangulo de vértices (1,1), (4,1) e (1,2). Resp. (b) 3.
(c) S é a regiao do primeiro octante limitada pelo cilindro 2% + 2?2 =9 e pelo plano

T+ 2y =2. Resp. () £(11v/5 — 27) + 2 arcsen(2).
(d) S é limitado pelos planos =0,y =0, z=0ex+y+ 2z = 1. Resp. (d) %
(e) S é a regiao do primeiro octante limitada pelo cilindro 22 + 4> = 1 e pelos planos y = 2, z = 0 e
z=0. Resp. (e) 3.
(f) S ¢ limitado pelos cilindros 2 + y? = a® e y* + 22 = a?, onde a > 0. Resp. (f) $a?.

7. Escreva as duas integrais iteradas correspondentes a integral dupla / f(z,y)dxdy, onde D é a
D

regiao do plano limitada pelas curvas y = —22 + 2 +2ex —2y+1=0.

8. Calcule as seguintes integrais, invertendo a ordem de integracao:

1 3 3 9 1 /2
a) / / ¢ drdy (b) / / y cos(x?) dxdy (c) / / cos V1 + cos? z dzdy
0 J3y 0 Jy? 0 Jarcsiny

1 1 5 1 ¥y )
d) /0 /ﬁe dydz (e) /0 /y sen(z”) dzdy.
Resp. (a) (¢ —1)/6, (b) 1sin81, (c) (2v2—1)/3, (d) s(e—1), (e) 3(1 —sin(1)).

9. Calcule as integrais:

a) // x dxdy, onde R é o disco de centro na origem e raio 5.
R

b) / / ry dxdy, onde R é a regiao do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias 2? + 3> = 4 e
R
22 + 9% = 25.

Wi

r=1.

dxdy, onde R é a regiao interior a cardioide r = 1 + sin # e exterior a circunferéncia

d) // (2% + y*) dxdy, onde D é a regido limitada pelas espirais r = 6 e r = 26, com 0 < 6 < 27.

/ / dazdy, onde D é a regiao limitada pelo semicirculo z = /4 — y? e o eixo y.

/ V(z —1)2 +y2dedy sendo D = {(z,y) : 2> +y*> < 1,y > 0}.
D

Resp. (a) zero, (b) %, (c) 2, (d) 247° (e) Z(1 —e™), (f) 1?6.
10. Esboce a curva e calcule a 4rea da regiao indicada:
(a) a regio limitada por um lago da rosicea r = cos 36 Resp. 15
(b) a regido limitada pela lemniscata r* = 4 cos 260 Resp. 4.

11. Determine o volume da regiao interior & esfera x2 +y%+ 22 = 4a? e exterior ao cilindro z? +y = 2az,
com a > 0. Resp. 16“ (r+3)



12. Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a regiao D e tem densidade 9, nos
seguintes casos:

(a) D={(z,y): —1<2<1,0<y <1} ed(x,y) = 2°
(b) D é o triangulo de vértices (0,0), (2,1), (0,3) e §(z,y) =z + y.
(c) D é a regiao do primeiro quadrante limitada pela pardbola y = 22 e a reta y = 1 e 6(x,y) = xy.
(d) D é a regiao limitada pela parabola y? =z e aretay =z — 2 e §(x,y) = 3.
(e) D=A{(z,y): 0<y<sinz,0<zx<7}ed(z,y) =y.
Resp. () 2, (0.2). (b) 6. (3,3), (0) &, (4.9 () &,

wt|oo

) (€) 5. (5 5)-

) e (d) do exercicio
(d) g0, 1260 1017
7 28 0 35

N |—=

?

13. Determine os momentos de inércia I, I, e Iy das laminas descritas nos itens (c
: 11 13
anterior. Resp. (¢) 155 760 5

14. (a) Calcule a massa de D = {(z,y) : (z — 2y + 3)* + (3x + 4y — 1)? < 100}, com fungao densidade
dz,y) = — 2y + 18. Resp. 1507.

(b) Calcule a massa de D = {(z,y) | 0 <z < 1, ¥/z <y < 1} com funcao densidade §(x,y) = e¥* + V/z2.

Resp. (e —2).

(c) Calcule o momento de inércia Iy com relagao a origem de D = {(z,y) : 2* + y* > 1, ””2 + y < 1},
onde a > 1, b > 1 e funcao densidade 6(z,y) = 1. Resp. ab(a + b2)§ - 7.

15. Calcule usando mudanca de coordenadas:
(a) // (z* — y*)sen((z + y)*) dzdy , onde D é o paralelogramo de vértice (0,0) , (3,-Z) , (3,0) e
D
2

G5 Resp. 53 (1 — cos(%2)>
(b) // cos (—Zéylx))> dydz, onde R a regidao do 1° quadrante limitada pelas retas z +y = 1 e
Y+
R
rhy=2 Resp. ‘[

16. Calcule as integrais iteradas:

1 prz py T P2 pVA—22
a) / / / ryz dzdydz (b) / / / zsiny drdzdy. Resp. (a) 75, (b) 2.
o Jo Jo o Jo Jo

17. Calcule as integrais triplas:

a) /// yzdzrdydz, onde D = {(z,y,2) : 0<2<1,0<y<2z0<z<z+2}
D

b) /// ydxdydz, onde D é a regiao abaixo do plano z = x + 2y e acima da regiao no plano zy
D

limitada pelas curvas y = 2%, y =0 e z = 1.

c) /// xy dzxdydz, onde D é o tetraedro sélido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) e (0,0, 3).
D
d) /// zdxdydz, onde D é limitada pelos planos t =0, y=0,2=0,y+z2=1ex+2=1.
D

e) /// x dvdydz, onde D é limitada pelo paraboléide z = 4y* + 422 e pelo plano x = 4.
D

3



Resp. (a)

[SHEN

» (b) 35 (0) 15> (d) 13, (e) 57

18. Determine a massa e o centro de massa do cubo @ = [0,a] x [0,a] x [0,a] cuja densidade é dada
pela fungdo 6(z,y, z) = 2% + y? + 2°. Resp. @°, (Ta/12,7a/12,7a/12).

19. Determine os momentos de inércia de um cubo de densidade constante k e aresta L se um dos seus
vértices ¢ a origem e trés de suas arestas estao sobre os eixos coordenados. Resp. [, = I, = I, = %I{;LE’.

20. Calcule as seguintes integrais:

(a) /// (332 + yz) dxdydz, onde E é a regiao limitada pelo cilindro 2? + y? = 4 e pelos planos z = —1
E

ez=2.

(b) /// ydxdydz, onde E é a regiao entre os cilindros 2% +y? = 4 e 22 4+ y? = 1, limitada pelo plano
E

xy e pelo plano z =z + 2.

(c) /// 22 dxdydz, onde E é o sélido limitado pelo cilindro 22 + y* = 1, pelo cone 2% = 42% + 442 e
E

contido no semiespaco z > 0. Resp. (a) 247, (b) 0, (c) 27/5.

21. Determine o volume da regidao R limitada pelos paraboldides z = 22 + y? e z = 36 — 322 — 3y°.
Resp.1627.

22. Determine a massa e o centro de massa do sélido S limitado pelo paraboléide z = 422 + 44* o pelo
plano z = a (a > 0), se S tem densidade constante K. Resp. mKa?/8, (0,0,2a/3).

23. Calcule as integrais:

a 2? + y? + 2%) dedydz, onde B é a bola unitaria 22 + > + 22 < 1.

(a) (z° +y Y y
B

(b) /// y* dzdydz, onde E é a parte da bola unitéria 22 + y> + 22 < 1 contida no primeiro octante.
E

(c) /// V2?2 + y? + 22 dxdydz, onde E é a regiao interior ao cone ¢ = 7/6 e a esfera p = 2.
E

Resp. (a) 47/5, (b) 7/30, (c) 47(2 — V/3).

24. Determine a massa de um hemisfério sélido H de raio a se a densidade em qualquer ponto é propor-
cional a sua distancia ao centro da base. Resp. K7a'/2, onde K é a constante de proporcionalidade.

25. Calcule o volume da regiao limitada pelo elipséide 2—2 + 7;—3 + i—; =1 Resp. %ﬂ'CLbC.
26. Calcule a integral /// xdrdydz, onde F = {(x,y, z) : %2 + % +22<1, z >0} Resp. 3.
E

27. Calcule a massa do sélido E = {(z,y,2) : 22 +y* + 22 <b* 2>a >0}, coma<bed(r,y,z) = 2.
Resp. (0% —a?)?.

28. (a) Calcule o volume da regiao acima do cone z = /22 + y? e dentro da esfera =* + y? + 2% = a?.
Resp. “%”(2 —/2)

(b) Calcule a massa da regiao acima do cone z = /22 + y2, dentro da esfera ¥ + y? + 22 = 2az, a > 0

2,2 1_ 5
com 6(x,y,z) =x°+y Resp. g5ma’.



¢) Calcule /// Va2 +y? + 22 dx dy dz, onde V o slido limitado por 22 +y?+22 = 2z, 2z = /22 + 12
v

e z=+/3(x2+1?) Resp. m
29. Calcule a massa da regiao R limitada por:

(a) z(z> +y?) =2,2=0,22+ 1y =1, 2° +y* =2, comzr > 0ey < 0e d(x,y,2) =1 Resp. ™22,
(b) 22 =22+ y* 2> +y?* —2y =0, paraxz >0 com §(x,y,2) =1 Resp. %2
(c)a: +yt=1+2222+y? =4 com d(x,y,2) = |2|; Resp. 2~
d =1+22,22+9y?> =22, paralz| <a com d(z,y,z2)=|z|; Resp. ma?.
( +y° Y , P y p
ex—+y—1—|—z ——|—£:2z2 com 0(x,y,z) =1; Resp. 8.
() 4 ' Y, ) p

() 22+ 9> =1+ 2322 +y?> =2+ 222 | para |z| < a com 6(z,y,z2) = 22 Resp. 27m(% + ).

30. (a) Calcule /// (x+y+ 2)(x+y — z)dedydz para R limitada por: x +y+z2=1,x+y+ 2z =2,
R
r+y—z=0rz+y—z2z2=2,z—y—z=lex—y—2z2=2; Resp.%

(b) Calcule a massa do sélido
R={(zx,y,2) | (x+y+2’+@+y—2’+(@—y—2°<25, z4+y+2z>0, x+y—z>0},
onde a densidade d(z,y,2)=(r+y+2)(xc+y—2) . Resp. %2

31. Calcule /// zdxdydz , onde R é limitada por:
R

@ﬁo

(a)%Q_FyI: 2 + _4+2 , para z > 0. Resp. 27m.
(b) z = /(x —1)2 —/x? +y2a? 4+ =4 Resp. 2.

32. Calcule a integral

M‘@

2

5 25—12 25—z2—y 1
dzdydzx .
/0/0 /0 I+ 4+ Y

Resp. 5 (5 — arctan(5)).

33. Use a transformacao xz = u?, y = v?, 2z = w? para calcular o volume da regido limitada pela

superficie /x + \/y + /2 = 1 e pelos planos coordenados Resp. %.

34. Calcule a massa da regiao limitada por: x? 4y +22 < r? 22+9% > %—1-22, com 6(z,y,2) = 2>+ 9%
Resp. 7r° /4.

35. Calcule a massa do sélido limitado por u? + v? + w? = 4v, u? + v? + w? = 20, com v > Vu? + w?,
sendo a densidade §(u,v,w) = u? + w?. Resp. 341

36. Calcule a massa do sélido dado por S = {(u,v,w) : v* +v* +w? > 1, u®+v*+w? < 2u} sendo a
densidade 6(u, v, w) = u. Resp. %ﬂ'.

37. Se D é a regiao limitada pelas curvas x = y> —4y —ley—ax—5=0e se

//Df<x,y>dxdy=/;/Cdﬂx,y)dxdy



entao podemos afirmar que

a)a=1,b=4c=y —4dy—1,d=y
b)a=y*—4y—1,b=y—5c=1,d
c)a=y—5b=y*—dy—1,¢c=1,d=
d)a=1,b=4,c=y—5d=y*— 4y —

Il
— s O

38. O volume do sélido limitado pelo cilindro 2(x — 1)? 4 4y? = 8 e pelo paraboldide z = 2% + y* dado

pelo valor da integral dupla:
// (z° + y?) dz dy.
D

Para o célculo dessa integral, uma mudanca de coordenadas conveniente e o respectivo Jacobiano (J)
sao

a) x = 2rcos(f) + 1, y = V2rsin(0), J = 2v/2r

b) z =2rcos(f) + 1, y = Tsi;li(e),
rcos(6) rsin(6) r
= ]-7 = T = J: =
c)x 5 7 Wi
d) z= rcos(t) +1,y=+2rsin(), J=r

V2

39. O volume da regiao limitada pelo cone z = y/x2 + 32 e pelo cilindro 2% + y*> = 2y com z > 0,2 > 0
pode ser calculado usando coordenadas cilindricas por

a b r
/ / / rdzdrdd
o Jo Jo

a)z,Qsine b) 7, 2sinf c) m, 2cosf d) T, 2cosd
2

Entao a e b sao, respectivamente,

40. O volume do sélido limitado por z =3 + 2?2 + 32 e 2 =646

a) 9% b) 97 ¢)4nv/3 d) 73



