capituLo 1

Sistemas Lineares — Matrizes

1. SISTEMAS LINEARES

Neste capftulo procederemos inicialmente a um estudo dos sistemas lineares
sobre R. Ndo nos mover4 aqui nenhuma preocupagdo de formalismo ou rigor exces-
sivos. Além disso limitar-nos-emos a ver sobre o assunto apenas o que € necessdrio
para desenvolver os capitulos posteriores. De uma maneira geral este capitulo 1
constitui apenas um pré-requisito para o restante deste livro.

Defini¢io 1 — Dados os nimeros reais a; , . .., ap, f (n = 1), @ equagdo
Qg Xy +...+anxn'=6
onde os Xx; sdo varidveis em IR, damos o nome de equagdo linear sobre R nas
incognitas xy, ..., Xp.
~ ~ e A . . . (* ~
Uma solugdo dessa equagdo é uma seqiiéncia de n nimeros reais )(nao
necessariamente distintos entre si), indicada por (b,, ..., by), tal que
albl +...+anbn =ﬁ
¢ uma frase verdadeira.

Exemplo — Dada a equagdo: 2x;, — X, + X3 = 1, a terna ordenada (1,1,0)
€ uma solugdo dessa equagdo pois 2+ 1 — 1 + 0 = 1 € verdadeira.

Definicdio 2 — Um sistema de m equacbes lineares com n incognitas
(m, n > 1)**) ¢ um conjunto de m equagdes lineares, cada uma delas com n incog-
nitas, consideradas simultaneamente. Um sistema linear se apresenta do seguinte
modo:

a5 Xy + ... +alnxn =6
S-J Olnxl +"'+°‘2n’_‘n=62

-----------------------

) Também chamada n-upla de nimeros reais.

* . . .
%) Se m =n simplesmente sistema linear de ordem n.
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Uma solugdo do sistema acima é uma n-upla (b, ..., b,) de nimeros reais
que € solu¢do de cada uma das equagdes do sistema.

Exemplo — Dado o sistema

{Zx— y+z=1
X + 2y =6

uma solugdo de S é (0, 3, 4). Notemos que essa solugdo ndo é Unica: a terna
8 11 =
(?, 5 0) também € solugio de S.

Se, no sistema S, tivermos 8, = f, = ... = B = 0, o sistema S serd homo-
géneo. A n-upla (0, 0,..., 0) é solugdo de S neste caso e por isso todo sistema
homogéneo € compativel, de acordo com a definigdo 3 a seguir. A solugdo
(0,0, ...,0)chama-se solugdo trivial do sistema homogéneo.

Definigdo 3 — Dizemos que um sistema linear S é incompativel se S nio
admite nenhuma solugdo. Um sistema linear que admite uma unica solugdo é
chamado compativel determinado. Se um sistema linear S admitir mais do que
uma solugdo entdo ele recebe o nome de compativel indeterminado.

Exemplos
1) Um sistema do tipo

ranx, o PP QinXn = Bl

ooooooooooooooooooooooo

é necessariamente incompativel: como nenhuma n-upla é solugdo da equagdo
i-6sima, entdo nenhuma n-upla é solugdo do sistema.

2) Um sistema do tipo

(X3 = By
X2 =B,
<
G xn = Bn
é compativel determinado e (8 , . .., B,) é a sua solugdo unica.



el e MG

3) O sistema

o
O\

2x — y+z2
x + 2y
8 11

é indeterminado pois, conforme vimos atrds, as ternas (0, 3, 4) e (—5-, 5 O)sao

solugdes deste sistema. Conforme veremos, existem infinitas soluges deste sistema.
Tente achar uma.

2. SISTEMAS EQUIVALENTES

Seja S um sistema linear de m equag¢Ges com n incOgnitas. Interessa-nos
considerar os sistemas que podem ser obtidos de S de uma das seguintes maneiras:

(I) Permutar duas das equagdes de S. E evidente que se S, indicar o sistema
assim obtido, entdo toda solugdo de S, € solugdo de S e vice-versa.

(II) Multiplicar uma das equagdes de S por um numero real A # 0. Indicando

Por §; o sistema assim obtido mostremos que toda solugdo de S, € solugdo de S e
vice-versa.

Devido a (I) podemos supor que a equagio multiplicada seja a primeira.
Como as demais equagdes de S e S, coincidem basta verificar nossa afirmagao
quanto 4 primeira equagdo.

Se (by, ..., by) é uma solugio de S (conforme defini¢do 2), entdo:

apby + ... + aypb, = By (1)
Multiplicando por A esta igualdade obteremos:
Aaydby + ... + Qayn)b, = A, )
0 que mostra que (by, . .., bn) é também solugdo da primeira equacgdo de S, .
Por outro lado, se (by, ..., by) ¢ solugdo de S,, entdo a igualdade (2) é
verdadeira. Dividindo (2) por X obtemos (1). Portanto (by, ..., by) pertence

ao conjunto das solugdes de S.
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(IIT) Somar a uma das equagdes do sistema uma outra equacgdo desse sistema

multiplicada por um ndmero real. Deixamos como exercicio a verificagao de que
o sistema:

assim obtido e o sistema S ou sdo ambos incompativeis ou admitem ambos as

mesmas solugdes. Sugerimos ao leitor que faga alguns casos particulares antes de
tentar o caso geral.

Definicio 4 — Dado um sistema linear S, uma qualquer das modificacdes
explicadas acima em (I), (II) e (IIT) que se faga com esse sistema recebe o nome de ope-
ragdo elementar com S. Se um sistema linear S; foi obtido de um sistema linear S
através de um namero finito de opera¢des elementares, dizemos que S; é equivalen-
teaS. Notagdo: S; ~ S. E ficil ver que para a relagdo ~ assim definida valem as
seguintes propriedades:

(@) S ~ S (reflexiva);

(b) S; ~ S ==> S ~ S, (simétrica);

(c) S ~S e S~ S =—= 8§, ~ S, (transitiva).

Convém frisar, por Gltimo, que em virtude do que jd vimos neste pardgrafo,

se S; ~ S, entdo toda solugdo de S € solugdo de S, e vice-versa. Em particular,
se S, é incompativel, 0 mesmo acontece com S.

Desta forma criamos um mecanismo extremamente util para a procura de solu-
¢Oes de um sistema linear S. Procuramos sempre encontrar um sistema linear
equivalente a S e que seja “mais simples”. Veremos um exemplo. Considere-
mos o sistema: ‘

x—-y + z=1
S: 2xXx -y + z=4
X -2y +22=0



Para estudar este sistema deve-se aplicar a ele uma série de operacges ¢je.
mentares visando fazer com que o nimero de coeficientes iniciais nulos seja mjq,
em cada equagdo (a partir da segunda) do que na precedente. Vejamos comg ge

pode fazer isso.

x— y+ z=1 x-y+z= 1 X—y+z=]
* ¥k

2Xx — y+ z=4 ~ y—-z= 2 ~ y—z=2

X—2y+2z2=0 —y+z=-1 0=1

*  Multiplicamos por — 2 a primeira equa¢do e somamos o resultado com a segunda equagdo;
multiplicamos a primeira equagdo por —1 e somamos com a terceira.

** Somamos a segunda equagdo com a terceira.

Como este ultimo sistema é incompativel, 0 mesmo acontece com o sistema §
dado inicialmente.

3. SISTEMAS ESCALONADOS

Consideremos um sistema linear de m equagdes com n incégnitas que tem
O seguinte aspecto:

S:

-------------------------

onde ayr, # 0, @z, #0, ..., akry # 0 ecada r; > 1.

Se tivermos1 <1, <1, < ... < 1y < n diremos que S é um sistema li-
near escalonado. E claro que se i, ; = 0, a Gltima equacgdo de S pode ser elimina-
da do sistema. Logo, num sistema escalonado o numero de coeficientes iniciais
nulos em cada equagdo, a partir da segunda, é maior do que na precedente.

Exemplo de sistema escalonado:

2X ~y —z—-3t=0
Z— t=
2t = 2



bt

Proposicdo 1 — Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalo-
nado.

Demonstragio — Sem perder a generalidade podemos supor:

(
X; + AppXy + ... + AinXpn = Bl

Qy1Xy + Q2 Xy +...+ QanXp = Bz

S:ﬁ

ooooooooooooooooooooooooooooo

Para cada aj; #0(1=2,3,..., m) multipliquemos por (—a;,) a primeira equagao
e somemos o resultado a equagio i-ésima. Com algumas permutagGes convenientes
de equagdes (se for o caso) obteremos um sistema S; do seguinte tipo:

rxl = +anlxr1 . +amxn = ﬁl
72flxl’l T 72nxn = le
S)Z {
L YmeXe, + o + YmnXn = fm

onde y;r, #0 e 1, = 2, que ¢ equivalente a S.

Dividindo a segunda equa¢do de S; por 7;;, obtemos um sistema S,, ainda
equivalente a S;, com o qual comegamos a repetir o raciocinio feito até aqui,
porém a partir da sua segunda equagdo. Evidentemente, depois de aplicar um
certo nimero finito de vezes esse raciocinio chegaremos a um sistema escalonado
equivalente a S. =

A importancia dos sistemas escalonados reside na Proposi¢do 1. Sendo todo
sistema equivalente a um sistema escalonado, bastard que saibamos lidar com os
sistemas escalonados e saibamos reduzir um sistema qualquer a um escalonado.

Nota: Convém observar que as equagoes do tipo 0 = 0 que por ventura
aparecerem no processo de escalonamento devem ser suprimidas, como é 6bvio.

Exemplo — Escalonemos o seguinte sistema:

—_— O =

(2x — y+z -t
J3x+2y—z+2t=
2X— y—z—- t=
L 3X + 2t =

S:




z+2x— y— t=4 rZ""2J{— Y- t=4
S —-z+3x+2y+2t=1 - S5x + y+ t=s5s
{-—z+2x— y— t=0 4x — 2y — 2t =4
L 5x +2t =1 L. 5x + 2t =1
(z+2x—- y—- t=4 (z+2x - y— t= 4
LS I RS .
x+—5—y+—5—t—‘1 X+5y+5t-— 1
~ < " 14 14 |
L 5x + 2t =1 ) - y+ t=-4
(z+2x—-y—-t=4 (z24+2x -y — t=4
Sx+y+t=35 { Sx+y+ t=S5§
\ y+t=0 y+ t=0
L y—-t=4 L —2t=4

Observe o leitor que (1, 2, 2, — 2) € atinicasolugdo de S, pois € a tinica solugdo
do sistema escalonado.

4. DISCUSSAO E RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Discutir um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a
classificd-lo segundo a definigdo 3. Resolver um sistema linear significa determinar

todas as suas solugSes. O conjunto dessas solugdes recebe o nome de conjunto
solug@o do sistema. '

Seja S um sistema linear de m equagBes com n incégnitas. Procedendo a0
escalonamento de S chegaremos a uma das trés seguintes situagdes:

(I) No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema:

oooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooo

Como 8’ é incompativel, entio o mesmo se pode dizer de S. (Ver exemplo
no pardgrafo 2).




(II) Obtém-se um sistema escalonado do seguinte tipo:

( X, + Q12Xy c R, qinXp = Bl
S'J x2+oo.+%an=Bz
\ Xp = Bn

Neste caso S’ poderd ser transformado, por equivaléncia, no seguinte sistema

( X4 =7
4 Xz =7
L Xn =7n

Logo S é compativel determinado e (v;, 73, ..., 75) € a sua solugdo.

Exemplo — Discutir e resolver o seguinte sistema:
x—-y+ z=1
Sses2x+y+2z=0
x-y+ z=1

"x—y+ z= 1 (x— y+z= 1
S ~ 9 3y ==L y-z=-1
L 2y —2z2= -2 L 3y = -2
(x-y+ z= 1 (x —y$z="1
~{ y— z=-1 ~{ y—z=-1
\ 3Z= 1 _ 1
i e
L 3

¢ 3
X —Yy = % X = 0
¥ 2 * ok 2
L -3 L 3

* Somamos a terceira equagdo a segunda.
** Somamos a segunda equagdo a primeira.




P SRR RSN

y — —

3°'3

Poderfam ter 5 chag
0a

Logo o sistema é compativel determinado e ( 2 1 )

€a sug solu;;so

Observagdo: Depois de conseguir o escalonamentq
solugdo do sistema por substituigdo do seguinte modo:

1 1 )
Comoz=§eY—Z=—1,enm°Y—§——-l.Da1y~1

3 1 = 2
\?'
Agora, se na primeira equago do sistema substituirmog Y por — 2 . ,
3 Por _
acharemos x = 0. 3>
(III) Obtém-se um sistema escalonado do tipo abaixo:
( +.oootor X, ..+ a
Xpt .+ X 1r37r3 "erp T+ Qinx, = B,
Xr, +...+a2r3x,3 L P +cxgrpxrp +"‘+°‘2nxn=ﬂz
S:< Xry t+ .+a3;px,p+. +°‘3nxn=5
\ x’P+“""°‘1>n"‘n=ﬁ
onde p < n.

E ficil entdo ir eliminando, por meio de o
em Xr, na primeira equagdo, os termos em Xy
..., 08 termos em Xep da primeira a (p
plicando a segunda equacdo por (—
eliminando o termo Qir,y Xy, .

peragdes elementares, o termo
da primeira e segunda equagdes,
— 1)-<€sima €quacdo. Por exemplo, multi.
®r,) € somando o resultado COm a primeira

Feito . isto, passamos para o

segundo membro de cada equacgdo todas as
parcelas, excegdo feita 3 primeira.

Teremos entio algo como:

(Xl =1
sz = fz
< 3
~ . op . . . 1 In.
onde cada f; é uma expressdo linear nas varigveis Xxjeomj#F1,jF1,...,) #1p

i - . ridveis
A cada seqiiéncia de valores que dermos entdo a estas n — p varidveis (2 lugdo
' . a so
livres) obteremos valores Para Xy, Xrpy ..., Xrp © consequentemente uft

: - . rdade)
do sistema. Como P < n, teremos mais do que uma solugdo (infinitas na ve
€ O sistema ¢ indeterminado neste caso.
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Exemplo — Discutir e resolver o sistemas:

X—-2y — z=1
S: ¢ 2x+ y-32=0

X —Ty = 3
x—2y—z= i x—2y—z= 1
S ~ Sy_zz_z ~ 5y—z=—2
X -2y — z= 1] X —-%z= %
1 2 - 1 y)
y_—g—z__? y——S—Z=—--?
Dai tiramos:
_ L b
X = 5+5z
2.1
y——5+sz

2

1
Logo, {( 35 + 5L —% ¥ 3L z) e A= IR} é o conjunto de todas as solugdes

2

de S (conjunto solugdo de S). Dizemos também que (i + -7-z, —-—+ lz, z

5 57. 5 5

z € IR, € a solugdo geral do sistema linear S.

RESUMO DA DISCUSSAO

A discussdo feita acima pode ser resumida do seguinte modo:

Suponhamos que um sistema tenha sido escalonado e, retiradas as equagoes

do tipo 0 = 0, restam p equagdes com n incognitas.
(I) Se a tltima das equagdes restantes €
0x; +...+0x, =8y (Bp #0)
entdo o sistema € incompativel,
Calso contrdrio, sobram duas alternativas:
(I) Se p = n o sistema é compativel determinado;
(II) Se p < n, entdo o sistema ¢é compativel indeterminado.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolver por escalonamento:
5x -2y +2z= 2
S: <3x+ y+4z=-1
4x -3y + z= 3

Solugio
y+.3x+4z=-—l y+ 3x+ 4z= -1
S~< -2y +S5x+2z= 2 ~ 11x + 10z= 0 ~
-3y+4x+ z= 3 13x + 13z = 0
y+ 3x+ 4z=-1 y+3x+4z= -1
~ 11x + 10z= 0 ~ x+ z= 0
x+ z= 0 - z= 0

De z = 0, tiramos x = 0 e daf teremos y = — 1.

Resposta: (0, — 1, 0) € a tnica solugdo; o sistema é compatfvel determinado.

2. Resolver por escalonamento:
S. {x+y+z+3t=1
X+y—-2z+2t=0
Solugdo

g X+y+ z+3t=1 X =-2+52 -y
2.z+ t=1 t= 1 -2z

Resposta: {(—2 + 5z — y,y,z,1 — 22) |y,z € R} ¢ o conjunto solugdo do sistema. O
sistema é compat{vel indeterminado, pois tem infinitas solugdes.

3. Resolver por escalonamento:
X+y+z=1
S: X-y—-—z=2
2Xx+y+z=3

Solugio
X+ y+ z=1 X+ y+ z= 1 X+y+z= 1
S~ —2)"‘22:1“‘ ' y-{-.z:.—l ~ y+z=—-1
- ¥Y-z=1 2y +2z2= -1 0= 1

Resposta: O sistema € incompativel, por causa da igualdade 0 = 1

12

3




AN

4. Resolver por escalonamento:

»x+4y+3z=l

S: <2x +S5y+4z=4

X-3y-2z2=35§

Solugio

X+4y +3z2=1 (x+4y+ 3z= 1
2 2
S~ —3y-2z2=2 ~ —_—7 = -
y Z { y+32 T
- Ty - 52=4 L ——;—z=——-23-

Da Gltima equagio tiramos z = 2, que fornece o valor y = —2 na segunda equacdo e

destes resultados obtemos X = 3 na primeira equagdo.

Resposta: O sistema é compat{vel determinado e (3, - 2, 2) € a Gnica solugdo.

. Resolver por escalonamento:

X+ y+ z= 2
X—- y—- z=-3
2x+ y+2z= 1
3x +2y+3z= 3

Solugio
X+ y+ z=2
-2y -2z2=-5
g ~ y :
-y =-3
-y = -3

_ _ 1 _ 1
Daf.y-3,z-——-2-ex- 5
1

Resposta: O sistema é compativel determinado, sendo( 5 3, - —;—) sua Gnica solugfo.

6. Resolver por escalonamento:

3x +3y -2z t= 2
S:<{5x+2y+ 2-2t= 1
2x — y+3z- t=-1

13



Solugio

- t+3x+3y-2z= 2
S~< —-2t+5x+2y+ z= 1 ~
- t+2x- y+32=-1
- - = -2
t-3x -3y +2z t-3x -3y +2z=-2
~ - XxX-4y + 5z2=-3 ~

X+4y +52= 3
- X -4y + 5z2= -3

Daf: x=-4y + 52+ 3 e t=-9y +13z +7
Resposta: {(—4y + 5z + 3,y.z, -9y + 13z + 7) | y, z € R} é o conjunto das solug3es e
portanto o sistema é compativel indeterminado.
7. Resolver o sistema homogéneo por escalonamento:
X-2y-3z2=0
S:< x+4y - z2=0
2x - y+ z=0

Solucio
Xx -3y -32=0
S~ 6y +2z=0 ~
dy+72=0
X-2y-32 =0 X-2y -3z =0
1
y+?z=0~ ' y+%z=0
3y+72 =0 6z =0

Daf: x=0,y=0ez=0.
O sistema admite somente a solugdo trivial (0, 0, 0), sendo portanto determinado.

8. Resolver o sistema homogéneo por escalonamento:
X+y+ z4t=0
S:< X+y-224t=0
2X+y+2z2-t=0

Solugio
X+y+ 2+ t=0 X+y+z+ t=0
S~ -3z =0 S y +3t=0 ~
-y -3t=0 z =

14



10.

11.

X+y+ t=0 X -2t=0
y +3t=0 ~ y +3t=0
Z =0 z =(

0 oo.njunto {(2t, - 3t,0,1) It IR} éo0 conjunto solugdo; o sistema linear é compativel inde-
terminado. Observe que o valor da incognita z é determinado, isto é, nio depende de t.

X+ y=1
S:<2x + y=2
dy=a
Solugio
x+ y=1 x+y=1
S~ - y=0 ~ y=
Jy=a 0=a
Daf, necessariamente a = 0 e o sistema S é equivalente a {x * :'! : (1)
Resposta: a = 0 e {@1, 0)} é a solugdo inica de S.
Discutir o sistema:
mx +2y= 6
S 3Xx - y=-2
x+ y= 0
Solugdo
x+ y= 0 X + y= 0 X + y=
S$~<{3x- y=-2 ~ —dy=-2 ~ 2y =
mx +2y= 6 -—(m-2y= 6 (m - 2)y
Logo,sem — 2 = — 12(istoé,m = —10) o sistema é determinado.

Sem # — 10 ele é incompativel. Para nenhum valor de m ele ¢ indeterminado.

Resolver o sistema:

x2 + y2 =34
$:1_x2+ y2 =16

. Determinar o valor de g para que o sistema linear S admita uma Gnica solugdo e determinéd-la:

15



Solucdo: Este sistema ndo ¢ linear, pois x e y aparecem em segundo grau. Mas podemos intro-

duzir as variaveis u
solugdo (inica) éu =

. u+v=34 .
x2ey = y? tomando-seentiooslstemaSem{_u+v=16 aa

9,v = 25. Dafobtemosx3 = 9ey? = 25, ouseja,x = ¢ ey = ¢ §,

Hé portanto 4 solugdes para o sistema S: (3, 5), (3, = 5), (-3, 5) e (- 3, - 5).

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Resolver os sistemas abaixo:

X+ y+ z=
a X - y+2z=
X+ 6y + 3z =

1 X+ y+z= 1
2 XX - y+z=-2
3 2y = 3

2. Determinar os valores de @ e b que tornam o sistema

Ix-Ty=a
X+ y=b

- |Sx + 3y =5a+2b
X+2y= a4+ b-1

compativel e determinado. Em seguida resolver o sistema.

3. Discutir o seguinte sistema linear (em fungdo de a):

X+ y-az=90
&+ y—-—z=2 -3

4. Demminuosvalmwdempamosquaisosistemaédeterminado:

X+2y-2z2- t= 1
2x -2y — 22 - 3t=_1
2X -2y - z- §t= 9
3X- y+ z-mt= ¢

5. Resolver os sistemas homogéneos abaixo:

X-y+ 2z -
Y{3X +y+3z+

X~y - z-5§t=90

16

t=20
el b’{“y+z+w‘t=o
X=¥Y-2+2w-t=9



S

4x+3y— z+t=0 3 +2y - 122=0
N\ x- y+22-1t=0 Dy x- y+ z2=0
2x -3y + 5z2=0

6. Mostrar que um sistema linear homogéneo de m equagdes e n incognitas é compativel indeter-
minado sen > m.

5. MATRIZES

Definicio 5 — Sejam m > 1 e n 2> 1 dois nimeros inteiros. Uma matriz
m X n real 6 uma dupla seqiiéncia de nimeros reais, distribuidos em m linhase
n colunas, formando uma tabela que se indica do seguinte modo:

a11 aiz e din
a2 an an
2m1 d4m2 4mn

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por (2j);<i<m Ou apenas
. 1I€j<n
(ajj), se ndo houver possibilidade de confusio quanto 4 variagio dos indices.

Cada ntmero que compde uma matriz chama-se termo dessa matriz. Dada a
matriz (3jj)1< i< m> 30 simbolo a;; que representa indistintamente todos os seus
1I<j<n
termos daremos o nome de termo geral dessa matriz.

Notagdes — Indicaremos por My xn (IR) o conjunto das matrizes reaism X n.
Se m = n, a0 invés de M, xq (IR), usa-se a notagdo M (IR). Cada matriz de M;, (IR)
chama-se matriz quadrada de ordem n. Em contraposi¢do, quando m # n,umama-
trizm X n se diz uma matriz retangular. Uma matriz1 x 1 (ayy) se identifica com o
ntmero real a,; .

Cada matriz costuma ser denotada por uma letra maidscula do nosso alfa-
beto.

17



Exemplo — A matriz

1 0
A= -3
0 4

é uma matriz real 3 X 2. Logo A € M;42 (R).

LINHAS E COLUNAS

Dada uma matriz:

an  ap a1
A= Q1 A a2n
dm Am2 4mn
as m seqiéncias horizontais
AW = @y, 3y, ..., ay), ooy U S i B song Hio)

s30 chamadas linhas da matriz A, enquanto que as n seqliéncias verticais

| an din
| 731 dsn
A(l) = . 5 5 A(n) = .

qm; a;nn




(GUALDADE DE MATRIZES

Consideremos duas matrizes reais m X n: A = (a5 = .
que A= B se, ¢ somente se, (ai5) ¢ B = (bjj). Dizemos

aﬂ:bl] (l= 1’2"")m; j= 1’29"'9n)'
Exemplos

1)
0 x O t -1 0 Y t= o

6. OPERACOES COM MATRIZES

(2) ADICAO

Sejam A = (au) e B= (bij)
mamos soma de A com B a matriz
au"'bu an +bn 5. am+bm

matrizeszn.lmiiwmosporA-i-Becha-
ancujotermogetaléaij+bij,ouseja

amy T bm 3m2+bmz'--- amn + Pmn

B) de matrizes do mesmO tipo na ma-

A operagdo que transforma cada par (A,
peragdo no conjunto Mm xa (R)-

wizA + B chama-se adigdo de matrizes. E uma©

121 B 0 1-2 entao

1 3 -1
-+ ——
A+B _2 5 9




Para a adigio de matrizes acima definida valem as seguintes propriedades:
A+ B+C)=(A+B)+C, VA, B, C EMpxn(R) (associativa);
(D) A+B=B+A, ¥A, BE Mnpyn(R) (comutativa);

(I1I) Existe uma matriz O € My, xn (R) talque A+ O =A,¥AEMp 4 (R)
(existe elemento neutro);

IV) Dada uma matriz A € My« (R), existe uma matriz (—A), também
m X n, tal que A + (—A) = O (existe a oposta de qualquer matriz).

A verificagio da propriedade associativa se faz assim:
Se A = (a;), B = (b;) e C = (c;), entdo
(A + B) + C = (a5 + by) + (i) = ((a + by) + ) =
= (aj + (b + ¢;)) = (g55) + (bjj + ¢5) = A + (B + C).
Quanto a (III) é fdcil ver que:

00 0
0=
00 0

Esta matriz chama-se matriz nula m X n.
Por dltimo, se A = (aj;), € evidente que (— A) = (- aj). Por exemplo, se

( 1 a —2) (—1 —a 2
A= .entio — A = 4
-2 1 0 2 -1 0

(b) MULTIPLICACAO DE UMA MATRIZ POR UM NUMERO

Dada uma matriz real A = (aj;), m x n, e dado um niimero real a, o produto
de a por A € a matriz real m x n dada por:

aaml LAY aarnn

(%) . '
Usamos nesta passagem a propriedade associativa da adi¢do de nimeros reais.
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Para essa operagio que transforma cada par (a, A) de R X My (R) na
matriz real aA € My, 5 (R), valem as seguintes propriedades:

(I) (@BA = a(BA);

(II) (@ + B)A = aA + BA;
(II1) a(A + B) = aA + aB;
(IV) 1A = A;

quaisquer que sejam as matrizes A e B e quaisquer que sejam os nimeros reais
ae f,

Provemos (II).

Suponhamos A = (aj). Entdo:
(@+p) - A=((@+p) - ay) = (- ay+p-a)=
= (a - aj) + (B - a5) = aA + BA.

1 2 1 2 4 2
Exemplo —Sea=2eA={0 1 2 ]|,entioaA=| 0 2 4
0 0 4 0O 0 8

(c) MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Consideremos a matriz A = (a;;) de tipom x n e a matrizB = (bjy) de tipo

n X p. Oproduto A - B(também indicado por AB) é amatrizm X p cujo termo geral é
dado por:

n R
Cik = Zaij'bjk=ai1 e by + ...+ ap ¢ by
j=1

Usando a notag¢do de matriz linha e a de matriz coluna a defini¢do acima significa
que

AL, By ... A, B(p)

A® . By ... A@) .B
AB= (1) (p)

Alm) B(l) Alm) B( )

(*) 0 sfmbolo T é uma letra do alfabeto grego, correspondente ao nosso S.
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peragio que transforma cada par de matrizes (A, B)
licagdo de matrizes.

ima, a0
multip

Nas condigdes ac
na matriz AB chama-s€

3 45
(2P Y) eB=[0o 00
Exemplo — Sejsm 2= \ g 1 2 1 0 1

Entdo:
2.4+1:0+0-0 2-5+1-0+0.1>

2.3+1:0+0-1
= { 0.341.042+1 0:4+1:0+2:0 0-5+1-0+2.-1

6 8 10
“l20 2/
Sejam A = (a;;), B = (bjk) e C = (ckr) matrizes reaism X n,

Proposigdo 2 —
te. Entdo A(BC) = (AB)C.

nXpepXgq respectivamen

Demonstragio — O termo geral de A(BC) é dado por:

n p
Z ajj (k bjk%) (1)
j=l 1

ao passo que o termo geral de (AB)C ¢ dado por:
n n
2. D ik | o )
k=1 j:l

As propriedades da adi¢do e da multiplicagdo de nimeros reais nos ensinam,
contudo, que (1) = (2). Ent3o a proposi¢do estd demonstrada. ®

' Proposi¢cdo 3 — Sejam A, B e C matrizes reais m X n, n X p e n X p, respec-
tivamente. Entdo A(B + C) = AB + AC. ’

Demonstragio — i ioci
. . ¢do — Usa-se 0 mesmo tipo de raciocinio da demonstragdo an-
rior. Fica como exercicio. ®

Nota: Analogament = ) ~
(A+B)C=AC°§BEf.le,seAeBsao matrizes m X n e C é n X p, enta0
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sejam:

21 0 0 0 2 32 0
A= B = e C=
1 2 1 6 4 2 010
matrizes de My 3 (R). Calcular 3(A ——;—B) +C.

Solugdo

3(A—%B)+C=3A—-§—B+C=

\
6 3 0 0 0 3 3 2 0 9 s -3
= - + = .
3 6 3 9 6 3 0 1 0 -6 1 0
2. Determinar a matriz X € M3 «3 (R) tal que -—;—(X + A)=3X + (B - A)) —C, sendo
A, B e C as matrizes do exercicio 1.

Solugdo
—;—(X+A)=3(X+(B—A))—C:>X+A=6(X+(B—A))—2C——:'>

—>X+A=6X+6B—-6A -2C—>5X=7A -6B +2C —> X=%—(7A—

— 6B + 2C). Logo
1 [f14 7 o0 0 0 12 6 4 0
X = — — + =
5 7 14 7 36 24 12 0 2 0
, n 12
1 [ 20 11 -12 LR ¢
CS\-29 -8 s/ \-20 -8
5 5

3. Determinar X e Y € My x3 (R) tais que:

. 2X - Y=A
"1 X+3y=8B

onde A e B sdo as matrizes do exercicio 1.

Solucido

O processo de escalonamento visto para sistemas lineares sobre R também ¢ vdlido neste

caso: a explicagdo tedrica, inclusive, ¢ a mesma. Entdo:
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2X- Y=A X+3Y B~{X+3Y=B
s{

X+3¥Y=8B ) 2X— Y=A - 7Y =A-2B

1 —
==5@B - A)

.—s

(3B + 2A)

Procedendo como no exercicio 1 acharemos:

-2
T
X =
1

1
7

qlw QI&

1
7

6
7

4 Dadasasmatnz&erwls,lxﬁl A=0 0 0),B

=0 1 0eC=@ o 1), deter-
minar as matrizes X, Y e Z de Mix3 (R) tais que:

2X - Y+2Z=A
S: X-2Y+2z=8B
X + Y-Z=cC

X-2Y+z=p
S ~ 2X-Y+Z=A o
X + Y—Z:C

X-2Y+ z=3
Y - Z=A_925 .~
Y ~4Z = ¢ _ 33

[ X + Z-2Y=3p
T Z+3Y=4_9 .
-4Z+7Y=C-3B

X+Z~2Y=B
—Z+3Y=A—2B
*=-4A + 5B + C.

Dadas g5 Matrizes A ¢ g abaixo, determinay 08 produtos AR ¢ BA
2 ]
A=| 0 ! :



Solugiio

2.141.0 2.0+1.1 2.1+1-.1 2 1 3
AB=|1.140.0 1.0+0.1 1.140.1 }={1 0 1
0.1+1.0 0-0+1.1 0-.1+1-.1 0 1 1
Analogamente:
2 2
BA =
1 1

. Dada uma matriz A = (aij) € Mmxn(R) denomina-se transposta de A e indica-se por
At a seguinte matriz n X m: Al = (bji), ondebji= ajj i=1,....mj=1,...,n).
Valem as seguintes relagdes:

a) (A+Bi=A"+BY

b (@A) =cA’, onde aER;

0 @AY =4

d) (AB)'=B'A";

desde que as operagdes af indicadas estejam definidas. Provemos (IV) ji que as trés pri-
meiras sdo imediatas.

Solucio

Sejam A = (ajp), A* = (bj), B = (qji) ¢ B' = (@j)-

Entdo bjj = ajj e dkj = Sjk- Supondo AB = (rjk) e BlA! = (ski), temos:

n n n

rik = Z ajjcjk = Z bjidkj = Z dijbji = ski
j=1 j=1 j=1

o que mostra que de fato (AB)t = BiAl.

. Para cada niimero real  consideremos a matriz:

cosa —sena
To =
sena  cosa

a) Mostrar que ToTg = To 4+5; b) Calcular T_,,.

Solugio

cosa —sena cosf —senp
TaTﬁ

sena  cosa senf cosf

cos(a + ) —sen(x + B)

sen(a +p) cos(a + f)



cos(—a) -sen(—a) cosa sena Tt
T = = = Ty
@ sen (—a) cos (—a) —sena Cos«
8. Uma matriz quadrada A se diz simétrica se Al = A e anti-simétrica se At = —A.
a) Mostrar que a soma de duas matrizes simétricas ¢ também simétrica. Mostre que o
mesmo vale para matrizes anti-simétricas.

b) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n é uma matriz simétrica?

Solugdo

a) Sejam A e B as matrizes. Entdo (A + B)! = A' + B! = A + B. Logo A + B ésimé
trica. Analogamente, se A e B sdo anti-simétricas, (A + B)t =Al+Bl=_A + (-B) =
= —-(A + B).

b) (AB)! = B'A! = BA, se A e B sdosimétricas. Como em geral AB # BA, entdo nem sem-
pre o produto de duas matrizes simétricas é uma matriz simétrica. Por exemplo:

I
+*

9. Determinar todas as matrizes que comutam com a matriz

11
A= ,
0 0

Ou seja, todas as matrizes X de tipo 2 X 2 tais que AX = XA.

Solugio
Xy
Suponhamos X = . Entao
z t
AX = XA <—> 1 1yfx y X y\[1l 1 e
0 0 g if z 1 0 0 < i S
0=z
Logo X S
go X = O xesy onde X e y sd0o nimeros quaisquer.

10. Dada a matriz



determinar uma matriz X € M, (IR) de maneira que AX = I, =((l) 0),

1
Solugio
X vy 2 1 X vy 1 0
Fazendo X = entao = e
z t 1 1 z t 0 1
[2x +z =1
— 2x+z 2y +t _ 1 0 — ) 2y +t=
X+2z y+t 0 1 X +z =0
" L y +t=
Resolvamos o sistema obtido por escalonamento:
X +z = X +z =0 X +z =0
y +t= y +t=1 y +t=1
2x +z = ” -z =1 N 2y +t=0 ”
2y +t=0 2y +t=0 -z =1
X +z = 0 X +2 = 0 X = 1
y +t= 1 y +t= 1 y = —
~ -t= - - z = - - z = -
-z = 1 t= 2 t= 2
Logo:
1 -1
X =
= 2.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Considere as seguintes matrizes de M3 (R):

1 0 O 4 0 0
A={0 2 0 Je B={0 2 0
0 0 4 0 0 1

Id

Mostre que AB = BA. Podese concluir dai que é vilida a propriedade comutativa da
multiplicagio em M3 (R)?

Explique bem sua resposta.
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..Se A, B € M;;(R) e se AB = BA, prove que:

) (A - B)? = A2 — 2AB + B?;
b) (A — B)A + B) = A? - B
o) (A — B)(A? + AB +B?) = A3 - B3.

_ Sendo A e B as matrizes do exercicio proposto 1, determine matrizes X, Y € M3 (R) de

maneira que:
2X-Y=A+B
X+Y=A-B

. O produto de duas matrizes anti-simétricas de mesma ordem é uma matriz anti-simétrica?

Justifique sua resposta.

. Determinar uma matriz A € M, (R) tal que A # 0 e A> = AA = 0 (matriz nula).

. Efetue os produtos AB e BA onde

2
A=|1 e B=(1 2 1)
1
. Mostrar que se:
% 2
A= ,
1 4

entio A2 — 6A + 51, = 0 (matriz nula).

8. Mostrar que as matrizes

L '<lt—-

y
onde y é um niimero real ndo nulo, verificam a equagio X2 = 2X

9. Determinar todas as matrizes quadradas de ordem 3 que comutam com a matriz:

a 1 o
0 a 1
0 0 a

onde 4 é um nimero real.



10. Se A e B sdo matrizes reais de ordem 2 que comutam com a matriz
0 1
-1 0
11. Seja B uma matriz real 2 X 2 que comuta com a matriz

1 2
A=
0 3

Mostre que existem niimeros reais a e b tais que:
B = aA + bl,.

mostre que AB = BA.

12. Se A, B € M (R) sdo tais que AB = 0 (matriz nula), pode-se concluir que BA também é
a matriz nula? Prove ou contra-exemplifique.

7. MATRIZES INVERSIVEIS

Consideraremos neste pardgrafo apenas matrizes quadradas de ordem n.
Neste caso a multiplicagdo transforma cada par de matrizes de ordem n numa
outra matriz, também de ordem n. E além das propriedades dadas pelas propo-
sigbes 2 e 3 acima (associativa e distributiva em relagdo 2 adi¢@o) a multiplicagdo,
neste caso, goza da propriedade de admitir elemento neutro que é a matriz

1 0 ... 0
U 0
0 0 1

e que evidentemente verifica as condigGes
Al = I,A = A,
para toda matriz A de ordem n. A matriz I, chama-se matriz identidade de ordem n.

Defini¢do 6 — Uma matriz A de ordem n se diz inversivel se, e somente se,
existe uma matriz B, também de ordem n, de modo que:
AB = BA = [,

Esta matriz B, caso exista, é Ginica e chama-se inversa de A, indica-se por A™*.

29



1) A matnz

¢ inversivel uma vez que, tomando

entao

1 0
0 1,

Logo adiante ensinaremos um algoritmo (processo) para determinar a inversa
de uma matriz, caso esta inversa exista.

2) Se uma linha (ou coluna) de uma matriz A é nula, entdo A ndo ¢ inver-
sivel. Suponhamos a linha i-ésima de A nula, isto ¢, AW = (0,0,...,0). Dada
entdo uma matriz X qualquer de ordem n, como

AXW = AWX =0 0 ... 0)
(ver definicdo de produto), entdo

AX={ 0 0 ... 0 }# I, para toda matriz X.

--------------

3) Se A e B sdo matrizes de ordem n, ambas inversiveis, entdio AB também
é inversivel e (AB)™! = B™! . A!,

De fato
(AB) - B - A™)=AB-B)-A'=A.1,-A ' =A. A" = I,
¢ analogamente (B™' - A™') - (AB) = I,,.

4) Se A ¢ inversivel, entdo A™' também o € e vale a seguinte igualdade:

(A1) = A,

e



DETERMINACAO DA INVERSA

Daremos aqui um algoritmo (= método) para determinar a inversa de uma
matriz A, caso A seja inversivel. Contudo s demonstragdo do teorema em que se
baseia esse método somente serd feita no Apéndice I, ao fim do capitulo.

Definigio 7 — Dada uma matriz A entendemos por operagdes elementares' "’
com as linhas de A, uma qualquer das seguintes alternativas:
(I) Permutar duas linhas de A;
(II) Multiplicar uma linha de A por um nimero # 0.

(II) Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um
nimero.

Se uma matriz B puder ser obtida de A através de um nimero finito dessas
operagles, diz-se que B é equivalente a A e escreve-se B ~ A. Para esta relagdo
valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Teorema — Uma matriz A ¢ inversivel se, e somente se, I, ~ A. Neste caso,
a mesma sucessdo de operagbes elementares que transformam A em I, transformam
I, em A°'.

Demonstragao
Estd feita no apéndice 1, ao fim do capitulo.
Exemplos
1) Verificar se a matriz
1 1 0
A=10 1 1
1 0 2

é inversivel e determinar A~!, caso esta matriz exista.

Devemos orientar nosso trabalho no sentido de transformar (se possivel) a
matriz A na matriz I;. Como essa mesma sucessdo de operagles levard I; em
A™', entdo convém reunir A e l; numa mesma matriz e operar a partir dai.

L, /1 1 0o,1 0 O L, 1 1 o; 1 0 0
Lio 1 1:0 1 0])~1, 011,01 0]~
Ly\1 0 2:0 0 ! Li=Ly—L,\0-1 2'—1 0 1

“) ta como para sistemas lineares, ver § 2.
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2) Vejamos © mesmo problems com a matriz
1
(a
2




Como a matriz A é equivalente 3 matriz

1 26
0 1 5§
0 0O

que ndo ¢ inversivel (tem uma linha nula) entdo A também ndo é inversfvel.

8. SISTEMAS DE CRAMER

Seja
raux,-l-...+amxn=b1
Xy +...+ =
§:4 31X %nXp = by

matrizes:

ay an Xy b,

b

& = 91 n X = X2 : B 2
amy 3mn Xn bm

de tipos mxn, nx1 e mx 1, respectivamente, entdo S poderd ser escrito sob
a forma matricial

AX =B
onde A recebe o nome de matriz dos coeficientes de S.

Um sistema de Cramer é um sistema linear de n equag8es com n incégnitas
cuja matriz dos coeficientes é inversivel. Se AX = B € um sistema de Cramer,

como

AX =B <——> A ' (AX) = A"'B <——> X = A"!B,
entdo esse sistema é compativel determinado e sua dnica solugdo é dada por
A~'B. Em particular um sistema quadrado e homogéneo cuja matriz dos coefi-
cientes é inversfvel s6 admite a solugdo trivial.
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Exemplo — A matriz dos coeficientes do sistema

X +y = ]
y+ z=1
X +22=0
é a matriz:
1 1 0
A=10 1 1
1 0 2

que j4 vimos ser inversivel (pardgrafo 7); j4 determinamos também

2 =2 1

3 3 3

a_f 1 2 =1

AT=l 73 7 3

-1 1 1

3 3 3

Logo:

/X 1 0
X=y J =A" 1 )= 1
z 0 0

e a solugdo do sistema é (0, 1, 0).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verificar se a matriz A abaixo € inversivel e, se o for, determinar sua inversa:

Solucgio
Utilizaremos o processo explicado no §7.
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o o - © © - |
o — O o 1_2
—_ O ..._1 - O 1“2
TR e = =

-— - - - - - —— - -

Logo A é inversivel e

Solugio

- - m wn o=

- .- -

o o —
- O
o - © N
l
- o ©

O fato de a matriz:
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AN
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0 O ™
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Y
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- o 0
(R
- e O
-0 O
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1.;8 3‘8 1“8

- G e

| —

!Ll. ™[00 ~ |00
| |
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o) Determinar se possivel X e y em IR a fim de que a matriz

VI x
¥ V2
seja ortogonal.

b) Provar que 0 produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal.

Solugdo
) [V2 X V2 oy 0
* = <——>
y J2 x 2 1
24+ x° V2y + V2x\ 0
= <
J2y + V2x y2 +2 1 '
X2+2=1 | =1
| e y2+2=1 =1

x +y=0 X+y=

Portanto o problema em M, (R) ndo admite soluges pois as equaqées xX=-1e y =-1
nio tém solugdo em R.

b) Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n. Sendo A e B inversiveis, entdo j& vimos
que AB também & inversivel e que (AB)™! = B-1A-1. Daf

(AB)! = B-1A"! = BtAt = (AB)%.

. Determinar a € IR a fim de que a matriz real

1 1 1
A= 2 1 2
1 2 a
seja inversivel em M3 (R).
Solugio
111 1 11 11 1
2 1 2 ~ 0o -1 0 w~ 0o -1 O ~
1 2 a 0 1 a-1 0 0 a-1
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1 0 1 1 0 O
0o 1 0 ~{ 0 1 O sea — 1+ 0.
0 0 a-1 o 0 1

Logo A ¢ inversivel para a # 1. S~e a= 1, entdo a matriz A € equivalente a uma matgs
com uma linha nula e portanto ndo é inversivel.

6. Resolver o seguinte sistema linear:
X+2y+ 2= 1

y +2z=-4
X+ y+ z= 2
Solucfo
Fagamos
1 2 1 X 1
A=101 2], X=ly|e B=|_4
11 1 z 2
Entiio o sist fi = .
o s ema fica AX = B. J4 vimos no exercfcio resolvido n 1, que 4 Mmatriz A ¢
-1 1 3
2 2 7
A=t 1 ¢
st 13
L 2 2 7
080 trata-se i
¢ um sistema de Cramer Cuja solugdo ¢ dady por
- 1 3
2 2 7 1
X=4A"1p -
1 0 — -4 =
R S B 2
2 2 7
1 4
) 2
1 +0 4 (-2) ~1
1 4
Ty 3 \3
Aw@%&(%_q 3 ’
’ -2~> 2 solugdp (g Sistemg,



7. Resolver .0 seguinte sistema de Cramer:
xX+y-2=0
2x +y+z=1
Ix-y+z=1

Solugfo
A matriz dos coeficientes do sistema é:
1 1 -1
A= 2 1 1
3 -1 1

que & inversfvel conforme jé vimos (exercicio resolvido 3) e sua inversa é a matriz:

|~

1

2 % 3

1 13

8 2 8

5 1 1

8 2%

Logo:

1 1 1
X 404 0 4
3 19 113 11
yIFElts 23|\ )7l ®
. s 1 1 1 3
8§ 2 8 K}

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Sejal Al uma matriz quadrada inversivel. Mostre que A~ também & inversivel ¢ que
A7) = A

2. Mostrar que a matriz real

¢é inversivel ¥a, b, c € R e que:



