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Calcule a matriz inversa

Seja a matriz

] 2
A=|05 —4 3
2 1 2
Determinar a matriz inversa (Gauss-Jordan)
—-11 -1 7
16 8 8
-1 _]15 -1 -1
A7 =% T %
17 3 -5
32 16 16-

Represente a inversa utillizando uma matriz de
numeros inteiros vezes escalar.



Calcule a matriz inversa

Seja a matriz

1 2 2]
A=105 —4 3
2 1 2.

A Inversa satisfaz: A4 1 =1,
entao X = A1
Resolver montando a matriz estendida:

A | 1]
1 2 2|1 0 0
0.5 —4 3/0 1 0
2 1 2/0 0 1
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Calcule a matriz inversa

D 2 2 1 0 0
05 —4 3 0 1 0
2 1 2 0 0 1
2 2 1 0 0
05 —4 3 0 1 0/(-05)*«L1+1L2
1 2 0 0 11 (—2)*«L1+1L3

1 2 2 1 00
0 &5 2 —05 1 0f(—g)*L2
0 -3 -2 -2 0 1

1(—2)*«L2+ L3

-
I
Ul N
—
I
Uil =
_ O O

3xL2+ L3



Calcule a matriz inversa

1 0
~ [0 1
0 O

14

4 2
5 5 5
2 1 1
"5 10 5
16 —-17 -3
-5 10 5

0

0

1_

Continuando até obter a identidade, entao fica

2

lado direito:




Utilizando Matriz Inversa na Resolucao

Sistemas de equacOes podem ser resolvidos
utiizando a matriz inversa (se existir). Observar:

Dada uma equacao matricial
AX = F
Se a matriz inversa A~1 existe, multiplica-se:
A7IAX = AYF
No lado esquerdo temos a matriz identidade:
IX=X=A1F

Entao a solucao é o produto da inversa vezes a
matriz F.



Metodos de decomposicao

Decomposicao LU
Decomposicao LDU



Meétodo de decomposicao LU

Seja a matriz estendida de um sistema linear:
2 1 3 19007

1 3 5 2400
3 2 4 2900.

Trabalhar apenas na matriz de coeficientes:
2 1 3
A=|1 3 5
3 2 4

Antes de resolver, pergunta-se:

Ja vimos que a maitriz pode ser escalonada:
gquando se escalona uma matriz o que
realmente & obtido???




Meétodo de decomposicao LU

Trabalhando apenas na matriz de coeficientes:

2 1 3
A=|1 3 5
3 2 4.
Resolve-se pelo método do escalonamento:
1 0 0] ¢ 3- 2 1 37
-1 5 7
- 1 01 3 5/=]|0 7z 3
—3 1 -1
_7 O 1_ _3 2 4‘_ _O E 7_
1 0 o112 1 3717 [2 1 37
0 1 of|0 3 3|=[0 3 3z
-1 1 -1 -6
_O 5 1_ _O E 7_ _O O T-
Pronto!!! O que pode ser extraido desse trabalho?
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Meétodo de decomposicao LU

1 0 O07¢ ; 2 1 3°
2 1 olli 5 5|=0 §
2 2 113 2 4l Jo 0 P
Isto é
1 0 0] 2 1 37
> 1 0[4=10 3 3
=< = 1 0 0 2
Mas a inversa da matriz vermelha é
"1 0 01 1 0 0]
= 1 0f |3 10
-_57 _51 1 -% % 1-




Meétodo de decomposicao LU

Portanto, tem-se uma igualdade para a matriz:

1 0 0 2 1 3
> 1 0/a=|0 5 3
=< = 1 0 0 2
Utilizando a inversa das operacoes elementares:
1 0 012 1 37
A=z 1 0[f0 3 F|=1ru
7 s o 0o 2
1 0 O 2 1 37
L:% L 0 ¢ yp=|0 % %
7 3 00 2




Meétodo de decomposicao LU

Lembrando as operacoes elementares
1 0 0]

N'
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0
1
0
0
1

'o o 1\5 o=

1 0
0
0
Observe a decomposicao:
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Meétodo de decomposicao LU

Supondo gue se precisa resolver a eqguacao

AX = F
Se a matriz fol decomposta
1T 0 07112 1 37
1 5 7
A=z 1 010 7 3|=1LU
3 1 —6
z s IO 0+
Faz-se
AX = LUX =F

Agrupa-se a matriz superior U com X: UX =Y
LY =F



Meétodo de decomposicao LU

Observar que se resolve facilmente a equacao

LY =F
Pois esta escalonada:
} 0 0 } 0 0]y, 5
2 L Oly=[z 1 Yf»l=F=]o0
3 1 3 1
z 5 1 1z 5 U5 3
A solucao é
V1 2
}’2 — —11
Y3l |5




Meétodo de decomposicao LU

Depois se resolve a equacao:
UX =Y

Onde a matriz e escalonada entao
X1 2 ]
X l=1—1
X3

ui| =

Facilmente se resolve pelas ultlmas iIncognitas:

—6 —1
a3 =D A3 =2

Substituindo encontra-se x, = = e depois x; = :.

lxl 1[8]
X2 —|1—-1
6 1

X3

1 1
I |I
I




Meéetodo de decomposicao LDU

A matriz original A fol decomposta em duas
escalonadas (no formato A = LU):

- : 0 012 1 3

A B 0 5 7
A=11 3 5|=]2 2 2

3 2 41 |32 0 0 2

Mas, é possivel conseguir unidades na diagonal

de U a fim de ter uma-estrutura similar a L. ?7?
3-




Meéetodo de decomposicao LDU

Observar que os valores da diagonal de U
podem ser extraidos e construir uma matriz
superior com unidades na diagonal:

2 1 31 20 01 - -
5 7 5 ]
v=|0 7 3[=[9 3 OJlo 1 2
—6 —6
0 0 =5 [0 o =¢jlo 0 1
Observar
2 1 37 2 0 0 %%
5 7 5
0z 2|=|Y 2 0 1 ?
0 0 =6 0 =6 >
I 5 s1L0 0 1.




Meéetodo de decomposicao LDU

Portanto, a matriz de coeficientes se representa
como um produto de trés matrizes especiais:

A=LU=LDU
1 0 012 0 07[1 % 3
A=%100§00i§=LDU
2 lo oo 2l o g

NOTA: Tanto a matriz inferior como a matriz
superior tem unidades na diagonal, assim 0s
valores da diagonal foram separados.



Decomposicao LDU

Resolva a equacao matricial utilizando LDU:

AX = F
2 1 3 2]
1 3 5|X=]|0
3 2 4 3.

A decomposicao ja € conhecida, entao

071

1 0 13 -
1 5 2 2

3 1 -6

z 5 U0 0 Fllo o 1l 1



Decomposicao LDU

Processo de resolugao:
AX=F=LDUX =F

SA&o realizadas varias mudancas de variaveis:

Primeira: UX =Y

Deve-se resolver: AX = F = LDY = F

Segunda: DY =7

Deve-se resolver o sistema: LZ =F

_ O O_ _Zl_ _2_ _Zl_ _ 2 _
L Oflzyl =lol = |z =|-1
% 1ft%s1 131 L1431 | % _

I




Decomposicao LDU

Agora se resolve:

DY =7
2 (5) 0 V1] 2 (V1]
0 7 Olly:|= —11 = | V2| =
0 0 Pl [s] s

Por ultimo, se resolve:

UX =Y
-1 % % xl_ -_12_ x1
0 1 % Xol =15 | = |X2] =
o o ubsl |F] s

1 1
| | |
of L oy

I 1
I |I
AL Lo



Nao vale para qualgquer operacao
elementar!!!

Seja a matriz estendida de um sistema linear:
2 1 3 19007

1 3 5 2400
3 2 4 2900.

Pelo método do escalonamento, fol resolvido

realizando o0s seguintes passos:
0 1 0112 1 3 19001 [1 3 5 2400
1 0 0]]11 3 5 2400|=12 1 3 1900
0 0 113 2 4 29001 13 2 4 2900
1 0 OJ1 3 5 24001 1 3 5 2400 ]
-2 1 0ff2 1 3 1900|=]0 -5 =7 —=2900
L0 0 113 2 4 29000 L3 2 4 2900




Nao vale para qualquer operacao

elementar!!!
Continuando:
1 0 O0J[1 3 5 2400 1 3 5 2400
0 —1 0||l0 =5 =7 =2900|=|0 5 7 2900
0 o 1_3 2 4 29001 13 2 4 2900

1 3 5 2400 1 3 5 2400
[ ”0 5 7 2900] [o 5 7 2900]
3 0 1

3 2 4 2900 0 -7 —-11 -4300

2400 1 3 5 2400
2900 | =(0 5 7 2900
O O —1 O —7 —11 —4300 0 7 11 4300

AQui ja se consegue escalonatr:

1 0 0l;f1 3 5 24007 [1 3 5 2400
o1 0ffo s 7 2900 | =0 5 7 2900
0 = 1jlo -7 -11 —4300f |0 0 g 240




Nao vale para qualquer operacao

elementar!!!
Para entender melhor, sé matriz de coeficientes
0 1 O0][2 1 31 [1 3 5]
1 0 O||t 3 5[=]2 1 3
0 0 113 2 41 13 2 4.
"1 0 0][1 3 5] [1 3 5]
—2 1 0ll2 1 3|=|0 -5 -7
_ 0 1113 2 41 3 2 4.
O 1 0112 1 3] 1 3 5
l 2 1 O] Il 0 0] ll 3 5 =[0 -5 —7]
0O 1113 2 4 3 2 4
Juntando as duas operacoes elementares:
0 1 012 1 31 [1 3 57
1 =2 0||1 3 5/=|0 -5 =7
0o o0 1413 2 41 3 2 4.




Nao vale para qualquer operacao

elementar!!!
Continuando, sempre desde a matriz original:
0 1 0][2 1 31 [1 3 5]
1 -2 0|1 3 5/=|0 =5 =7
0 0 1l3 2 41 13 2 4.
1 0 0] 3 571 [1 3 5
0 —1 o0ffo0 -5 —-7({=|0 5 7
0 0 13 2 41 13 2 4
Substituindo
1 0 O][0 1 0]f2 1 3] [1 3 5
[O —1 0”1 —2 OHl 3 5]=l0 5 7]
0o 0o 1llo o 113 2 4] 13 2 4
"0 1 0][2 1 3] [1 3 5]
-1 2 0ff1 3 5/=|0 5 7
0 0 113 2 41 3 2 4




Nao vale para qualquer operacao
elementar!!!

Continuando, sempre desde a matriz original:

"0 1 0][2 1 31 [1 3 5
-1 2 0||1 3 5[=|0 5 7
0 o0 113 2 41 3 2 4]
1 o O][L 3 51 [1 3 5
[ ]0 5 7Ho 5 7]
3 o il 2 4l lo -7 -1
1 02 1 3 1 3 5
[ ” : 0”1 : SHO 5 7]
3 O 1 0 1113 2 4 o -7 -11
Novamente juntando como operacdo elementar
0 1 0][2 1 3] [1 3 5
1 2 o] 1 3 5/=l0 5 7
0o -3 1z 2 4 lo -7 -11




Nao vale para qualquer operacao
elementar!!!

Continuando, sempre desde a matriz original:

'0 1 0 2 1 3 1 3 5

1 3 5] I

0 —3 1113 2 4 0 -7 -—11.

1 0 0 1 3 5°

0 1 O][ ] lO 5 7

0 0 -1 —7 —11 0 7 11.
1 0 O 0 2 1 3 1 3 5
0 1 0 [1 3 5 0 5 7]
0 0 -1 0 —3 1113 2 4 0 7 11

Tambem fazendo uma operacao elementar

0 1 07112 1 31 [1 3 5°
-1 2 0|1 3 5(=]0 5 7
L0 3 1113 2 41 10 7 11




Nao vale para qualquer operacao

elementar!!!

S

1 3

5

0

—

N N On

—lN NOINMNM LN o NN

7350_100_350

O_—1 O O ]

2 1 3]

5

3

<+ | —
Tl S

QTN Fo TN

1 0]

0
—1

Continuando, sempre desde a matriz original:
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Nao vale para qualquer operacao
elementar!!!

Chegou-se na matriz superior:

0 1 O]z 1 31 [1 3 5
-1 2 01|11 3 5|{=(0 5 7
¢ sz 113 2 4 0o 0 g
A Inversa da matriz vermelha é
‘0 1 0] [2 -1 o0
-1 2 0 =11 O 0
i 7o
Obteve-se uma matriz superior mas a outra nao é L.
2 1 31 [2 -1 O0][]1 3 5
1 3 5/=(1 O 0110 5 7
3 2 4 |3 F -1]]0 0 ¢




Técnica para o método Gauss-Jordan

O passo a passo para aplicar o
Método de Gauss-Jordan
No calculo da inversa de uma matriz



Calcule a matriz inversa

Dada uma equacdao matricial, construir a matriz
estendida correspondente:

1 2 2 1 0 0
05 —4 3 0 1 O
| 2 1 2 0 0 1

Aplicar o método de Gauss-Jordan implica em
escolher um pivo em alguma linha e coluna e com
ele zerar as outras entradas nessa coluna. Procure

o pivo mais simples e de preferéncia faca unidade.

D 2 2 1 0 0
6 —4 3 0 1 0
X 1 2 0 0 1.




Calcule a matriz inversa

O pivo so pode ser escolhido entre os elementos
da matriz de coeficientes. Se n é a ordem da matriz
de coeficientes, entdo Identifigue n operacoes
elementares ao maximo, por passo. A primeira
para fazer unidade o pivo (se precisar), e outras
(n-1) operacoes elementares para zerar as outras
entradas na coluna do pivo:

D
0.5
2

2
—4
1

DN W I

O O

O = O

0 (1) = L1
0[(—0.5) L1+ L2
11 (=2)*L1+ L3
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Calcule a matriz inversa

D 2 2 1 0 0
05 —4 3 0 1 0
2 1 2 0 0 1
2 2 1 0 0
05 —4 3 0 1 0/(-05)*«L1+1L2
1 2 0 0 11 (—2)*«L1+1L3

1 2 2 1 00
0 &5 2 —05 1 0f(—g)*L2
0 -3 -2 -2 0 1

1(—2)*«L2+ L3

-
I
Ul N
—
I
Uil =
_ O O

3xL2+ L3



Calcule a matriz inversa

] 14 4 2

105 5 5 O2«L2+11
N 2 1 1
~f01 5 5 =5 0




