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Operacoes elementares

Em conclusao:

a) Na matriz estendida a troca de linhas é

multiplicar com uma matriz adequada de uns:
(2x+y+3z=1900 2 1 3!1900
x+3y+52=2400 < [1 3 512400
3x+2y+4z=12900 I3 2 4 2900

A

0 1 072 1 3 19001 [1 3 5 2400
1 0 0]]11 3 5 2400|=12 1 3 1900
3 2 4 2900.

o o 13 2 4 2900.

(x+3y+5z=2400 [1 3 52400
! 2x+y+32=1900 |2 1 3!1900
3x+2y+4z=12900 [3 2 412900




Operacoes elementares

Agora a segunda operacao sobre o sistema:

b) Multiplicar uma linha vezes um numero:
(x+3y+5z=2400 [1 3 5 !2400
! 2x+y+32=1900 & |2 1 311900
3x+2y+4z=2900 13 2 412900

—2 0 OJ[1 3 5 2400] [-2 -6 —10 —4800
[o 1 0f|2 1 3 19oo=[2 1 3 1900
0o o 113 2 4 2900 3 2 4 2900

Tem-se o sistema de equacoes:

(—2x — 6y — 10z =—-4800 [-2 —6 —10| —4800
! 2x+y+3z=1900 |2 1 3 1 1900
| 3x+ 2y + 4z =2900 '3 2 4 1 2900




Operacoes elementares

Agora a terceira operacao que zera coeficientes,
mais ainda, sem modificar a primeira equacao:

c) Multiplicar uma linha vezes um numero e
somar o resultado sobre outra linha:

( x + 3y + 5z = 2400
2x +y+3z=1900 &

3x + 2y + 4z = 2900

1 0 O

[—2 1 O [2 1 3 1900
O O 1113 2 4 2900

( x+3y+ 5z = 2400

{0x —5y—7z=-2900 &

_3x + 2y + 4z = 2900

S

1 3 5 2400]

1

0

3

1
2
3
1
0
3

3 512400

1 311900

2 412900

3 5 2400
-5 =7 -=2900

2 2} 2900

3 5 1 2400°
-5 —7 1—2900
2 4 ' 2900 .




Operacoes elementares

As operacOes elementares, realizadas via
multiplicacobes com matrizes bem definidas
permitem:

a) Permutar a linha i e a linha j de uma matriz,

b) Multiplicar uma linha i vezes um escalar nao nulo,
modificando os valores da linha i de uma matriz,

c) Multiplicar uma linha i vezes um escalar nao nulo, e
somar sobre a linha j, modificando a linha j da
matriz.

Funciona com matriz qualquer, nao apenas para
matrizes estendidas.



Operacoes elementares

a) Troca de linhas, (permutando todas as linhas)
0 1 01 3 5] [2 1 3]
0 0 1f|2 1 3|=1|3 2 4
1 0 o0lL3 2 41 11 3 5l
b) Multiplicar uma linha vezes um escalar,
1 0 O71 3 51 [1 3 5]
0 3 0}|2 1 3|=16 3 9
0 0 -—-2113 2 41 1-6 -4 -—8.
c) Multiplicar uma linha vezes um escalar e o
resultado somar sobre uma outra linha.
1 0 O0]f1 3 51 [1 3 5 ]
0 1 012 1 3|=[2 1 3
-3 0 113 2 41 10 -7 -—11.




Sistema linear aresolver

Voltando ao exemplo do sistema linear da aula
anterior. Lembrar que existe uma equacao

matricial equivalente ao sistema linear da forma:
AX=F

2 1 317 (19001 ( 2x+y+3z=1900
1 3 5 H = 12400| & { x + 3y + 5z = 2400
3 2 4llzl 129001 (3x+ 2y +4z=2900

A matriz estendida tem a esséncia do sistema:
(2x +y + 3z = 1900 2 1 3 1900
s x+3y+52=2400 |1 3 5 2400
3x+2y+4z=2900 [3 2 4 2900




Método do escalonamento

Lembrar que para resolver o sistema, foram

eliminadas incognitas. E obteve-se:

(2x+y+32=1900 ( x +3y+ 5z = 2400
{ x+3y+5z2=2400 &<{0x+5y+ 7z = 2900
3x + 2y +4z = 2900 Ox + 0y + 1.2z = 240

Esse sistema tem a seguinte matriz estendida

( x+ 3y + 5z = 2400 1 3 5 2400
lox+5y+72=2900 |0 5 7 2900
0x+0y+12z=240 lo 0 1.2 240

Existe relacao entre a matriz estendida do
sistema original e a ultima matriz escalonada?




Método do escalonamento

Como chegar da primeira para segunda matriz?
2 1 3 1900 1 3 5 2400]

1 3 5 2400(????|0 5 7 2900
3 2 4 2900. 0 0 1.2 240.

Pretende-se trabalhar com a matriz estendida e
operacoes elementares, para obter uma matriz
escalonada equivalente. Sendo matrizes
equivalentes os sistemas de equacoes lineares
correspondentes terao a mesma solucao.

'500]
No caso a solucao sera a matriz X = [300].
1200




Método do escalonamento

Seja a matriz estendida
2 1 3 19007

1 3 5 2400
3 2 4 2900.

Permuta-se a primeira e segunda linhas:
0 1 O0Jf[2 1 3 19001 [1 3 5 2400

1 0 0]]11 3 5 2400|=12 1 3 1900
0 0 113 2 4 29001 L3 2 4 2900

Sem considerar o produto tem-se equivaléncia:
2 1 3 190017 [1 3 5 2400]

1 3 5 2400(=12 1 3 1900
3 2 4 29001 13 2 4 2900.




Método do escalonamento

2
1

1
3

3 1900
5 2400

2

1
2

3 5 2400
1 3 1900

3 2 4 2900

3 2 4 2900

Multiplica-se a primeira linha vezes (=2) e

soma-se sobre a segunda linha (primeiro zero):
"1 0 0]f1 3 5 2400] [1 3 5 2400]
-2 1 0ff2 1 3 1900|=]0 -5 -7 —2900
0 0 1113 2 4 29001 [3 2 4 2900
Multiplica-se vezes (—1) na segunda linha
(evitar sinal negativo):
1 0 OJ][r 3 5 24007 [1 3 5 2400]
0 —1 0f{0 =5 =7 —=2900 0 5 7 2900
0 0 113 2 4 29001 3 2 4 2900




Método do escalonamento

Considerando apenas as equivaléncia tem-se:
2 1 3 1900] [1 3 5 2400]

1 3 5 2400|=12 1 3 1900|=

3 2 4 29001 13 2 4 2900.
1 3 5 24001 [1 3 5 2400

0 -5 =7 -=2900{=1]0 5 7 2900
3 2 4 29001 13 2 4 2900

Agora multiplica-se a primeira linha vezes (-3) e

soma-se na terceira linha(zera outro coeficiente)
1 3 5 2400

~|0 5 7 2900
0 -7 —-11 —4300

Multiplica-se a terceira linha para trocar o sinal.

Q




Método do escalonamento

1 3 5 2400]
~|0 5 7 2900
0 7 11 4300.

Multiplica-se a segunda linha vezes (—) e
soma-se sobre a terceira linha (zera o 7):

1 3 5 2400
~[0 5 7 2900
0 0 11-% 4300—2%>
1 3 5 2400 1 3 5 2400
~|0 5 7 2900 ~|10 5 7 92900
0 0 2-% 4300-4060| |0 0 2 240

| a matriz fol escalonadal!!




Método do escalonamento

( x + 3y + 5z = 2400

1 3 5 2400
{0x+5y+7z=2900~[0 5 7 2900
0x+0y+12z=240 [0 0 2 240

Agora pode ser resolvido a partir da ultima
iIncognita até a primeira incognita.

Nota: observar que pode ser simplificada ainda

a matriz estendida, multiplicando a terceira linha
vezes (2):

1 3 5 2400| 1 3 5 2400
0 5 7 2900 |=|o0 5 7 2900
0 0 ¢ 240)| lo o 1 200.




Método do escalonamento

Obter unidade na diagonal coloca em
evidéncia os valores das incognitas. Assim,

desde a matriz estendida ja se conhece z:
1 3 5 2400

~[0 5 7 2900
0 0 1 200

Logo z = 200.

Observando com cuidado, seria facil zerar a
posicao que esta com 7 na segunda linha,
assim ficaria evidente o valor de y.



Método do escalonamento

1 3 5 2400]
0 5 7 2900
0 0 1 200/
Multiplica-se vezes —7 a terceira linha e soma-

se sobre a segunda linha:
1 3 5 2400]

~|0 5 0 1500
0 0 1 200

Multiplica-se vezes ; a segunda linha:
‘1 3 5 2400]
~|0 1 0 300

0 0 1 200/

Ficaram evidentes as incognitas z e y.

2




Método do escalonamento

Agora, é facil multiplicar vezes -3 a segunda
linha e somar sobre a primeira linha:
1 3 5 24001 [1 O 5 15007

0 1 0 300 0 1 0 300
0 0 1 2001 10 O 1 200.

Por dltimo, multiplica-se vezes (-5) a terceira

linha e somar sobre a primeira linha:
1 0 0 500
~|0 1 0 300
0 0 1 200.
5007 (x =500 500
300 < 4y =300 < X =300
2001 |z =200 1200

Q

o O
o = O
_ O O




Método de Gauss-Jordan

O meétodo de Gauss-Jordan aplica o metodo do
escalonamento procurando deixar unidades na
diagonal e zeros em todas as entradas fora da
diagonal na matriz de coeficientes de uma
matriz estendida.

A partir da ultima matriz estendida (a mais
simples) sempre podera ser deduzida a solucao.

Solucao unica, infinitas solucdes ou nao existe!
2 1 3 19007 [1 0 0 500
1 3 5 2400(=]|0 1 0 300
3 2 4 29001 10 0 1 200.




Método de Gauss-Jordan

O meétodo de Gauss-Jordan, quando aplicado
adequadamente, procura escolher um ‘Qivé} em
cada linha (podera ser a unidade da linha) e
zerar todas as entradas da coluna na qual esta
0 pivo. Observe o0 processo para o exemplo:

2 1 3 1900 0 -5 —=7 —=29001(—-2)*L2+1L1
3 5 2400| = 3 5 2400
3 0

2 4 2900 —7 —11 —4300](=3)*L2 + L3
1 i 7 i
0 -5 -7 —2900](=g)*L1 o @ I 580
1 3 5 2400 ~|1 3 © 2400
0 -7 —-11 -4300J(—1)+13 |0 7 11 4300




Método de Gauss-Jordan

O método de Gauss-Jordan, zera as entradas
nao nulas da segunda coluna:

_ _ 7 -
0 D I 580 0@ 5 sg0
1 3 5 2400[(—=3)*L1+L2=~[1 0 % 660

0 7 11 4300 (=7)*L1+ L3 0 0 g 240_

O ultimo pivo s6 tem uma escolha:
0

1 5 580 0 1 I 580
5
10%6605 ~[1 0 £ 660
_002240()L3 o o0 @ 200
0 1 % sg0](-g)*L3+L1 [0 1 0 300
1 0 % 660[(-2)« L3+L2~[1 0 0 500]
o o0 1 200 0 0 1 200




Método de Gauss-Jordan

Com o meétodo de Gauss-Jordan, obteve-se
uma matriz equivalente (numero finito de
operacoes elementares) com um numero 1 em
cada linha e cada coluna. Obviamente o sistema

fol resolvido.

0 D 0 300
D 0 0 500
0 0 @ 200.

Em outras palavras existe um pivO em cada
linha e cada coluna. Se quiser, pode expressar
como uma matriz identidade, trocando linhas e
0s valores das incognitas estarao na ordem.

2




Método de Gauss-Jordan

Aparece a solucao evidente:

0 0 500]

~[0 @ 0 300

0 0 @ 200

Essa matriz estendida significa:

1 0 O]rx '500]
0 1 0 [y] = 1300
0 0 11tz 1200.

X 500]
v= |- [
Z

1200.




Resumo: Méetodo de Gauss-Jordan

Em resumo, partiu-se de uma maitriz estendida,
e via operacoes elementares, chegou-se a uma
outra matriz estendida muito simples:

2 1 3 1900 1 0 0 500
1 3 5 2400|=|0 1 0 300
3 2 4 2900 0 0 1 200

Realmente é assim

2 1 3 1900 0
|Operacoes elementares||1 3 5 2400 =(0 1 0
Q O




Resumo: Méetodo de Gauss-Jordan

O que fez realmente o0 método Gauss-Jordan?
Levou a matriz estendida:
A | F]
Aplicando operacoes elementares:
|Operacoes elementares|[A | F]

Em uma matriz estendida com a identidade na
matriz da esquerda:

I | X]
Assim, na matriz da direita aparece evidente a
matriz incognita.



Analise: Método de Gauss-Jordan

Se nao for possivel chegar na identidade, deve

ser analisada a expressao resultante:
1 2 0 500
0 0 0 300
0 0 1 200.

Na expressao anterior nao existe solucao, existe

uma Inconsisténcia:
0 = 300

Pela segunda linha da matriz estendida.
FALSO.




Analise: Método de Gauss-Jordan

O que pode-se falar da matriz de coeficientes:
1 2 0 500]

0O 0 0 300
0 0 1 200.

Observar que a matriz da esquerda, apos
aplicar operacoes elementares, tem uma linha

nula, Isso significa que a matriz tem
Nulidade =1
Posto = 2.




Analise: Método de Gauss-Jordan

Agora se a expressao resultante for:
1 2 0 500

0 0 0 O
0 0 1 200
Significaria que existem Infinitas solucoes, dado

gue na segunda linha ha uma verdade evidente:
0=0
Agora pela terceira linha
z =200

Pela segunda linha, existem diversas alternativas:
x + 2y = 500.




Método de Gauss-Jordan

Quando se tem varias equacoes matriciais com
a mesma matriz de coeficientes, pode-se
resolver simultaneamente:

AX,=F, AX,=F, AX;=F,

Tem-se as matrizes estendidas:
A | F] [A | F] [A | F]

Que podem ser colocadas em uma matriz:
A | Fr | F | F3



Método de Gauss-Jordan

A | B | F | F]

Aplicando as mesmas operacoes elementares:
[Operacoes elementares][A | F, | F, | F5]

Pelo método de Gauss-Jordan obtém-se:
I | Xy | X | X3]

Resolvidas simultaneamente todas as matrizes
Incognitas.



Calculo de matriz inversa

Dada uma matriz A € M, »,,, define-se a matriz
inversaA e M, ..., se
AA ' =A"TA=1€ M,

Nao toda matriz tem inversa.
I € a matriz identidade de ordem n.

Pode-se utllizar Gauss-Jordan para encontrar
uma maitriz inversa??? SIM. Lela a equacao
acima como uma equacao matricial:



Calculo de matriz inversa

Dada uma matriz A € M,,,,. Supondo que nao
se conhece a inversa, entao € uma incognita:

Encontrar a matriz inversa X = A1 € M, sn,

tal que

AA 1 =]
Ou melhor

AX =1

Para aplicar Gauss-Jordan, monta-se a matriz

estendida:
A | I}



Calculo de matriz inversa

Aplicar Gauss-Jordan, significa utilizar um
numero finito de operacdes elementares para
obter a matriz identidade na matriz da esquerda,
assim o resultado aparecera na matriz da direita

A | 1]
|Operacoes elementares|[A | 1]
Ate:
I | X]
Assim
X=A"1

Se existir.



Calcule a matriz inversa

Seja a matriz

] 2
A=|05 —4 3
2 1 2
Determinar a matriz inversa (Gauss-Jordan)
—-11 -1 7
16 8 8
-1 _]15 -1 -1
A7 =% T %
17 3 -5
32 16 16-

Represente a inversa utillizando uma matriz de
numeros inteiros vezes escalar.



