
Sensibilidade do sistema em 
relação a variações em G

Sensibilidade do sistema em relação a 
variações em H

Para |G|>>1 -> 𝑆𝐻 = −1

Função sensibilidade e erros de regime permanente

Função sensibilidade
Livro texto Oliveira 
et al., Capítulo 5

𝜕𝑇 𝑠

𝜕𝐺 𝑠
=

𝐶(𝑠)

(1 + 𝐺 𝑠 𝐶 𝑠 )2

Calculando a derivada parcial,  tem-se



Função sensibilidade 

Para 𝛼 =
𝑣𝑠

𝑣𝑒
, 𝐺 = 𝐴𝑣 tem-se 

para 𝐴𝑣 = 100000 e 𝛼=0,01 

o que explica a boa sensibilidade do 
amplificar operacional com 
realimentação.



Erros de regime

Sejam d=0 e H=1
Entrada r degrau

Na literatura: Tipos de sistemas para entrada 
constante
Sistema tipo “0”: limite constante 
Sistema tipo “1”: limite zero ( 1 integrador na malha 

aberta) Porque? 
Ver referência Franklin et al. Section 4.2, 6th edition, 
1994 

𝑑𝑇: polinômio denominador de e(s)

definindo

𝐺 𝑠 =
𝑛𝐺
𝑑𝐺

C 𝑠 =
𝑛𝐶

𝑑𝐶

𝑟 𝑠 =
𝑟0
𝑠

Suponha 𝑑𝑇 Hurwitz estável 

lim
𝑡→∞

𝑒 𝑡 = 0 se 

𝑑𝐶 0 = 0 Assim, um controlador com um polo 
na  origem faz o erro de regime ser 
nulo  

T 𝑠 =
𝑛𝑇

𝑑𝑇



Erros de regime

Seja 𝑟 𝑡 = 𝑟0𝑡 + 𝑟1

𝑟 𝑠 =
𝑟0+𝑟1𝑠

𝑠2

se o termo 𝑠2 for um fator 
de  𝑑𝐺(𝑠) 𝑑𝐶(𝑠)

Erro de regime nulo para 
entradas degrau e rampa

𝑟 𝑠 =
𝑟0𝜔0

𝑠2 + 𝜔0
2

Seja 

se o termo 𝑠2 + 𝜔0
2 for 

um fator de  𝑑𝐺(𝑠) 𝑑𝐶(𝑠)

Erro de regime nulo para 
entrada senoidal

𝑟 𝑡 = 𝑟0𝑠𝑒𝑛(𝜔0𝑡)

𝐶 𝑠 =
𝛼(𝑠)

(𝑠2+𝜔0
2)𝛽(𝑠)



Entendendo a ação integral

A ação integral

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑘𝑖𝑒

Para r(t) degrau

Integrador
𝑢(𝑡)e(𝑡)

u 𝑡 = 𝑘𝑖(0׬
𝑡
𝑒 𝜏 𝑑𝜏 + 𝑒 0 )

Analise
Para e(t)=0 u(t) deve ser constante e se u(t) for 
constante y(t) será constante  se o sistema a 
malha fechada for estável



Rejeição de perturbação

Defina d(s) =
𝑛𝑑(𝑠)

𝑑𝑑(𝑠)

Para anular o termo do erro de perturbação, 
𝑑𝑑(𝑠) deve ser divisor 𝑑𝑒 𝑛𝐺(𝑠) 𝑑𝑐(𝑠) ou seja 
𝑛𝐺(𝑠) 𝑑𝑐(𝑠) / 𝑑𝑑(𝑠) resulta em um polinômio

Para seguir um degrau e rejeitar uma 
perturbação também degrau, o controlador deve 
ter um integrador e estabilizar o sistema com 
𝛼 𝑠 e β 𝑠 escolhidos para garantir a 
estabilidade do sistema a malha fechada:

C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑠𝛽(𝑠)

H(s)=1



Posicionamento de polos

Considerar o problema de seguir uma entrada 
degrau e rejeitar uma perturbação degrau

C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑠𝛽(𝑠)

O controlador C(s) deve ser próprio e 
possuir um integrador: 

Para o caso geral,  o controlador C(s) deve 
ser próprio e ser do tipo: 

C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑚(𝑠)𝛽(𝑠)

em que 𝑚 𝑠 é um polinômio de menor grau tal que   
m D r t = 0 e  também de m D d t = 0

em que D é o operador diferencial



Posicionamento de polos

Teorema (SP Bhattacharyya) 
O problema de servomecanismo onde r(t) é 
para ser seguido e d(t) rejeitado com  erro  nulo 
de regime para uma classe de entradas  pode 
ser solucionado para uma planta G(s) de ordem 
𝑛 e 𝑑𝐺 𝑚(𝑠) e 𝑛𝐺(𝑠) primos (não possuem 
raízes comuns) com um controlador C s

próprio  C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑚(𝑠)𝛽(𝑠)
. Se o grau de β 𝑠 for 

escolhido igual a  𝑛 − 1 e o grau de 𝑚 𝑠 = 𝑚,
então 𝑚 + 2𝑛 − 1 raízes do polinômio 
característico  𝑑𝑇(𝑠) podem ser arbitrariamente 
atribuídas escolhendo

grau α 𝑠 ≤ grau β 𝑠 + 𝑚

C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑚(𝑠)𝛽(𝑠)

O controlador deve ter um integrador e 
estabilizar o sistema com 𝛼 𝑠 e β 𝑠 escolhidos 
para garantir a estabilidade do sistema a malha 
fechada:

C(s) =
𝛼(𝑠)

𝑠𝛽(𝑠)
𝑛 = 2,𝑚 = 1, 𝑑𝐺𝑚 𝑠 =(s+2)(s+4)s, 
𝑛𝐺 = 𝑠 − 1



Posicionamento de polos

𝑑𝑇 s = 𝑑𝐺𝑑𝐶 + 𝑛𝐺𝑛𝐶

Assim, 𝛽 𝑠 = 𝛽0 + 𝛽1𝑠

𝛼 𝑠 = 𝛼0 + 𝛼1𝑠+ 𝛼2𝑠
2

Escolher os polos fechada para dominância de um  polo  
complexo  conjugado  escolhido da malha e  obter 𝛼 𝑠 e 𝛽(s) 
igualando ao polinômio 𝑑𝑇 s :

d(s)

G(s)

Gd(s)

C(s)
y(s)r(s)

Pede-se:
1.  Obter os coeficientes  de
𝛼 𝑠 e 𝛽(s)  para o  polinômio escolhido
2. Simular o sistema  realimentado com 
o controlador projetado C(s) para 
entrada r(t) e d(t) do tipo   degrau.
3. Plotar o erro de regime e resposta a 
d(t).



Sistema típico de segunda 
ordem

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛 1 − 𝜉2

Escolher a função de transferência de malha fechada  desejada a partir 
das especificações de desempenho no tempo 

Escolher a região desejada para os polos dominantes e  
completar a ordem do polinômio de acordo a ordem da 
planta e controlador com polos distantes à esquerda



Cancelamento de zeros à esquerda com o controlador feedforward

𝑢 = 𝐶𝑓 s r + C r − y = 𝐶𝑓 s + C r − Cy
𝑦

𝑟
=
𝐺(𝑠) 𝐶𝑓 s + C(s)

1 + 𝐺 𝑠 𝐶(𝑠)

𝐶𝑓(𝑠)

𝐶(𝑠) G(𝑠)
𝑒𝑟

𝑑

𝑦

-

𝑢

Escolher os polos da função de  transferência de malha fechada 𝑇𝑑(𝑠) conforme as especificações de projeto 

𝐶𝑓 s =
𝑇𝑑 s 1 + G s C s − G s C(s)

𝐺(𝑠)

𝐶𝑓 s deve  ser própria 𝐶𝑓 s =
𝑑𝐺𝑛𝑇(𝑑𝐺𝑑𝐶+𝑛𝐺𝑛𝐶) − 𝑛𝐺𝑛𝐶

𝑑𝑇𝑛𝐺𝑑𝐺𝑑𝐶

𝑇𝑑(𝑠) desejado
𝑦 = G(s) 𝐶𝑓 s + C(s) r − G(s)C(s)y



Exemplo: controle de corrente Maglev

Manual kit Maglev Quanser

𝐺𝑐 𝑠 =
𝐼𝑐(𝑠)

𝑉𝑐(𝑠)

𝐼𝑐 𝑠 =
𝑉𝑠(𝑠)

𝑅𝑠

𝑉𝑐 𝑠 = (𝑅𝑐+ 𝑅𝑠)𝐼𝑐 𝑠 + 𝐿𝑐𝑠𝐼𝑐 𝑠

𝐺𝑐 𝑠 =
𝐾

𝜏𝑐𝑠 + 1

𝐾 =
1

𝑅𝑐 + 𝑅𝑠
𝜏𝑐 =

𝐿𝑐
𝑅𝑐 + 𝑅𝑠



Exemplo: controle de corrente Maglev

𝑇𝑐 𝑠 =
𝐼𝑐(𝑠)

𝐼𝑐_𝑑𝑒𝑠

Controlador PI

Pede-se
1) Obter a equação característica
2) Escrever a equação característica em termos dos polos desejados
3) Determinar 𝐾𝑖−𝑐 e 𝐾𝑝−𝑐 para obter as seguintes especificações

𝑡𝑟 ≤ 0,035 𝑠 , 𝑡𝑟 ≈
1,8

𝜔𝑛

Saída de corrente sem sobressinal e sem  erro de regime

𝐼𝑐𝑚𝑎𝑥 = 3𝐴
𝐿𝑐 =412,5 mH
𝑅𝑐 = 10 Ω
𝑅𝑠 = 1 Ω

𝑇𝑐 𝑠 =
𝐾𝑝−𝑐𝑠 + 𝐾𝑖−𝑐

𝐿𝑐𝑠
2 + 𝑅𝑐 + 𝑅𝑠 + 𝐾𝑝−𝑐 𝑠 + 𝐾𝑖−𝑐



Exemplo: controle de corrente Maglev

𝑇𝑐 𝑠 =
𝐼𝑐(𝑠)

𝐼𝑐𝑑𝑒𝑠(𝑠)

Controlador PI

𝛿 𝑠 = 𝑠2 + −𝑝1 − 𝑝2 𝑠 + 𝑝1 𝑝2

1/𝜏𝑐 = 26,7 Polo de 𝐺𝑐(𝑠)

Solução  dada no manual
𝐾𝑝 = 66,8, 𝐾𝑖 = 23,3



Exemplo: controle de posição Maglev

Pede-se 

1. Obter a função de transferência 𝑇 𝑠 =
𝑥𝑏(𝑠)

𝑥𝑏_𝑑𝑒𝑠

2. Escrever a equação característica em função dos polos desejados

𝐾𝑓𝑓 =
𝐼𝑐𝑜
𝑥𝑏0

Ponto de equilíbrio 𝐼𝑐𝑜, 𝑥𝑏𝑜



Controlador avanço e atraso de fase

𝐶 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 𝑧)

(𝑠 + 𝑝)

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 > 𝑧 avanço

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 < 𝑧 atraso

O controlador avanço adiciona fase próximo à frequência de cruzamento 
de ganho e aumenta a margem de fase

𝐶 𝑠 =
(𝑇𝑠 + 1)

(𝛼𝑇𝑠 + 1)
0 < 𝛼 < 1

Capitulo 8 livro texto Oliveira et al. 2015



Controlador avanço e atraso de fase

𝐶 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 𝑧)

(𝑠 + 𝑝)

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 > 𝑧 avanço

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 < 𝑧 atraso

O controlador atraso desempenha o mesmo papel do controlador PI e aumenta o ganho de baixa frequência  
de ganho e reduz o erro de regime para entrada degrau de referência e de perturbação 

𝐶 𝑠 =
𝛼(𝑇𝑠 + 1)

(𝛼𝑇𝑠 + 1)
𝛼 > 1

𝛼



Controlador avanço

𝐶 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 𝑧)

(𝑠 + 𝑝)

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 > 𝑧 avanço

𝛼

𝐶 𝑠 =
(𝑇𝑠 + 1)

(𝛼𝑇𝑠 + 1)
0 < 𝛼 < 1

Controlador PD

Controlador avanço



Controlador atraso

𝐶 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 𝑧)

(𝑠 + 𝑝)

Controlador PI

Controlador atraso

𝐾 > 0, 𝑧 > 0, 𝑝 > 0, 𝑝 < 𝑧

𝐶 𝑠 =
𝛼(𝑇𝑠 + 1)

(𝛼𝑇𝑠 + 1)
𝛼 > 1



Controlador avanço: sistema suspenção laboratório de controle

𝑥 = [ℎ ሶℎ 𝑖]
𝑥 = ℎ ሶℎ , 𝑣 = 𝑖2

𝑘 atrito viscoso   entre ar  e  esfera 

𝑧1 = 𝑥1 − 𝑥1𝑒 , u = v − 𝑣𝑒



Controlador avanço: sistema suspenção laboratório de controle
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