Aula Unidade 1
Modelos Matematicos de Sistemas Dinamicos
Equacdes de sistemas dinamicos continuos e discretos

21'&%‘?#2{?}2}35‘ a: representacao do Por exemplo, a lei de Newton e

Modelos de sistemas continuos a lei de tensao e corrente de

descritos por equacdes diferenciais Kirchhoff sdo a base da
R o o o e o e
partir das leis cl?ue descrevem o seu movimento para sistemas
comportamento no tempo. mecanicos e de circuitos para
sistemas elétricos,
respectivamente

Aulas com base no livro texto
Vilma A. Oliveira, Manoel L. Aguiar, Jerson B. Vargas, Engenharia de Controle: Fundamentos e Aulas de Laboratorio, Elsevier.



Representacdo matematica: Equac0des diferenciais

Sistema estatico:

Relacdo entre entrada e saida descrita
por uma equacao algébrica

Sistema dinamico: equacao diferencial

Equacao diferencial com coeficientes
constantes e invariantes no tempo
Sistema linear e invariante no tempo

d"”y(t) dw—ly(t) dan— 2 ( ) d ( )
g T T g T ana— s Fany(t) =
bm% ok by d“() + bou(t)
t
em que y(t) é a saida e u(t) é a entrada e ag,i = 1,--- ,n, by, = 0, ,m conste

com m < n.

Livro texto

Vilma A. Oliveira, Manoel L. Aguiar, Jerson B. Vargas,
Engenharia de Controle: Fundamentos e Aulas de
Laboratério, Elsevier.

antes

Exemplo 1.1 Considere o circuito RC mostrado na Fig, 1.2 com entrada v. e saida a
corrente na malha. Suponha que a corrente € medida por wm sensor de efeito hall com
ganho a. Obter a equagio diferencial relacionando a tensio de entrada de tensio e a
saida de tensao dada pelo sensor denotada vs.

Sensor
v;

Figura 1.2: Circuito RC.
A equagio da malha de tensio é:

Ri+ (,/ idt = ve(t).

Neste caso, a satda € proporcional a corrente, ou seja, y = v, = i e a entrada u = v,
e a equagao diferencial é:
dy du(t
() = b 20,
dt
com ay = R—lc,bl =% ebp=0




Exemplo motor cc

Exemplo 1.2 Considere o motor de corrente continua
(CC) descrito pelo diagrama eletromecéanico
equivalente mostrado na Fig. 1.3 com parametros
definidos na Tabela 1. Obter as equacgfes de
movimento do rotor, circuito elétrico da armadura e

Figura 1.3: Diagrama eletromecénico do motor CC.

. ____Table L.1: Parfimetros do motor obter a equacéao diferencial do motor CC para a
ardmetros Elétricos Parémetros Mecénicos A A

R, resisténcie armadura [Q) J momento inércia [N m s*/rad) Veloc|dade e tenséo ap“cada na armadura

L, indutincie armadura [H] B coeficiente atrito viscoso [N m s/rad)|

K. constante da forge F coeficiente atrito estatico [N m]

contra eletromotriz [V s/rad)

K, constante torque [N me/4] Ra = 0.1501; % Resisténcia de armadura [Ohm]

La =0.000150; % Indutancia de armadura [H]
% Kt Constante de torque [N-m/A]
Utilizando a lei de Newton para sistemas rofacionais obtém-se a equagio do torque: % Ke Constante fC e.m [V—s/rad]
T.(t) = Keia(t) = J%m(i) +Buw(t) + F. % Ke = Kt
Por sua vez, utilizando a lei de tensdo de Kirchhoff obtém-se a equagiio da tensio: K'=0.087;
i J = 0.00050804; % Momento de inércia [N-m-sA2/rad]
valt) = Batalt) + Lo 50 (t) + Ko (1) B = 0.0006; % Coeficiente de atrito viscoso [N-m-s/rad]
Usando o operador diferencial & pode-se obter ia(t) da equagio do torque com F =0 Kt=K;
na forma: L [] p . B] Ke = K;
fo=— |J— w,
t KTt s =tf('s");
a qual substituida na equagac da tensao fornece a equagao diferencial de ordem 2 rela- Gm = @(Kt Ke,Ra.La ] B S) Kt/(La*]”s/\2+(Ra*]+La*B)*s+(Ra*B+Ke*Kt))‘
>\6,R4,1.3,), 5, >

cionando a saida y = w e a enfrada u = v, aplicada na armadum dada por:

GmO0 = Gm(Kt,Ke,Ra,La,],B,s);

d*y(t) " dy(t)
di? tdt

+ azy(t) = bou(t)

Ry J+L,B R, B+K.K, K
l‘ﬂmal_“ﬁ“ﬁnz—ﬁ‘—“bu—rj.




Exemplo motor cc: diagrama de blocos

v(8) 7 i 7, 7 w(s) Vails) 7 i e 7 a(s)
R, 5 Ts [s TR : Ts
K, K,
Modelo 1 Modelo 5
v(s) 7 i I 7, 7 a(s) vLs) 7 i T, 7 w(s)
T R, ! Js+B T I stR & Js+B
K
c Modelo 2 Ko Modelo 6
vs) - i 7_75: T @) () — i, I F 5 (s,
—01 & K Ts s R, K Ts [T
K, K
Modelo 3 ¢ Modelo?
. T, F . T, F
v(8) e e
a ] I 7 ls)  vis 7 I 1 w(s)
—0— Ra Kt-é-JS"FB LQ.S‘|‘RQ Kr '6_JS+B
K. K
Modelo 4 c Modelo 8

Fig. 3.3: Representagio dos modelos lineares para o motor CC.

Modelos 1 e 3
dindmica de primeira
ordem

(indutancia e atrito
viscoso despreziveis)

Modelos 2 e 4
dindmica de primeira
ordem (indutancia
desprezivel)

Modelos 5 a 8
dindmica de segunda
ordem



F=0

Modelos 1 e 3

Modelos 2 e 4

Modelos 5 e 7

Modelos 6 e 8

em que

Exemplo motor cc

1
Gie) = T
(82 + T S+ TmTa
1
_ KoTmTaKe
P (Rd) sttt
J
a = La/Rm Ty = F

Identificar modelo e parametros do motor via

ensaio de tensao e corrente

K./mm
A A y
Canal 1 - 1,(f)
Canal 2 - o(f)
Ga(s) = Re/7m

s+ (1/mm +1/m)]

R<<1Q
Fonte CC
12V -6A T

Q)

Osciloscopio

0O memoria digital ou
YYYY aquisigio
N| S
Motor CC
Tacogerador

Fig. 8.44: Diagrama esquemético do ensaio de tensio.

Tm = Ra']/(KeKt)'

Conferir as fungdes de
transferéncias acima!

Fig. 8.45: Resposta de corrente e velocidade.



b iglt)

modelo 1 {a}

+ i)
Va modelo 2 (b)
Ka
Iy
ia(t)
Va

modelo 3 {c)

modelo 5 (e}

ig(t)

modelo 6 (f)

modelo 7 (g)

Is=ly

modelo § (h)

t

Fig. 3.4: Respostas de corrente tipicas para todos os modelos, com [g a corrente de
regime permanente e Iy a corrente em ¢ = t4.

Respostas de corrente para cada modelo motor cc

Modelos 1 a 4:
dindmica de
primeira ordem

Modelos 5 a 8:
dindmica de
segunda ordem



Exemplo motor cc

Sistema realimentado pela velocidade com controlador
com indicac&do dos componentes de controle

Amplificador

Referéncia de poténcia -

g T Motor Esquematico do sistema de
7/ controle do motor CC com
,‘/"‘"Alilnenlaqﬁo Chop per/PWM
12V

Condicionador| ) w (D)
de sinal
Tacogerador

Fig. 8.28: Diagrama esquemético do sistema realimentado incluindo acionamento e
controlador.



Representacdo matematica: equacoes a diferenca

Sistemas dinamicos discretos podem ser descritos por equacoes a diferenca. A forma
mais geral de escrever uma equacéao a diferenca linear de coeficientes constantes de
ordemn é

y(k+n) tawylk+n—1)+- - +ap oyl +2) +an_1y(k +1) +any(k) =
bpu(k +m) 4+ - +biu(k + 1) + bou(k)

em que k é o instante de tempo, y(k) é a salda e u(k) a entrada e a;,i = 1,--- | n,
b;,t =0, ,m s&o constantes com m < n.



Representacdo matematica: equacoes a diferenca

Exemplo sistemas discretos

Sementes no ano &

k)

—&H

Numero de plantulas
g

=N
&

(1-g)y

Floragdes

—H

Sementes no ano £+ 1
y(k+1)

Exemplo 2.3 Considere o ciclo de uma populagio de plantas daninhas mostrado na
Fig. 2.4. Descrever n dindmica de plantas daninhas anuais através de fatores depen-
dentes e independentes da densidade de plantas e do nidmero de semendes por dren

(densidade de sementes) nos sucessivos ciclos o partir do nimers de sementes de ciclo
inicial (Sekai, 2001).

Assim, a densidade de sementes existentes no ciclo k +1 € determinada pela densi-
dade de sementes do ciclo anterior k:

y(k+ 1) gosy(k) + (1 — gloy(k)

= (gos+ (1 — g)v)y(k)

em que y € o nimero de sementes por dreq, g, 0, 5 e U sGo as taxas de sucesso de
germinagie, floragio, produtividade (nimero de sementes produzidas por planta) e de
sementes vidveis no solo no ciclo seguinte, respectivamente. O segundo termo repre-
senta as gerngdes sobrepostas e portanto, se nioc fiecaram sementes no solo durante wm
ciclo tmplica v = 0, O modelo descrito para a densidade de sementes pode ser recon-
hecide como umo equogio o diferengo do fipe (2.2) comn =1 euw =0. A densidode
de plintulas de daninhas denotada ¢ pode ser expressa por g(k) = gylk). Em geral, os
pardmetros o e s do modelo da densidade de sementes sio dependentes de g levando a
um modelo nao linear em y.

Fig. 2.4: Ciclo de vida de plantas daninhas anuals.



Representacao entrada-saida
y = Hu, H: operador

0, t<i;
Aproximando « por uma série de fungdes pulsos dalt —t;) = { 2 L <t<ti+A

0, t>t+A

T

u = Z Salt —t)u(t) A Hum )y [Héa(t—to)]u(t)A u(t)

u(t) é,(1-t) A

fazendo A —0e > — [ tem-se:

y = /00 Hit — nyu(r)dr

Definindo Hé(t — 7) := g(t,7), onde 7 é o tempo em que a fungio & é aplicada e t o
tempo em que a. zaida & observada, tem-se

y— /OO o(t, P)u(r)dr Integral de superposicdo



= /_ O; g(t — 7)u(r)dr

g(t) * u(t)

Integral de convolucéao

y(©) = j g(u(t - 1)dr

Sistema causal

o= g@ue-na



Sistema dinamico

Sistema dinamico: a saida no tempo t depende da entrada u(t) aplicada no
intervalo [0, £]

Sistema estatico: a saida no tempo t depende da entrada no tempo t apenas

Exemplo de sistema estatico:

y(t) = Ku(t), K ganho constante. Nesse caso, é facil

verificar que a resposta impulsional é g(t) = K&(t) o que
fornece o produto da constante K pela entrada u(t):

t
y(t) = JOK5(t —ul(r) d(7)
(lembrando que fjooo 5(t) d(t)=1)



Representacao entrada-saida
Caso discreto

y = Hu, H: operador

1, k=0
5(&2@:{ 0 k20

k
k)= gk — kE=0,1,..
u(h) mZ—: mu(m). T Somatério de convolug&o



Funcao de transferéncia

A funcéo de transferéncia de sistemas lineares y(t) = / g{t = Tyu(r)dr
invariantes no tempo pode ser obtida aplicada -
: = g(t)*u(t)
a transformada de Laplace na integral de
y(s) :/(; {/{; gt — T)u(‘]’)d‘]’:| et

convolugao
Uma vez que o sistema & causal tem-se g(¢ — 7) = 0 para 7 > ¢, entio

u(s) = /OOO _fooo alt — T)u(f)d{ e tdt.

t
)7(5) = j g (t)e —st d(t) Mudando a ordem de integragio tem-se:
0 y(s) = /:O /Ooog(t — T)e“dt} u(r)dr.

Definicao TL unilateral

G (S) — e usando a propriedade de deslocamento da. transformada de Laplace: % [g(t — 7)]
- u (S) e~ T(3(s) tem-se:

y(s) = G(s) /:O e Tul(r)dr



Funcao de transferéncia

A funcao de transferéncia de sistemas lineares invariantes no tempo pode ser obtida a
partir das equacoes diferencias

diy() | dy(t)  d"Ty(y) dy(t) d™u(t) du(?)
g PO gt TR g b e bany(l) = e e g bl
em que y(?) & a saida e u(t) é a entrada e a;, e = 1,--- ,n, b, ¢ = 0,--- ,m constantes
cor e << n.
A transformada de Laplace da derivada é dada por:
dy _
Ll 1=sy(s) —y(07)
dy e a transformada da derivada segunda pode ser obtida usando o resultado
y — — anterior:
dt e .
Vi ooy o
Lzl = sl 1-y(07)

— y(s)—sy(07) — 9(07).



Funcéo de transferéncia

Usando a propriedade de diferenciacao no tempo da
transformada de Laplace n vezes tem-se:

d"y S n—2rn— n—1lrn—
LIZ2] = s"y(s) = s"7hy(07) — - — sy"2(07) — y"(07).
 Ps,y(0) — Q(s,2(0)) | N(s) _N(s)
W0 o B8 =hg
em que
D(s) = s"+as™ '+ +a,
N(s) = bps™+ bra18™ 14 4 b,
Ploy(@) = S7O) 507 £ 80 4y O0)
+ o (" OT) " TR0 - aeay(07)
Qs,u(0)) = by (8™ u(07) + s 2%(07) + 5™ 307 - F ™0

4 b (8™ 20 ™20 ) o+ bu(0).




Resposta total

P(s, y(0) — Q(s, u(O)) N(s)
yls) = D(s) ETOR

D(s): polinbmio caracteristico




Exercicio

Exercicio 2.2 Considere as equagdes diferenciais do motor CC obtidas no Ezemplo

2.2, Pede-se:

1. A partir das equagbes de torque e tensio com F = O determinar as seguintes

fungées de transferéncia:

T(t) = Kialt) = ngm +Bu(t)+F.
i

. d . .
va(t) = Ratalt) + Laaza(_t) + Kew(t).

2. Usando blocos de integradores obter o diagrama de blocos do motor para entrada

v, (s) e saida 0(s).

3. Incluir um torque de perturbagao e refazer o diagrama de blocos do item 2.

4. A partir dos dingramas de blocos obtidos nos itens 2 e 8 obter as fungoes de

transferéncia Ga(8) e G4(s).



Polos e zeros

A ordem do sistema é
N(s) dada pelo nimero de

D (S) polos

G(s) =

Os valores de S = Z; tais que N (z;) = 0 s&o chamados zeros

Os valores de S = p; tais que D(p;) = 0 s&o chamados polos

O polo determina o comportamento ndo for¢cado do
sistema chamado de modo do sistema

O zero z; bloqueia a transmisséo da frequéncia S = Z;



clear all; cloge all; clc;

[x,y] = meshgrid(-6:0.125:6); Exemplos no Matlab
z = 10xabs (x+ixy+4) ./abs(x+i*xy+2);

figure (1)
meshe(x,vy,2);
axis([-9 4 -9 4 -1 20]);

g=tf(‘s?);
G=10x(s+4)/(s+2);
figure(2)

pzmap (G)

Usando os comandog Matlab dados a seguir, obter os polos, zeros e ordem dos sistemas

G1(s) e Gals).

g=tf(‘s?);

G1=(2%s+10) /(2" 3+8*%2"2+19*2+12)
G2=(2"3+12%s~2+29%+18) / (sx (g~ 3+41*s~2+528*c+2160) )
zpk(G1); zpk(G2)

pole(Gl) ;pole(G2);order(Gl) ;order(G2)



Resposta impulsional

A resposta impulsional de um sistema dindmico denotada ¢(¢) é definida como a trans-
formada inversa da fungdo de transferéncia G(s) é composta pela soma de termos chama-
dos modos os quais sao determinados pelos polos p;. Os modos sdo do tipo eP?, i =
1,2,...,n, ePt 1Pt $2ePst ... gm—lepit oRe(@)t cog(Tm(pt) e eFe®sen(Tm(ps)t)
para o caso de polos reais simples, polos de multiplicidade m e polos complexos, respec-

tivamente.

Assim, a resposta impulsional pode ser descrita como segue
g(@) = (c1 + cat + c3t? + -+ cpt™ DePit + ¢y q ePmit 4 ¢ L ePmrt
Os modos dos polos complexos podem ser escritos em funcao de

Senos e cossenos:

2 Re(Cma1)eRePm+tcos(Im(pmi1)t) + 2 Im(Cpyr)eRePm+D)t sen(Im(pp1)t)



Exemplo

Exemplo 2.5 Consider= a funpic de tmrsferéncia:

&+ 1

i_r‘:s] [’ 3 ‘-’”’;. e 4 .-1'|

Poda-se og I.'H:I..i 1. P }I: € a8 -l'fl: EeFmdes (!]\r‘.-;._lr'.l usendo @ ﬂ"'th)"f'lf?-"l'ilf-‘-' theeran s

Laplace.

A respasta vmpulaonal git) © do foomar Os coeficientes da expanséo podem
ser calculados usando o teorema dos

alf) = (o™ + ooe™”® 4 o36"1%) residuos:

For inspecdo dafunciode ransferéncia tem-se queos c[- f— [(S — pi)y(S)] |S=Pi

polos s30-2,-1% 2j, assim,

:I::'t_)!: g i)

2

olf] = e ™™ + Relenle e

FE o] o il

Utilizands o l[",l'.“l'nl.-.l de Euler temn-is

gll) = o ! 2Releg)e "ooxlt 4 2lowe;)e ' weniht

omogue g = — 10, o = 12+ 518, Na Matleh utilizom-s¢ 08 comandos’

syms t 8
pume(g+1); den=(e+2)s{a=2+20p+5];

ilaplace (nua/den];

A ilur f-"-ll"l ¥
1 o . 2
it} .Jc_ ¥+ e oSt + —e” sendi



Teorema valor final

dy 0
7 de
K K
G =ry1s 7 sy(s) =0
0,632K} 1 s=0
] -1t
/t=0+ y(t}:K—KeT ,t>O
"5 > 00 t — oo
Se %1_r)r(} y(t) = y(0%) entdo T: constante de tempo
lim,_,., sy(s) = y(0%) polo: p; = — =

T



Teorema valor final

Teorema 2.1 (Valor final) Se as transformadas de y(t) e da sua derivada forem
definidas, entio,

Jlim y(t) = lim sy(s). (2.43)

Prova: A transformada de Laplace da derivada. é:

L{dﬁd—f)} — syls) —y(07)

_ ood,g — 8t
= /_ dte dit

ligfou(e) ~ (0] = limy| [ e

s—0 — dt
= y(t) |
= Jim y(#) —4(07)

entao,

e tem-se tli\rgo y(t) = 22\% sy(s).



Teorema valor inicial

Teorema 2.2 (Valor inicial) Se as trunsformades de y(t) e da sva dertvade forem
definidas, entio,
+ _ .
y(07) = slggo sy(s).

Prova: Para verificar estes teoremas, considere a transformada de Laplace da derivada,

dada por:
dyt) | _ -
z:{ O~ eye) - wi0)
o0 dy u
et
/, it
entéo,
ot oo
— _ dy —s5t dy —st - o
sy(s) —y(07) = /_ e dt+/0+ e di slgg}sy(s) =
= y)|o" 2 ety -
y( ) ‘0 + /0+ dte
> d =
= w0 yO7) + [ et
ot di

o d
y(OT) + lim d—ie_“dt

§— 0D o+
+ — st
(0 )+/0+ —dt(slggloe Ydt

y(OF).



Existéncia dos limites

Note que a existéncia dos limites é garantida se os polos de sy(s) estiverem localizados no semiplano
esquedo do plano-s e se o sy(s) for proprio, para o caso do valor final e valor inicial, respectivamente.

Exemplo 2.6 Determinar os valores final e inicial de y(t) pora wma entrada degrau
unitdrio do sistema descrito pela fun¢io de transferéncia:
10s + 50
G(s) =
() (s+2)(s+ 4)(s* + 45+ 5)

Polos de sy(s) = {—2,—4,—2 * i}
Por outro lado, m = 1,n = 4 e pode aplicar

lim y(t) = 1,25
e Teorema 2.2 e obter y(07) = 0

syms s;
y=(10%s+50) / (e* (s+2) x (s+4) x (s\"2+4*s+5) ) ;

y=ilaplace(y)
y= exp(-4xt)/4-(15%xexp(-2xt))/2+6xexp(-2xt)*(cos(t)-sin(t) /3)+5/4

Aplicando o limite, os mesmos resultados dos Teoremas 2.1 e 2.2 séo obtidos.




Funcao de transferéncia a partir da equacao a diferenca

A funcao de transferéncia de equacéo a diferenca e
obtida a partir da chamada transformada Z.

A transformada Z € uma aplicacdo matematica que faz
corresponder a cada sequéncia de numeros, uma
funcao da variavel complexa z.

wz) = Z[uk)] A funcdo de transferéncia discreta da equacgao a
o diferenca é obtida usando a propriedade de
= Zu(k)z‘k deslocamento da transformada Z
k=0

Z{y(k+1)} = 2y(z) — zy(0)

2{y(k+2)} = 22{y(k+1)}—zy(1) =y(z)— 2y(1)—2*y(0)

Z{y(k + n)} :-Zny(Z) _ Zn—jy(j)



Funcao de transferéncia a partir da equacéao a diferenca

Seja o0 deslocamento
para tras

y(k) + o1y(k — 1) + agy(k —2) + -+ - 4+ any(k — n)
=bpulk— 1)+ by qulk —2)+ -+ bou(k — m).

Z{y(k— 1} = =~ y(k). z—1  operador deslocamento unitario

Obtém-se para condic¢des iniciais nulas
y(2)+arz ty(D)tasy Zy(2)+ - Fanz "y(2) = bpu(2)Fbp_12 tulz)+- - +bozr Tu(2)

bm + bmflz_l +ee bOz_m

a1z~ +agz=2. .. +apz "

G(z) =




Funcao de transferéncia a partir da equacao a diferenca

Seja o deslocamento
para tras

y(k) + o1y(k — 1) + agy(k —2) + -+ - 4+ any(k — n)
=bpulk— 1)+ by qulk —2)+ -+ bou(k — m).

il — 1)} = »~Y(k). z L operador d_eslocamento unltarlp analogo ao
‘ ‘ ‘ operador diferencial caso continuo
Obtém-se para condic¢des iniciais nulas

y(2)+arz ty(D)tasy Zy(2)+ - Fanz "y(2) = bpu(2)Fbp_12 tulz)+- - +bozr Tu(2)

bm + bmflz_l +ee bOz_m

a1z~ +agz=2. .. +apz "

G(z) =




Resposta impulsional

Modos do sistema discreto

Polos simples, polos multiplicidade m e polos complexos :

of, kpf, k2 KT LR, R cos(Bk), risen(Bk)), p; = relf

g(k) = (c1 + cok+ c3k? ... kam_l)Plk + Cme1lPE 1€/ + eI 1 |e PR



Relacdoentre transformadase z

Considere o sinal amostrado de y(t)

ya®) = y(®) ) 8(t— KTy,

k=—ow

Aplicando a transformada s no sinal amostrado obtém-se

)= Yy y@= ) y@z

k=—o0 k=—00

Comparando,tem-se 7z — ¢5Ts



Teorema valor final e inicial

Caso continuo

dy_
dt

sy(s) =0 s=0

0

Caso discreto

y(0%) = lim sy(s)
§—00

V

£ = oo


Convidado!
Linha

Convidado!
Linha


Teorema valor final e inicial

: De
Teorema do valor final lim Z[y ()] ~ Z[y(k — 1) = lim y(k)
z— —00

li k) =lim(1 —z71
kggoy( ) =lim@ =27y () eusando Z[y(k — 1)] = z71y(2)

Pode ser mostrado expandindo a o resultado segue.

transformada Z de y(k) e y(k) — 1 Teorema do valor inicial
dadas por

- lim y(k) = lim y(2)
Zy(0] = ) y(z™ K Jim,
k=0

Pode ser mostrado
diretamente a partir da

- _ transformada Zde y(k) e
—_1)] = E _ k
Zyte =11 = k_oy(k Dz~ fazendo z »

e



Exercicio

Considere

10z +5
(z+0,5)(z% — 0,2z + 0,05)

G(z) =

Os polos séo:

p. = —0,5,p, =0,1+ 0,2,

p>; = 0,1 — j0,2. Entdo, pode-se aplicar os

teoremas do valor final e inicial para obter

y(o0) e y(0). Para confirmar, pede-se calcular

a inversa da transformada z. Para isso,
escrever:
Z c c c c,
y(2) __Co N 1 N 2 N 2 !
z z—1 z—py s—p, s—p,

usando u(z) = ﬁ

Os coeficientes da expansdo podem ser calculados
usando o teorema dos residuos da mesma forma que no
caso continuo:

y(z)

e = [(z = pg) = ~lo=p.s

Usando a tabela de transformada obtém-se

O que fornece:

y(k) = co + 01(70A5k) + cz\pg\kejﬁk + c;\pg\keﬁﬂk‘

Usando o comando Matlab
residue obtém-se as
constantes

[C P K]l=residue(N,D)

com N e D) o numerador e denominador de (z)/z. Assim, obtém-se:

ylk) = co + c1(-0, Bk) + QRE(CQ)‘pQ‘k cos(k) + QIm(CQ)\pg\ksen(ﬂk).

¢ = [¢4, ¢, 03]
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