
Aula  Unidade 1

Modelos Matemáticos de Sistemas Dinâmicos

Equações de sistemas dinâmicos contínuos e discretos

Modelo/sistema: representação do 
sistema físico

Modelos de sistemas contínuos 
descritos por equações diferenciais

As equações diferenciais de um 
sistema físico podem ser obtidas a 
partir das leis que descrevem o seu 
comportamento no tempo.

Por exemplo, a lei de Newton e 

a lei de tensão e  corrente de 

Kirchhoff são a base da 

construção das equações de 

movimento para sistemas 

mecânicos e de circuitos para 

sistemas elétricos, 

respectivamente

Aulas com base no livro texto

Vilma A. Oliveira, Manoel L. Aguiar, Jerson B. Vargas, Engenharia de Controle: Fundamentos e Aulas de Laboratório, Elsevier.



Livro texto

Vilma A. Oliveira, Manoel L. Aguiar, Jerson B. Vargas, 
Engenharia de Controle: Fundamentos e Aulas de 
Laboratório, Elsevier.

Representação matemática: Equações diferenciais 

Sistema estático:
Relação entre entrada e saída descrita 
por  uma equação algébrica 
Sistema dinâmico: equação diferencial

Equação diferencial com coeficientes 
constantes e invariantes no tempo 
Sistema linear e invariante no tempo



Exemplo 1.2 Considere o motor de corrente contínua 

(CC) descrito pelo diagrama eletromecânico 

equivalente mostrado na Fig. 1.3 com parâmetros 

definidos na Tabela 1. Obter as equações de 

movimento do rotor, circuito elétrico da armadura e 

obter a equação diferencial do motor CC para a 

velocidade e tensão aplicada na armadura.

Exemplo motor cc

Ra = 0.1501; % Resistência de armadura [Ohm]
La = 0.000150;  % Indutância de armadura [H]
% Kt Constante de torque [N-m/A] 
 % Ke Constante f.c.e.m [V-s/rad]
% Ke = Kt
K = 0.087;
J = 0.00050804; % Momento de inércia [N-m-s^2/rad]
B = 0.0006; % Coeficiente de atrito viscoso [N-m-s/rad]
Kt = K;
Ke = K;
s = tf('s');
Gm = @(Kt,Ke,Ra,La,J,B,s) Kt/(La*J*s^2+(Ra*J+La*B)*s+(Ra*B+Ke*Kt));
Gm0 = Gm(Kt,Ke,Ra,La,J,B,s);



Exemplo motor cc: diagrama de blocos 

Modelos 1 e 3

dinâmica de primeira 

ordem 

(indutância e atrito 

viscoso desprezíveis)

Modelos 2 e 4  

dinâmica de primeira 

ordem (indutância 

desprezível)

Modelos 5 a 8 

dinâmica de segunda

ordem



Identificar modelo e parâmetros do motor via 

ensaio de tensão e corrente

Exemplo motor cc

 Conferir as funções de 
transferências acima!



Modelos 1 a 4: 

dinâmica de 

primeira ordem

Modelos 5 a 8: 

dinâmica de 

segunda ordem

Respostas de corrente para cada modelo motor cc



Sistema realimentado pela velocidade com controlador 

com indicação dos componentes de controle

Exemplo motor cc

Esquemático do sistema de 

controle do motor CC com 

chopper/PWM



Representação  matemática: equações a diferença

Sistemas dinâmicos discretos podem ser descritos por equações a diferença. A forma 

mais geral de escrever uma equação a diferença linear de coeficientes constantes de 

ordem n é



Representação  matemática: equações a diferença

Exemplo sistemas discretos



Representação entrada-saída

y = Hu, H: operador

Integral de superposição



Integral de convolução

𝑦 𝑡 = න
−∞

∞

𝑔 𝜏 𝑢 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

t 
𝑦(𝑡) = න

−∞

𝑔(𝜏) 𝑢 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

Sistema causal



Sistema dinâmico

Sistema dinâmico: a saída no tempo t depende da entrada 𝑢 𝑡 aplicada no

intervalo [0, 𝑡]

Sistema estático: a saída no tempo t depende da entrada no tempo t apenas 

Exemplo de sistema estático: 

𝑦 𝑡 = 𝐾𝑢 𝑡 , 𝐾 ganho constante. Nesse caso, é fácil

verificar que a resposta impulsional é 𝑔 𝑡 = 𝐾𝛿 𝑡 o que

fornece o produto da constante K pela entrada 𝑢 𝑡 :

(lembrando que ׬−∞
∞
𝛿(𝑡) d 𝑡 =1)

𝑦(𝑡) = න
0

t

𝐾𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑢 𝜏 d 𝜏



Representação entrada-saída

Caso discreto

y = Hu, H: operador

Somatório  de convolução



Função de  transferência

A função de transferência de sistemas lineares 

invariantes no tempo pode ser obtida aplicada 

a transformada de Laplace na integral de 

convolução

𝑦 𝑠 = න
0

𝑡

𝑔 𝑡 𝑒−𝑠𝑡 d 𝑡

Definição TL unilateral

𝐺 𝑠 =
𝑦(𝑠)

𝑢(𝑠)



Função de  transferência

A função de transferência de sistemas lineares invariantes no tempo pode ser obtida a 

partir das equações diferencias 

𝑦 ←
𝑑𝑦

𝑑𝑡



Função de  transferência

Usando a propriedade de diferenciação no tempo da 
transformada de Laplace n vezes tem-se:

𝐺 𝑠 =
𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)



Com condições iniciais nulas:

D(s): polinômio característico

Resposta total



Exercício



Polos e zeros

𝐺 𝑠 =
𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)

Os valores de 𝑠 = 𝑧𝑖 tais que 𝑁 𝑧𝑖 = 0 são chamados zeros

Os valores de 𝑠 = 𝑝𝑖 tais que D 𝑝𝑖 = 0 são chamados polos

O polo  determina o comportamento não forçado do 

sistema chamado de modo do sistema

O  zero 𝑧𝑖 bloqueia a transmissão da frequência 𝑠 = 𝑧𝑖

A ordem do sistema é 

dada pelo número de 

polos



Exemplos no Matlab



Resposta impulsional

𝑔 𝑡 = (𝑐1 + 𝑐2𝑡 + 𝑐3𝑡
2 +⋯+ 𝑐𝑚𝑡

𝑚−1)𝑒𝑝𝑖𝑡 + 𝑐𝑚+1 𝑒
𝑝𝑚+1𝑡 + 𝑐𝑚+1

∗ 𝑒𝑝𝑚+1
∗ 𝑡

Assim, a resposta impulsional pode ser descrita como segue

Os modos dos polos complexos podem ser escritos em função de
senos e cossenos:

2 𝑅𝑒(𝑐𝑚+1)𝑒
𝑅𝑒 𝑝𝑚+1 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝐼𝑚 𝑝𝑚+1 𝑡) + 2 𝐼𝑚(𝑐𝑚+1)𝑒

𝑅𝑒 𝑝𝑚+1 𝑡𝑠𝑒𝑛(𝐼𝑚 𝑝𝑚+1 𝑡)



Exemplo

Os coeficientes da expansão podem 

ser calculados usando o teorema dos 

resíduos:



Teorema valor final

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0

𝑠𝑦 𝑠 = 0
𝑠 = 0

G s =
𝐾

𝑠𝑇 + 1

𝑡 ⟶ ∞
𝑡 = 0+

s → ∞

T: constante de tempo

polo:  𝑝1 = −
1

𝑇

, t > 0

Se lim
𝑡→0

𝑦 𝑡 = 𝑦 0+ então 

lim𝑠→∞ 𝑠𝑦 𝑠 = 𝑦 0+



Teorema valor final



Teorema valor inicial



Existência dos limites

Polos de 𝑠𝑦 𝑠 = {−2,−4,−2 ± 𝑖}

lim
𝑡→∞

𝑦 𝑡 = 1,25 Por outro lado, 𝑚 = 1, 𝑛 = 4 e pode aplicar

Teorema 2.2 e obter 𝑦 0+ = 0

Note que a existência dos limites é garantida se os polos de  sy(s) estiverem localizados  no semiplano 
esquedo do plano-s e se o sy(s) for próprio, para o caso do valor final e valor inicial, respectivamente.



Função de transferência a partir da equação a diferença

A função de transferência de equação a diferença é 

obtida a partir da chamada transformada Z.

A transformada Z é uma aplicação matemática que faz 

corresponder a cada sequência de números, uma 

função da variável complexa z. 

A função de transferência discreta da equação a 

diferença é obtida usando a propriedade de 

deslocamento da transformada Z

𝑧𝑛𝑦(𝑧) −෍

𝑗=0

∞

𝑧𝑛−𝑗𝑦(𝑗)



Função de transferência a partir da equação a diferença

Seja o deslocamento 

para trás

Obtém-se para condições iniciais nulas

𝑧−1 operador deslocamento unitário



Função de transferência a partir da equação a diferença

Seja o deslocamento 

para trás

Obtém-se para condições iniciais nulas

𝑧−1 operador deslocamento unitário análogo ao

operador diferencial caso contínuo



Resposta impulsional

Modos do sistema discreto

Polos simples, polos multiplicidade m e polos complexos :

𝑔 𝑘 = (𝑐1 + 𝑐2𝑘+ 𝑐3𝑘
2 ... 𝑐𝑚𝑘

𝑚−1)𝑝𝑖
𝑘 + 𝑐𝑚+1|𝑝𝑚+1

𝑘 |𝑒𝑗𝛽𝑘 + 𝑐𝑚+1
∗ |𝑝𝑚+1

𝑘 |𝑒−𝑗𝛽𝑘





𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0

𝑠𝑦 𝑠 = 0 𝑠 = 0

Teorema valor final e inicial

Caso contínuo

Caso discreto

Convidado!
Linha

Convidado!
Linha



Teorema valor final e inicial

lim
𝑘→0

𝑦 𝑘 = lim
𝑧→∞

𝑦(𝑧)

Teorema do valor final

Pode ser mostrado 
diretamente a partir da 
transformada Z de 𝑦(𝑘) e 
fazendo 𝑧 → ∞

Teorema do valor inicial

Pode ser mostrado expandindo a 
transformada Z de 𝑦 𝑘 e 𝑦 𝑘 − 1
dadas por

𝑍[𝑦 𝑘 ] = ෍

𝑘=0

∞

𝑦(𝑘)𝑧−𝑘

e

𝑍[𝑦 𝑘 − 1 ] = ෍

𝑘=0

∞

𝑦 𝑘 − 1 𝑧−𝑘 .

lim
𝑧→1

𝑍 𝑦 𝑘 − 𝑍[𝑦 𝑘 − 1 = lim
𝑘→∞

𝑦(𝑘)
De

e usando 𝑍 𝑦 𝑘 − 1 = 𝑧−1𝑦 𝑧
o resultado segue.

lim
𝑘→∞

𝑦 𝑘 = lim
𝑧→1

(1 − 𝑧−1)𝑦(𝑧)



Exercício

Usando o comando Matlab

residue obtém-se as 

constantes 

𝑐 = [𝑐1, 𝑐2, 𝑐2
∗]

Os coeficientes da expansão podem ser calculados 

usando o teorema dos resíduos da mesma forma que no 

caso contínuo:

𝐺 𝑧 =
10𝑧 + 5

(𝑧 + 0,5)(𝑧2 − 0,2𝑧 + 0,05)

Os polos são:

𝑝1 = −0,5, 𝑝2 = 0,1 + 𝑗0,2,
𝑝2
∗ = 0,1 − 𝑗0,2. Então, pode-se aplicar os

teoremas do valor final e inicial para obter 

𝑦(∞) e 𝑦(0). Para confirmar, pede-se calcular 

a inversa da transformada  𝑧. Para isso, 

escrever:

𝑦(𝑧)

𝑧
=

𝑐0
𝑧 − 1

+
𝑐1

𝑧 − 𝑝1
+

𝑐2
𝑠 − 𝑝2

+
𝑐2
∗

𝑠 − 𝑝2
∗

usando 𝑢 𝑧 =
𝑧

𝑧−1
.

Considere

Usando a tabela de transformada obtém-se
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