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Na fisics atual Dimetrics do made panc restringer
as possive's forms que a Lagrangiana deum eintema

pode ter. Vejamos um exemple. Na Meckni abemos
que-fisice deve new a mesma em referencia's

->

incrciais com und velocidade relative V entre eles.

se *
=

F"+t e t= t

Consideremes une particule live em do referencias

inercizis ses' auc wa velocidoch relate el

Infinitesimal E =o

Da isotropic a homogeneidade do espalo labeled gut
L dfunco apenas de E=O, ond ea velocidade

do paulicula com respecto ans. No referencials'

a lagrangious dove diferiv do Lapean por
uma derived, total. (Justifiquel



i =L10' =() -3/4= L2)
↑
Iinfinitesimal

Usando Taylor
I =L = E2E

O egundo termo dev se uma derivada total
com respects as tempo. Para isso L10Y dev ealiman

emo? ie, -(2E.r. Qualquer outro termo ezChe

stravic termos! L= o2
Para una velocidade finite descom respect as

L' =a=a( +rY=aTa28.+ ra

=L +Tear + art] Ve

Sabeme
que a

=m/2, obriamented





4.Calculo Variacional

Varios problems motivatam a sua criaco:

1)Problema de Dido: qual a maior areade und
superficie cujo perimetro efixo.

2) Problema dePlatear:qual a superficie de menor
area dadas as curvan de aua borda. -0 0

-

3)Catenaria:dada uma correntemassiva de tamanhol
quala sua forms para minimizer a energic potencial?

4)Qual a distanciz minima entre 2 pontos?

Expressemos matematicamente 4:

S ds =xdyz↳bayo.e↑ =dx)

D complimento dacurve entre AeB e

LEy]=S)
O desejado ej(x) panaque Lea minimal,



4.1 Funcionais

Consideremos uma funcio f: R->iR

um funcional d[f] e uma funce

1: CTR) -> R

espaco das - f -> J[f]
funcies wares
-

Sobre

Exemplos:1) LI]] acima

2) Qual a curva que um excorregador sim afrits

com as posies iniciale final fixes para que o

tempo de percore la ea minimo,assumindo conserva
Acyde energia. ↳

at =
dS

=by ↓
Galileo 1638=>T5f(x) =d

X

BernoutLibbe

E

-asis
an

Por NewDon.e



31 Problems de Plateau:2 and is concentrical.

Ibolha de-... Sabao!

com simetric cilindrica:dATBryds
=2πy()dx

:.Ty] =2ifaxa
4.Derivada Funcional

Consideremos funcionais da forme

S[y3 =fa*f(x,y,3....y-
derivals.

x, x2 fixos

facamos variae, y(x)
->y(x)

+dy(x)
↳ infinites,mal

Para Ocaso n=1:y(x) ef(x) fixos => y(x,) =y(x) =0

yes



15y+ Gy] - j[z] =(ax(f(x,y +xy,2 +sy) - f(x,y,y))

jax49+
XI

⑧

immen get - att)+* Ine
2 termo

o ultimatumo

ularc:fast,(t)-It

Logo, d[y+En]-1[y3=Yaxse)-(!]
Definimos a derivada funcional

= - t(t)

Ericio:Para o po de I depender de y'

faca y -> y +9yx y(,) =4(d)-... =yr* (X,) =yc =0



-[]+3]-6I2]=S syge

oudeEloyarlin)
4.3 Equa,o de Euler-Lagrange
Maximos, minimus or pontos estacionarios de um

funcional d[J] satisfigem

5[y +3y)-([3):jaeex =

qualquer que sea to Logo,

Eye =0 que para f(x, y,3) se excreme

of
- *(55)= 0(t)t28

que es eg. de Euler-lagrange.

Emplos 1) Distancic minimeentre 2 pouth no

plano



Nesse caso f =t)

2 -*(8) =0 =il
=>= c =mcomm2 1

)

=>(Y) -m2n +(*) +()-
CE
↓

y x +b= => (x) =me
- Oh!!
a=c

esfristoceneatthe
->> 0

=g)giy=c=a*



2ayi =x)1 +y) = =x

=>y
=(dx x =fax-

Agora x=a (1-cosa"=y
=fd0 a(1-mo) =ala-sind+cL

Assumindo que o ponto de partido ey(0) =0

=>> y
=al-sino) (2)

a determinado impondo que y(xf):If

(1) 2(2) So do equacies parametricas de uma cicld ide
⑦
--3

>I

acueofsalsa raioa

xV

Para um numero maior de funces incognites to ... Yo

j[2n] =fax f(x,z..7:32!..... Zwisi



com y,(xa)ey(B) fixos j=1...N.

Fazeros variacoes J, -> 15+84;cow

Yj(x) =y,(x,z) =0

(T3x +34m)-d[32] =fax)f(x.e.... al-f(x,3,tan, ... Inst
X A

Taylor
=>It Inin) -01s

Partsfate (e)3Ehm
Requerendo que Jsejaestacionario para qualgures 1.

Es k =1
.
. . .
N



Bonus:Equao dageodesice

Pogo:consider um sistema de coordenadas (9.4,*s)
tais que * =(9,729s)

E.g, coordinadas esterics
=(sendcD x +send sent- costrI

As vetores no nova base no normalizada de nove base saw

Em - r k =1,2,3

E.g. coordenada esterior: (5.0.4)

Es =rseno)-sinex +costly) = reno s
-> ->

analogaments Oz = ↑ Co
C

P
- -
- normalizados tradicionais

2, = ere

Um deslocamento infinites, mel e

d =2 dq.= de arethe
Findice, repetida

e o elemento de distancia el
.

as=d.d=2 idq" .edqt= ie;dqid



Definimos a metric come a matric simetrica

gij
=i.e =8je

E.g:Coordenado cartesiance gij =(ii)
coordenada esfricas:gij = 18and
Definimos gis=(g") ij tal que

g'syjx=w
Nota importante Ate aqui trabalhamos urmapaco
Riemanniano (RP), or seja, 0 productor escalar etal que
:10, que significz 9;;7*

~ som soma?

Epossivel manter of formalismo man amp requerimento que
q:;70. Este do caso de espace emirRiemanniano!

Ametrica em relatividade especial elassic pois

d =c'dt-dY



desice:Minimizemos de no lugar deas:

fas=fat g.,Xic*6(t)
oude a curra e dado por x"(t) e permitimosque

gij=Gij(*)! Note que para coordenadas exterious esse e'e

caso. Logo, f = G,, *"(t)*(t)

=isit t

=Gij wh
+
gig x8=rj45- gib*

=

2 8e*:

-(c) =2)xs+gn; ii)
=2)2 454 -Gas*)

Logo, a eq. de EL e

9,Ys=2s xist-1 29*t =0
Reescrevamos o 2: termo?



isyetaloneisanxietiesin
=1)+6)*

) he i
=1(2+2)is

=>Fry4+18+-)x-
Agora x glk
+ 1glk/s +2-)

Definimoso simbolo de Christo fell
l

Tij=1g1b/e+i-I
e a equagao da geodesica eescrita como
x +Tij xixs =0



Exemplo: Plano com coordenadas polares

-Endthe de =rd +dr2

=>Fr*
1
ge*
*
Gr*

=>gr =1 goo-t gr8=

Os simbolos de Christoffelenvolvem deriveden com
especto a new logo a unico termo que sobrevive
e

28 =
2

Por inspeco os termos no nulas law
l=V

↑E
=-g1 -0 =

e

Tr
=1981, 2):1900s

As eqe da geodesica so
9 =r =0

o +i8 =0



5. Principio de Hamilton

eq. de Euler-Lagrange no calculovariacionale
a luesma que da Mecnico quando identificmas

x-2t;y(* -> qyItif(X,7,182) -> h1t,72,9e)

-chamama LI]] de SEGT a acao:
+2

S =fdt L(t,9,19a)
tu

com qutil e qtr) fixedLogo requerendo

que a acpo sefa estacionaric
obtene as

2q de movimento

()-
ond name you 7xtfu+t59e8qalti)

=0ft) =0

5.deHamilton:Dado um sistema mecanico
holonomico descritopola Lagrangiana ((q,,t), a

③movimento do sistema entre or tempos tietz e

tal que a aco



S =(a t (1q,9,t
12 R

eminima lestacionarial para posies iniciais e finals

fixas. Tambi'm chamado principio de minima aco!

Dada a sua importancia, repitamas a prove.Seja o a poluio

do eg. de movimentoEntco,

8 S =LT, E17n]-L [E] =0
taylorStateand

sporpate. "t Goal-tal)+aFlI
o ultimo termosnrlo pois fultile faltal estar fixes,

i.e., d7x(t) =(qn(tz) =0

=Sate &qnTalentall
=>En satisfy (a) R=1

...
N

Okt
--



Definico:duas Lagrangianzs sr ditas equivalentes.
se elas difrem por uma derivade total no tempo

de uma fruso f(9,t), ie,

[(q,9,t) =((7,9t) +qf(q,t)

Teoremd: Lagrangianas equivalente levam as mesmas
eq's de moviments

+2 +2

5 =Sdt [1q,q,t)= (de (19,9,t)-(atd
=

S +f(q(t),tr) = f(q(t),t1)

Como Varian esto ujestas a dq(ti) =dq(k) =0

segue gar 8S=85!

emplo:Consider um penduloplaco cajo pout
de suspensin more-se horizontalmente of velocidade
a constante --- ---UED

-

abimg u=-mgtad



Nest 2000

T =mT(x +Locso+(-lsino
e

2 =T- u =(x +2+2(4cs0)+mglaO
Mas Y =0=constante oque permite escrever

↳=m**+ mglcoso-nt-mlosing
Note que eq. de movimento paic 8 ea messa de se

o pouts de suspenio estresse panodo! Expliqued

Fato interessante:Aagreminima para alguns
calos man pana outros elc e um ponto estacio-
nario (pouto decela), ie, 23 =0 man now minimo

mem maximo. Para maipies detaches rega
C. Gray and E. Taylor, American found of Physics 15
(2004) 434


