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Respostas da Lista 6 I

1. Um projétil € disparado verticalmente da superficie da Terra com velocidade inicial vy e retorna
ao solo apos atingir sua altura maxima. Desprezando perdas, calcule:

a) A sua deflexdo devido a “forca"de Coriolis.

b) A deflexdo de um projétil se ele fosse solto da mesma altura maxima.

Respostas: Considerando apenas a forca ficticia de Coriolis (desprezando outros termos nao inerciais),
notamos que a direcdo na qual ela atua é diferente da forca peso. Assim, as equacdes horarias usuais
de lancamento vertical na coordenada z nos fornecem o “tempo de vdo”, durante o qual atua a forca
ficticia em questdo, responsével pela deflexdo.

z(t) =0,
y(t) = QcosO(gt? — 2upt),

z(t) = vot — %.

Pela equacdo de z, sabemos que o tempo de voo é At = 2vw/y. Substituindo esse valor em y(t), e
sabendo que y(0) = 0, temos a deflexdo

4Q sin 0 Dv

a) Ay = — 35

O caso seguinte € semelhante, com diferenca no tempo de v6o, e resulta na deflexdao

Qsin6Dvd

b) Ay = 35

2. Umrio de largura D corre em direcdo ao norte numa latitude ¢ com uma velocidade vy. Encontre
a diferenca de nivel da 4gua entre as margens esquerda e direita do rio.

Resposta. Considerando novamente apenas o termo ficticio de Coriolis, notamos que o deslocamento
latitudinal do rio faz com que essa forca aponte na dire¢cdo longitudinal (de forma que a margem leste
fica maior porque o rio se desloca do sul para norte).
Como a superficie d’agua deve ser nivelada em relacdo a forca da "gravidade aparente"(i.e. a soma
da forca peso com Coriolis), temos uma relacdo de tridngulos semelhantes tais que
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3. Um péndulo de comprimento L e massa m estd suspenso no teto de um trem que se move com
velocidade constante v ao longo de um circulo de raio 2. Resolva as equacdes de movimento do
péndulo analogamente ao que foi feito para o péndulo de Foucault. Nao se esqueca de levar em
conta a forca centripeta. Justifique suas aproximagaes.

Resposta: A principal suposi¢do que deve ser feita € de que 6 (o angulo de rotagdo do péndulo em
torno do eixo z) € pequeno, de forma que

162
7= 72 +1sin 6 (cos ¢T + sin ¢y)
~—~—
~0
onde ¢ é o angulo projetado no plano zy. Com isso,

4 Te T
T~ (_Tx’_Ty’T) .

Aplicando isso na equacdo envolvendo as forgas ficticias, deve-se chegar as equacdes

i+ Q% = 2wy,
i+ 0%y = —w?R — 2wi

onde Q = w2 — w?. A solugo é mais facil se for usado o método matricial.



4. No sistema da figura abaixo, a massa m, move-se sem atrito sobre uma mesa horizontal, enquanto a
massa m; pode mover-se apenas na vertical. Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange
obtenha a tensdo no fio, o qual ¢ inextensivel. Expresse sua resposta em termos da quantidade
conservada e de r.

Resposta: Ha somente um vinculo no sistema (a inextensibilidade da corda que liga os blocos), dado
por z + r = cst.. Para tratar esse vinculo com o formalismo de multiplicadores, tomamos sua forma
diferencial = —Z e o comparamos com

Zalk% +ay=0.
2

Em seguida, usamos Euler-Lagrange com vinculos, a fim de obter equacdes para cada coordenada
generalizada envolvendo A. Isso nos permite encontrar uma expressao de A em termos das quantidades

dadas no enunciado, que corresponde a tensdo no fio (tendo em vista a interpretagdo de forgas
generalizadas associadas aos vinculos). A expressao final é:

LQ
T'=A= ki < 2 +g> )

my + mg \ mar3

onde L € a quantidade conservada (momento angular).

5. Considere o movimento de uma particula em trés dimensdes que esta sujeita aos vinculos

(2 +y*)dz+22d2 =0, (2 +y*) dy +yzdz =0

Resposta: Isolamos z dz nos dois vicnulos dados. Teremos entdao a EDO

dy dw
y T

y=Cx,

sendo C' uma constante de integragdo. Substituindo o resultado acima no primeiro vinculo e integrando,
chegamos a outro vinculo:

Py 4+ =K,

onde K também veio da segunda integracao. Note que ambos os vinculos sdo da forma f(x, y, z,t) = 0.
Assim, trata-se de um sistema holénomo.



6. Considere n osciladores harmonicos de massa unita cujas posi¢des sdo xi. As frequéncias dos
osciladores sdo distintas, i.e. se k # j entdo wy, # w; . Este sistema estd sujeito ao vinculo

n

2 _
E r, =1
i=1

a) Utilizando multiplicadores de Lagrange, mostre que as equacdes de movimento sao
T + wi:z:k = 2\zy,

b) Mostre que ) _ (2% + @) = 0 e obtenha as equacdes de movimento eliminando o multipli-
cador de Lagrange.

¢) Mostre que as seguintes n quantidades sdo constantes de movimento:
2
(z12h, — xziﬁk)

Fk ($k7$k = {L‘k—|— Z

w? — w?
=1, I£k k l

Solucao.

a) O vinculo dado no enunciado € holonomo. Derive-o em relagcdo ao tempo, e em seguida
compare-o com

> e +ay=0.
k

Com isso, obtemos os coeficientes a;,(= ;=1 = 27%) que acompanham o multiplicador de
lagrange na equacdo de Euler-Lagrange com vinculos ndo holénomos. Fazendo as derivadas da
lagrangeana, chegamos a equacdo desejada.

b) Derivando o vinculo dado em relacdo ao tempo duas vezes chegamos precisamente a equacao
que foi pedida nesse item.

Utilizando a resposta do item anterior, multiplicando ambos os lados por x; e fazendo a soma
sobre todo k, chegamos a uma expressao para A, que pode ser novamente substituida na equagao
de movimento original, eliminando o multiplicador.

¢) Basta mostrar que Fk(xk, ty) = 0 utilizando as propriedades até aqui trabalhadas (o vinculo,
sua derivada em relacdo ao tempo, etc.)



