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Solucdo da Lista 3 I

1. Considere uma maquina de Atwood como mostra a figura abaixo, onde o corpo de massa m oscila
em um plano enquanto que o de massa M move-se verticalmente. O cabo que une as duas massas
e as polias sdo ideais. Obtenha as equagdes de movimento deste sistema.
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Solucao.

* Coordenadas generalizadas: deslocamento vertical (2) do corpo de massa M, deslocamento
angular (0) e radial (r) do corpo de massa m.

 Existéncia de vinculos: Como a corda € inextensivel, seu comprimento € constante, de forma
quer+z =1 = 7 = —z. Dessa forma, como tinhamos trés coordenadas generalizadas e um
vinculo (holdnomo), entdo devemos obter 3 — 1 = 2 equac¢des de movimento

* Energias cinéticas e potenciais de cada corpo: Adotamos a altura da polia como altura de
energia potencial gravitacional nula (isso define o sinal negativo de suas expressdes escritas
abaixo). Dessa forma, temos

Mz2 Mi?
corpo de massa M: Ty = 22 = ; , Vu=—Mg(l—r)
corpo de massa m: 1, = % (7’“2 + r292> , Vi = —mgrcosf

* Construcao da lagrangeana: Somamos as energias cinéticas e subtraimos as potenciais

L:T—V:(TM+Tm)—(VM+Vm)

M2 .
= ; —I—% (’2+r292> + Mg(l — 1)+ mgrcost

* Equacoes de movimento: Calculamos as derivadas parciais de L em relag@o as coordenadas e
velocidades generalizadas a fim de usar Euler-Lagrange.

oL .
20 = —mgrsin ¢ d ' ' _
para 0 = — <mr29> = —mgrsinf® = |2r70 +r*0 = —grsind
OL 2 «
00



—— = —Mg + mg cos 0 + mr?

para r gz = %[(M—i—m)f] = — Mg + mg cos 6 + mr6?

= | (M +m)i = —Mg + mgcos 0 + mr6?

2. Considere o movimento de um corpo de massa m que pode mover-se em um plano vertical. O
corpo estd suspenso por uma mola de constante elastica ¥ = mw?2cujo comprimento natural é
[. Escolhendo coordenadas convenientes para descrever o movimento, obtenha a Lagrangiana do
sistema e as equagdes de movimento correspondentes.

Solucao.

* Coordenadas generalizadas: Como o corpo estd restrito a um plano vertical e a mola permite
distengdes em direcdo radial, usamos as coordenadas generalizadas r e 6.

» Existéncia de vinculos: O enunciado impde o movimento num plano vertical, de forma a
podermos trabalhar em duas dimensdes. Assim, a priori ja desconsideramos o uso de uma
segunda varidvel angular na escola das coordenadas generalizadas.

* Energias cinética e potencial: Considerando o ponto ao qual a mola esta fixa como aquele que
define o zero da energia potencial gravitacional, temos

_ Mo 242 _ ko
T—2<r +T9>,V— mgrcosé’+2(r l)

* Lagrangeana:

: k
L=T-V = |L= % <7"2—|—?"202) + mgr cos§ — E(T—Z)Q
* Equacoes de movimento:
OL ,
20 = —mgrsin 6
para 6 = — (mr20) = —mgrsind = |2r70 +1r*0 = —grsinf
oL o dt
— = mr-f
00
L .
oL = mr6* +mgcos — k(r —1)
ara r or = — (mr') = mré> + mgcosf — k(r —1) =
P oL , dt
o

= | mi'=mré* +mgcosf — k(r — 1)




3. O corpo de massa M pode mover-se sem atrito ao longo do eixo x da figura abaixo. Por outro
lado, o corpo de massa m estd suspenso por uma barra ideal que esta presa ao corpo de massa M.
Assumindo que o movimento da massa m tem lugar no plano vertical que contém o eixo z, escreva
a Lagrangiana do sistema e obtenha as equagdes de movimento do sistema.
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Solucao.

* Coordenadas generalizadas: Deslocamento horizontal (z) do corpo de massa M, desloca-
mento angular (6) de m.

* Energias: Convencionamos energia potencial gravitacional nula na altura da barra em que se
move M. Além disso, a posi¢do do corpo de massa M € 7y, = (x,0) e a do corpo m é dada por
m = (x — Lsinf, L cos §). Dessa forma, suas energias sao

M i?
corpo de massa M: Ty, = ‘

) VM =0
1 . .
corpo de massa m: 1), = §m (x'2 —2L0cosO + L292> , Vi = —mgLcosf

* Lagrangeana:
L=T-V = (TM+Tm)—(VN1+Vm)
Mi? 1

|5ty (:1'32 — 9Lif cosf + L292> +mgL cos 0

* Equacoes de movimento:

L )
%szSin@(mﬂ—g) q

para 6 = mL— (—$cos€+L9)szsin9<:b9—g> =
oL . dt
i —mLi cos§ +mL?0
= Lé—icos@+3bésin9:sin9<a’cé—g> = |LO—icos =—gsinb

oL
5 - :

para x oL = = i(M—i—m)—mL(@cos@—WsinQ):O
%:jc(M%—m)—mL@'cos@

ou, percebendo que = é coordenada ciclica, podemos escrever simplesmente

i (M +m) — mL# cos § = constante.



4. Considere um péndulo simples de massa m que pode mover-se num plano vertical.

a) Obtenha a Lagrangiana e as equagdes de movimento no caso do ponto a que o corpo esta
preso mover-se num circulo no plano vertical com frequéncia . Vide figura abaixo.

b) Repita o item anterior assumindo que o movimento do ponto onde o péndulo esti suspenso
se move apenas horizontalmente, obedecendo x = a cos(7t).

¢) Repita o item anterior mas assumindo que o movimento é y = a cos(yt), com movimento
apenas no eixo vertical.

Solucao.

a) Seja 0 o angulo entre o centro do circulo e o ponto de apoio do péndulo e ¢ o angulo entre o
ponto de apoio do péndulo e a massa m. Assim, a posicao do corpo € dada por

7= (acosf + lsin ¢, asinf — [ cos ¢)

onde ¢ € a coordenada generalizada (6 nao o é pois sabemos que # = ~¢, como dado no
enunciado), de forma que a energia cinética assume a forma

T = % a?y? + 129% + 2av1o sin(¢p —0)|

enquanto que a energia potencial fica, assumindo o zero no eixo horizontal desenhado na figura,
dada por

U=—mg(lcos¢ —asinf) .

Assim, a lagrangeana € escrita como

L=T-U = L:%[a272+l2q252+2a7lq§sin(gb—0)]—mg(lcosng—asin@)

e usando Euler-Lagrange, as equacdes de movimento sdo dadas por

d
para 0: — (

- ; —
iy lp —ay”cos(p—0) = —gsing

oLy _ oL
o0 ) 00

b) Como o deslocamento € apenas horizontal, a posi¢do (cuja unica coordenada generalizada é )
agora € escrita como

7= (acos(yt) + Isinf, —lcosb) ,



e as energias e a lagrangeana ficam exprimidas da seguinte forma:

T = % [CLQ’yz sin?(yt) + 120 — 2a~10 sin(~t) cos 9} , U= —mglcosf =

= |L= % [aQ’yQ sin?(yt) + 126% — 2a~160 sin(~yt) cos 9] +mglcos@|.

Dessa forma, para 6 a equagdo de movimento é

10 — ~%a cos(yt) cos = —g sin 0

¢) Como o deslocamento do ponto de apoio do péndulo € agora na vertical, temos a posi¢ao escrita
como

7= (Isinf,acos(yt) — lcosb) ,

de forma que a lagrangeana tem a seguinte expressao:

L= % 126 + a®4% sin?(yt) + 2a~16 sin(yt) sin 9} —{mglacos(yt) — lcos O]} |.
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A equagio de movimento correspondente para a coordenada generalizada 0 é

160 4 a~y? cos(yt) sinf = —gsin 6| .




5. Um corpo de massa m move-se sobre o interior de um paraboloide de revolugao

Py =p =aza>0.

Considere que a energia potencial gravitacional ¢ dada por U = mgz. Escreva a Lagrangiana do
sistema e obtenha as equacdes de movimento. Quais sdo as quantidades conservadas?
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Solucio.

* Coordenadas generalizadas: p, ¢ ¢ z.

* Vinculos: A equacio da paribola dada no enunciado impde um vinculo holénomo, p? = az,
de forma a tornar redundante uma coordenada generalizada. Assim, devemos ter 3 — 1 = 2

equagdes de movimento regendo esse sistema.
* Energias cinética e potencial:

2
U:mgz:mgp , T =
a

m
2

* Lagrangeana:

(p2 + 22 4 p2¢2> =3 <p2 + 000" + §p2p2> (5.1)

422 2
L=T-U = L:%(p2+p2¢2+ p2p>_mgp (5.2)
a a
* Equacodes de movimento:
oL . 4p° 2
dp a? a d [4mpp? . 4p? 2mgp
para p = —( : —|—mp):mp(¢2—|——2>——
OL  4mpp? ' dt a a a
3_/6 =2 +mp
(5.3)
4 . . . g 4p 2gp
= |5 (00 +2p8") + i =p (¢2 ; ) - — (54)
oL
— =0
0¢ d( =
para ¢ oL = &<mp¢>:0 = |2ppp+p°p=0], (5.5)
9 mp*¢
p



oump?¢ = L (onde L é uma constante). As quantidades conservadas sio a energia (pois o sistema ndo
¢ dissipativo, e portanto invariante mediante translacdes temporais) € 0 momento angular na direcao z
(associado ao deslocamento angular ¢) - esse ultimo é evidenciado pelo fato de ¢ ser uma coordenada

ciclica (i.e. 9,L = 0).



