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Solucao da Lista 1 I

1. Utilizando coordenadas esféricas, obtenha:

a) A velocidade de uma particula;

a) A aceleracdo de uma particula.

a) Sabemos que a posicdo de uma particula qualquer num sistema de coordenadas esféricas, em
que a base (r, 0, ¢) é definida por

7 = (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos )

0 = (cos B cos ¢, cos O sin ¢, —sinf)
92) = (_ sin ¢7 CO8 ¢a O)
€ 7= rr. A velocidade dessa particula é entdo
L. dr o d(rr) P
V=ET=— = =77+ rr.
dt dt

Podemos escrever 7 em termos dos outros versores usando a regra da cadeia:

di  Ordo  OFdp

7= T2 + dodt \(cochosgb, cosvesingb, — sin @) 0 +£— sinesingzﬁlrsiné’cosqﬁ,OZé.
6 sin9d3
Logo,

U= i’f—kréé—i-rg'bsinﬁg;ﬁ
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b) A aceleragdo da particula é dada por a = . Assim, basta derivarmos o resultado do item
anterior, abrindo as regras da cadeia

V= i (rf + rdf + drsin 6d3>

dt
_ (rr + rr) + (féé + b6 + réé) + (ér sin 06 + i sin 66 + qsrds;? 9

é + ér sin HdS)

como as derivadas de cada versor correspondem a

(f’zééquian.bgg

L 90d0 90 do o A
0_8_Q£+8_¢E__0T+¢COSH¢
: 9pde g .

kqﬁ—8—¢E——¢<sm€r+cosﬁt9>

entao temos
U= 47 <9é + sinﬁqﬁ) +
+ 700 4 r60 + r (—Hf + g'bcos 9(&) +
+ ¢r sin ¢ + @i sin 06 + dbr cos O + ¢r sin 6 (—gb sin 07 — ¢ cos Gé)
= (r — 16 — $*rsin? 9) 7+ <27°9 + 76 — ¢*rsin 0 cos 9) 0 +

+ (27’“ sin 0¢ + 2rfd cos 6 + ¢r sin 9) )

a= (r —rf? — 9232r sin® 0) 7+ (27’"9 + 7 — g52r sin 6 cos 0) 0+ (27‘ sin 9<ﬁ + 2r6’gz§ cos 6 + ¢rsin 9) ng)




2. Considere um sistema de N particulas. Mostre que a energia cinética total com respeito a um dado
referencial € a soma da energia cinética com respeito ao centro de massa mais a energia cinética
do centro de massa.

Considerando um referencial inercial em relagdo ao qual temos um sistema de N particulas,
denotemos por [? a posi¢do de seu centro de massa, e por {7;},_; , a posi¢do de cada uma das
particulas que constituem o sistema. Em relacdo ao centro de massa, cada uma das particulas tém
coordenada 7;’, de forma que

F=R47. 2.1)

Usando essa expressao, podemos calcular a energia a energia cinética desse sistema em relagido ao
referencial inercial em termos da coordenada do centro de massa e das coordenadas relativas das
particulas:

N
T:Z%?ﬁ 2.2)
i=1
=37 (7 R) -
i=1
:ZTZ<R2+2R-FZ~’+F/2> 2.4)
=1
m; = N : N m
i 32 = P 5579
§2 N . N . N o
= | Domi AR Doma |+ | D] S (2.7)
=1 i=1 i=1
M 0
MﬁQ N my; -,

A somatdria do meio se anula em (2.7) pois a menos da derivada em 7/, trata se da posicédo do
proprio centro de massa em relacio a si mesmo. Na expressdo (2.8), o primeiro termo € a energia
cinética do centro de massa, € a somatoria € a energia cinética das particulas relativa a esse ponto.



3. Uma particula de massa m move-se ao longo do eixo x estd sujeita a uma for¢ca —ax. Partindo da
posi¢ao x(0) = zy com velocidade &, = vy, obtenha v(t) e z(t).

Pela segunda lei de Newton, a forca resultante dada no enunciado pode ser equacionada com a
aceleracdo da particula:

Fr =mZ& = —azx. 3.1

Como o movimento esta restrito a uma dimensao, por simplicidade trabalharemos com os mddulos
das quantidades de interesse. A equacdo acima € mais facilmente solucionavel se usarmos a variavel
v = ¢. Assim,

mi=—-at = mi=-av = ()= —gv(t). (3.2)
m
Integrando a equagdo acima, obtemos:
d d [ /
Yo % o Yo Ty = T Yy =
dt m v m v m
V0 to
= In (3) = —g(t —ty) = v(t) =wvpexp [—g(t = to)] . (3.3)
Vo m m

Usando a condi¢do de contorno &y = vy, concluimos que ¢, = 0. Logo,

v(t) = v exp (—%t) ) (3.4)

Por outro lado, a posi¢do x(t) € obtida ao integrarmos a expressao acima:

t t
/dt’v(t’) = /dt’ Vg exp (—%) = (3.5)
m

to to

t t
t/

= /dt/ o(t') = vo/dt/ exp <—&—) = (3.6)
m

- [Zc(t)]zo:o ~ v <—Og> o (—%)] - @)
= 2(t) = 2(0) + v (—%) [exp (-%) - 1} = (3.8)
= |a(t) =20+ % {1 —exp (—%)] . 3.9)




4. Uma particula de massa m move-se em uma dimensao no semi-eixo = > 0 sob acdo do potencial

V(x) S b

26 " p12’
onde a,b > (0. Obtenha
a) A forca atuando na particula;
b) Os possiveis movimentos que a particula pode descrever;

¢) A distancia de equilibrio e o periodo de pequenas oscilagdes em torno do minimo.

Solucao.

a) O moddulo da for¢a F' atuando na particula, na direcao z, é dada por

dU (x) d a b (—6)a (—12)b 6a  12b
Pl =% :_%<_E+ﬁ>: A

b) Os possiveis movimentos que uma particula sujeita ao potencial V' (x) dado sdo:

e E € (—V;,0): movimento oscilatério em torno do minimo

Enquanto £ estiver abaixo de 0 e acima do limite inferior importo pelo potencial dado,
—V5, havera movimento oscilatério em torno do minimo dessa fun¢do. Quanto maior for
o valor de E nesse intervalo, maior a anarmonicidade da oscilacao.

e F € [0,+00): trajetoria retilinea assintdtica

Caso a energia seja nula ou positiva, a particula tende assintoticamente a +oo.

e = —Vj: repouso.

A particula permanece parada em x, com a menor energia possivel.




¢) A distancia de equilibrio € a abscissa z tal que F'(xy) = 0. Assim,

6a 12 <2b)1/6
T+ 20 = |ze=4 (= ,

x7 13 a

com o sinal positivo pois o enunciado delimitou o problema ao semi-eixo positivo.

J4 o periodo de pequenas oscilagdes harmonicas em torno desse ponto pode ser obtido por meio
da expansdo da energia potencial em séries de Taylor, centrada em z, até segunda ordem:

o0

U(”)(arg)(x — )"
n!

U"(x0)(x — x)*

= U(LU(]) -+ U/($0)<x — 230) -+ 5

+ O(2?).
Como U’(xg) é justamente a derivada de U (z) no ponto critico zy, 0 termo de primeira ordem
¢ nulo. Ao tomarmos a derivada U’(x), o termo constante U (z() também se anula, e resta

dU (z)
Cdr

F=mi= = —U"(xo)(z — x0)

de forma que

mi = —kx = -U"(z0)r = T:27T1/%,/€:U”(.To).

Note que a expressdo acima de 7' € geral para qualquer movimento de pequenas oscilagdes em
torno de minimos locais de um dado U (z) (ou seja, basta calcular a segunda derivada de U (z) e
avalid-la no ponto de minimo, e vocé tera o periodo de pequenas oscilagcdes). Podemos escrever
o periodo de pequenas oscilacdes desse exercicio, apds alguma manipulagdo algébrica, como:

T
T = 3—a:co 2mb




5. Utilizando a conservagao de energia e integracdo, obtenha a solucdo de uma particula na presenga
do potencial

Solucao.

A soluc@o de um corpo sujeito a um dado potencial geralmente se refere a posicdo em fungao
do tempo. No caso desse exercicio, aceitamos como resposta essa funcao horaria ou o periodo (ndo
perturbativo) de oscilagao.

Consideragdes gerais: Trata-se de um potencial dado por uma fung¢ao par, que tem um minimo local
(e global) em x = 0, e tende assintoticamente a 0 conforme x — +o0o. O coeficiente U, determina a
“profundidade" desse poco de potencial, enquanto o coeficiente « esta relacionado a “largura" desse
poco, como mostra a figura abaixo.

U(x)
X
U(x) = _coshg(%ax)
U(x) = — b

A energia total (F) de uma particula nesse potencial esta compreendida em [—Uj, +00). Note que
se £ = Uy, ela necessariamente deve estar em repouso no ponto o = 0. Se F € (U, 0), a particula
oscila em torno do minimo. Caso £ > 0, a particula vai a x+ — =00 em movimento nao uniforme (e
o sinal depende do sentido da velocidade inicial).

Assim, o periodo de uma particula nesse potencial é bem definido se sua energia total £ estiver

m (—Up, 0). Assumindo que £ estd nesse intervalo, a conservagdo de energia nos permite escrever

. 1 . UO U(]
E=T()+U(z) = -mi* — 3 = — 5 . (5.1
2 cosh”(ax) cosh” (axg)
- ~~ g - ~~ -
energia num ponto qualquer energia no ponto extremal

Dessa forma, podemos substituir a expressdo acima na féormula (deduzida na aula 3) para o periodo
de oscilacdo qualquer:
o

T m dx
Y e - 52
2 V2 E—U(x) >2)

—x0

m dz
)

cosh?(azxg) cosh(azx)
54
=\ 20, / \/ — (5.4)

cosh2 (az) cosh(azo)

[ m cosh(ax)
= d 55
2U0 1— cosh? (ax) v ( )
) cosh?(azxg)



Consideremos a substituicdo u = sinh(az) ( = du = a cosh(az)dz ) e a identidade cosh?(az) =
1 + sinh®(ax). Efetuando a integral,

sinh(axo) sinh(axo)

T_ 12m / du 2m / du
Uo 1— ¥ |E| ud — u?

sinh(—azg) ug sinh(—axo)

chegamos a

SR O E IV T Y B o )
aV —F Ug

sinh(—axo)

As respostas que chegaram a um z(t) compativel com o periodo acima também foram consideradas.



