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Equilibrio com Mercados Completos

Tempo 0 vs Troca Sequencial

Descrever equilibrios competitivos de economias de trocas puras com horizonte infinito e
dotacoes estocasticas.

Util para analise de risk sharing precificacao de ativos e conumo.

2 sistemas de mercados completos que, com ativos e momento de troca distintos, reultam na
mesma alocagao de consumo:

1. Estrutura Arrow-Debreu com mercados completos em contigent claims datadas todas
trocadas em um periodo 0; e

2. Estrutura de troca sequencial com ativos de Arrow completos de um periodo.

— Permitem risk sharing completo

A configuracao fisica: preferéncias e dotacoes
Histéria de eventos: s' = [sg, 81, .-, S¢];
Probabilidade associada a uma histéria de eventos: m(s®)

— Probabilidade condicional : m(s'|s7) V7 < t

Trocas ocorrem depois de sg ser observado. Define-se, entdo, m(sg) = 1
Na secao xx, assume-se que 7(s¢) é niduzido por um processo de Markov.
I consumidores
Consumidor i tem dotagao estocéstica de um bem dependente de s;: v (s?)

st é publicamente observavel



e Consumidor i consome com dependéncia histérica: ¢* = {ci(s')};2, e ordena tais fluxos de

8.3

8.4

consumo por:

Ui(e) =) Bluiley(sM]m(s') = Eo Y Bluilc) (1)
t=0

t=0 st

onde u;(c}) é fungao crescente, duas vezes diferencidvel, e estritamente concava no consumo
e satisfaz a condicao de Inada: lifn ul(e) = 400
cl0

Condigao de factibilidade: Y ci(st) < S yi(st)
; i

7

Arranjos de troca alternativos

Processo estocéstico de 2 eventos: sy € S = {0,1}

Estrutura de Arrow-Debreu: mercados se encontram no tempo 0 para trocar direitos sobre
consumo em todos os periodos t > 0, i.e., Vs t > 1;

Estrutura de Trocas Sequenciais: em cada periodo, a economia transaciona direitos contin-
gentes para um eriodo a frente.

Ambas apoiam alocagoes identicas de equilibrio que depende apenas da realizacao da dotacao
agregada e de parametros independentes de tempo descrevendo a distribuigao inicial de ri-
queza.

Problema de Pareto

Eficiéncia é referéncia.

Planejador que resolve problema de Pareto (com pesos de Pareto nao negativos) sujeito a
condicao de factibilidade:

I
W= Z/\iUi(ci) (2)

CPO:  Btul(ci(st))m(st) = )\i_lﬁt(st) (3)
A CACI) DY

TACIC) @

— ci(s') = uy (3Ruh (ci(s1)) (5)

Sup (3R (e (sh) = Y wi(sh) (6)

Logo, Vi, ci(s?) depende apenas da realizagao da dotagao agregada (e ndo da histéria especifica
st, ou da distribuicdo cross-section das dotacoes realizadas em t.



8.5 Transacgoes no tempo 0: ativos de Arrow-Debreu

e Consumidores podem realizar trocas de direitos de consumo no periodo t contingente a
histéria st ao prego ¢ (s?)

e Objetivo: Equacao

e Restricio Orcamentdria: > Y q?(st)ci(s) < S0 3 ¢?(sh)yi(s?)
i=0 st i=o st
CPO : ggf((sc:)) = g (s') Vi, t,st (7)
t
= Blullci(sh)]m(st) = uiq?(s') Vi, t, st (8)
wilei (D] o
- AT (9)

e Um equilibrio competitivo é uma alocagio factivel (¢! = {ci(s')}$2,) e um sistema de pregos
({g?(s1)}52,) que, dado o sistema de pregos, a dita alocagdo soluciona cada problema dos
consumidores.

— A alocacao de equilibrio soluciona a condicao de factibilidade, a restricado orcamentdaria
e a equagao (9).

Equagdo 9 = ci(s') = uf "ty [c%(st)]% (10)
CF = Y ulei(s")] 5 = S wils") (11)

Logo, c](s') depende apenas da dotagdo agregada corrente e da fragao {% ][:2. Tendo
a alocacao de equilibrio, tem-se a fungao de precificacao de equilibrio, dada pela equacao

).

e Uma alocacao de equilibrio competitivo é uma alocacao Pareto 6tima particular que define
Ai =y !, Adicionalmente, os precos-sombra do problema de Pareta (6;(s')) equivalem a
¢?(s') para os bens a serem entregues em t sob a histéria s’. Estes resultados segues o
Primeiro e Segundo Teoremas do Bem-Estar.

e Um sintoma da estrutura transacional de uma vez por todas e com liquidagao central é que
cada consumidor se depara com uma RO que restringe trocas em todos os periodos e histérias.

e Algoritmo de Neigishi para computacionar um equilibrio:
1. Defina um valor positivo para algum p;. Advinhe os demais ;. Solucione para a
alocagao de equilibrio;
2. Solucione para ¢?(s') para algum consumidor

3. Parai=1,...,1, verifique a RO. Para os i’s que o custo de consumo exceder o valor da
dotagao, aumente p; e para os que a desigualdade estd invertida, reduza p;.

4. Ttere os passos 1-3 até a convergéncia.



8.6 Algoritmo computacional mais simples
e Especificar as preferéncias permite evitar a iteragao dos pesos de Pareto como no algoritmo
de Neigishi.
8.7 Primer em Precificacao de Ativos

XX

8.8 Transagoes Sequenciais

e Ativos de Arrow: em cada periodo ¢ > 0, apenas na histéria realizada st ocorrem trocas em
um conjunto completo de direitos contingentes de consumo de um periodo a frente.

e A alocacao de equilibrio nesta estrutura sera a mesma que a encontrada na estrutura anterior.
e Um passo crucial na construcao do arranjo de trocas sequenciais e a identificacdo de uma

variavel que sirva de estado endégena na funcao valor para o consumidor no periodo ¢ sob a
t

histéria s*.
e A riqueza de um consumidor em um periodo ¢ apés a histéria s* pode ser decomposta em:

1. Riqueza Financeira: posse de ativos de Arrow no inicio do periodo ¢ que é contingente
ao estado corrente s'; e

2. Riqueza Nao Financeira: Dotacoes futuras.

e Riqueza Financeira:

Ty(s") = Zt ZI q5(sT)[e5(s7) — yr(s7)]
RO = Yi(s)=0 Vi
I
Z Ti(s") =0 Vit, st
=1

e Deve-se prevenir esquemas de Ponzi com a restrigao mais fraca possivel = Limites Naturais
de Divida: o pagamento da divida contingente do consumidor deve ser factivel em todo estado

possivel. Representacdo do Limite Natural de Divida no perfodo t sob a histéria s

Ai(s) =S =10 37 s (s (s7) (12)

sT|st

este é o valor maximo que um agente ¢ consegue pagar assumindo que seu consumo é zero
sempre. A condigao de auséncia de esquema de Ponzi é entao que o consumidor ¢ no periodo
t — 1 e histéria s'~! ndo pode prometer pagar mais que Ai(s?) condicional & realizagio de s,
no proximo periodo.



e Denote por ai(s') como os direitos a consumo no perfodo ¢ além da dotacdo yi(s?) que o
consumidor i traz ao periodo ¢ na histéria s’ e Qt(st+1|st) como o kernel de precificacao
interpretado como o prego de uma unidade de consumo no periodo t+1 sob a realizagao s;11
em t + 1 quando a histéria em t é st.

RO : &(sh) + SZI djyr (st41,8")Qu(s011s") < wilsh) +aj(s")
NP ) =g (s") < Ap (s
= L'= tg:o %; {Bui(ey(s"))me(s") +mi(s') [yi(s") + ap(s') — i(s') —
;1 Ay q (s00158") Q50115 8")] + s%: vi(s's se=1) [Af1 (877 + a5}
= CPO [g(s")] : 5tu§(5i‘(8t))’7fz(5t) —ni(s") =0
= COPO lag,q(se41,8")] : —1i () Qi (s01115") + v (s st41) + g (5141,5") = 0

O limite natural de divida nfo é binding no equilibrio pois se houvesse qualquer histéria st+!
que levasse a tal limite, o consumo seria igual a zero dali em diante e como liin u}(c) = oo,
cl0

isso significaria que as utilidades marginais seriam infinitas, o que torna evidente a existéncia
de alternativas acessiveis que resultam em maior utilidade esperada ao postergar consumo
apos tal restrigao. Logo, vf(s';si41) = 0.

U (G (s)

u;i(G(s"))

B 7 (s s)  Vsgpq,t, s’ (13)

V(5" 8041) =0 = Qi(s41]s")

e Um equilibrio competitivo com transacoes sequenciais de ativos de Arrow de um periodo tem
uma distribuicao de riqueza inicial “(s'0), uma colegao de limites de empréstimo { A} (s")} sa-
tisfazendo a equacdo (12) Vi, ¢, s*, uma alocagao factivel {¢'}1_;, e kernels de prego Q;(s;+1]s?)
tais que:

1. dados os kernels de prego, a distribuicao de riqueza inicial e os limites de empréstimos,
a alocagao de consumo ¢ e o porfélio {a; ., (s¢+1,s")} solucionam o problema do consu-
midor Vi; e
2. para todas as realizacoes {s'}$2,, tais alocagoes e portfélios satisfazem > é&i(s') =
i
i (ot =i £y
>ovi(s') e Yoaiya(seq,8") = 0.
i
e Definindo a riqueza inicial como 0 e o kernel de precos como respeitando ¢, ; = Q¢(si41]s") g (s"),

onde ¢f(s*) é dado pelo equilibrio de Arrow-Debreu, tem-se equivaléncia deste tltimo com o
equilibrio de transagoes sequenciais.



8.9 Equilibrio Competitivo Recursivo

e No nivel de generalidade até aqui, os kernels de precos e as distribuigoes de riqueza na
economia de transacoes sequenciais dependem da histéria s*, o que os torna funcoes do
tempo de todos os eventos passados {s;}Y_,. Isso dificulta a formulagao de um modelo
econoémico que possa ser usado para confrontar observagoes empiricas. Especializando o
processo exogeno facilita uma formulacao recursiva.

8.9.1 Dotagoes governadas por um processo de Markov

e Cadeia de Markov com distribuic@o inicial Prob(sy = s) = mo(s): w(s’|s) = Prob(siy1 =
s'|sy = )

e Tal cadeia induz a sequéncia de medidas de probabilidade sob a histéria s pelas recursoes:
mi(st) = m(s¢|se—1)m(st—1]8¢—2)...7(s1]|50)7(50)

e Foi assumido que as trocas ocorrem apos a observacao de sg, fato capturado pela definigao
de m(sg) = 1 para o valor inicial de sy.

e Pela propriedade de Markov, a probabilidade condicional m(st|s™) para ¢t > 7 nao depende
da histéria antes de 7: w(s|s™) = w(s¢|si—1)m(Se—1|8t—2)...7(Sr11]87)

e A seguir, assume-se que as dotacdes dos consumidores em ¢ sdo funcgdes mensuraveis de st
invariantes no tempo, yi(s') = y*(s;)Vi.

8.9.2 Resultados de equilibrio que herdam a propriedade de Markov

yi(s") = y'(s)) = ci(s') = c'(se)Vi (14)
~ w’ 63; sttt

eqs (13) & (14) = Q(s141]st) = ﬂ%ﬁt(stﬂbﬂ = Q(st+1/st) (15)

q (14) + AD = Independéncia histérica de pregos relativos de AD (16)

e Tem-se que os niveis de riqueza e os limites naturais das dividas sao independentes da histéria:
Aj(s') = A'(sy)
Ti(s") = T"(se)

A independéncia temporal da riqueza implica que o equilibrio competitivo é o first-best out-
come em que nenhum risco idiossincrético é carregado por consumidores individuais (risk
sharing). Cada consumidor entra em todo periodo com uma riqueza independente das re-
alizagoes passadas de sua dotagdo (seguro total contra idiossincrasias). Logo, a riqueza é
funcao apenas do estado atual s; (pois determina a dotagao atual, o kernel de pregos atual e
contém todas as informacoes necessarias para a predicao das realizacoes futuras dos processos
de dotacao e de pregos) e tal riqueza serd apenas o suficiente para continuar a estratégia de
transagoes que segura contra idiossincrasias futuras. Mas choques agregados nao podem ser
diversificados a ponto de eliminados.



8.9.3 Formulagao recursiva da otimizacao e equilibrio

e Como Q(s'|s) e y*(s) dependem apenas de s, ha incentivo para uma formulacao recursiva.
b

e O estado do consumidor 7 em t é sua riqueza a; e a realizacdo corrente s;. Buscam-se policy
functions cuja decisdo 6tima de consumo é:

c; = h'(at, s) (17)

ary1(se+1) = g'(at, s, Se41) (18)

e Equagdo de Bellman (chapéu equivale a um periodo a frente):

v'(a,s) = C{I;a)/() {ui(c) + Bz;vi[d(s’), s'|m(s']s) (19)
st. ¢+ Z a(s"Q(s'|s) < yi(s) +a (20)
c>0 (21)

< Ai(s'), Vs (22)

—a(s)

A solucao depende implicitamente de Q(:|)

8.10 Kernel de precos passo j

XX

8.11 Estrutura a Termo de yields em ativos livres de risco

XX

8.12 Versao recursiva do problema de Pareto

8.13 Apendices

e Taxas de desconto heterogéneas implicam em alocagoes de equilibrio em que consumidores
menos pacientes escolhem consumir quase nada conforme o tempo se aproxima de infinito.
O consumidor mais paciente eventualmente consume tudo.

e Crencas heterogéneas implicam que conforme o tempo passa, alocagoes atribuem menos
aqueles com crencas menos corretas.

e Mercados incompletos destroem as consequéncias anteriores e implicam na possibilidade de
ocorréncia de muitas coisas.



10 Equivaléncia de Ricardo



11 Politicas Fiscais em um Modelo de Growth
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Asset Pricing Theory

13.1 Introducao

No capitulo 8, foi mostrado como um sistema de pregos de equilibrio para um modelos de uma
economia com mercados completos pode ser usado para determinar o prego de qualquer ativo
redundante. Tal abordagem permitiu a precificagdo de qualquer ativo cujo payoff pudesse
ser sintetizado como uma func¢do mensuravel do estado da economia.

Outra abordagem frequentemente utilizada (que néo requer mercados completos) é a Teoria
de Precificacdo de Ativos que impde menos detalhes & economia (e menos mercados) e
ainda assim deriva restrigoes intertemporalmente testaveis sobre precos, retornos e alocagoes
de consumo. Ela usa apenas equagoes de Euler para um consumidor maximizador e oferece
(um subconjunto de) restri¢oes rigorosas sem especificar um modelo de equilibrio geral com-
pleto. Essas restrigdes, porém, sdo dificeis de serem reconciliadas aos dados (um exemplo é
o equity premium puzzle.

13.2 Equacoes de Euler

Seguindo Hansen e Singleton (1983), modelo de um agente com riqueza A; > 0 que maximiza
S} .
utilidade esperada por sua vida E; > S7u(c.y;) e existem dois ativos capazes de realocar

7—0
riqueza para financiar consumo futuro: titulos (com juro bruto livre de risco R;) e agoes.

Ao denotar por L; o payout bruto dos titulos do agente entre ¢ e t + 1, cujo valor presente
Ly

emt é B sabe-se que L; é negativo se o agente emite titulo para se financiar.
Denote por N; a posse de acoes do agente entre ¢t e ¢t + 1.

Limites de Empréstimos: L; > —br, e Ny > —by.

Uma agao da direito ao fluxo estocastico de dividendos y;.

RO: ¢; + Ry 'Ly + pyN; < Ay

Riqueza do préximo perfodo: Aiy1 = Ly + (pre1 + yea1) Ny

O tnico fator de incerteza fundamental exégena é y;.

As CPOs com relagao aos controles L; e N; resulta nas equagoes de Euler:

[Le] /()R = E;Bu'(ci11) (23)
[Ne] W' (ce)pe = EeB(Ye1 + pr1t/ (ces1) (24)
Condigoes de Transversalidade (se fossem positivas, hd sobre-acimulo de ativos, que pode

financiar mais consumo, e se negativo, o mercado impediria o sobre-acimulo de dividas
associado a violagdo dos limites de empréstimos):

Jm EiS*u/ (copn) Ry Lisk = 0 (25)
Jim. E¢8*u/ (coir)Pesk Near = 0 (26)

10



13.3 Teorias Martingais de Consumo e Precos de Acoes
1. Suponha que R; = R > 1 Vti:
@3) = Eu/(cii1) = (BR) /(1) (27)

tem-se o resultado de Robert Hall (1978) de que as utilidades marginais de consumo seguem
um processo de Markov de primeira ordem linear univariado, de modo que nenhuma outra
variavel no conjunto de informacao é capaz de ajudar na predicao da utilidade marginal do
periodo seguinte uma vez que a utilidade marginal do periodo atual é incluida (nenhuma
outra Granger causa a u’(ciq1).

2. Mercados de agoes eficientes sao tipicamente construidos de modo que o prego de uma agao
segue um martigal. Seguindo a equagao (24]) deve ser imposta de um ntimero de restri¢oes
para que isso seja verdade.

== E:B(ye+1 +Pt+1)uu(/c(t;)l) =D
(28) & EtQTZ = Et.%‘EtZ + COV¢ (.’137 Z) ik /BEt(ytJrl —|— thrl)]Et u;(,c(tc_:)l) +

uw(cet1)

ﬂcov[(yt+1 + pit1), u'(cr) ] =Dt

“u(,c(tct)l) como constante e cov [(ytﬂ +Pri1)s “u(,c(tct)l)] = 0, tem-se a teoria martin-

gal de precos de agoes. Ainda assim, essas condigoes sé valem sob condigdes muito especiais,
e.g., quando o agente é neutro ao risco (utilidade linear em ¢;), tem-se:

Impondo E,

- EiB(ys41 + peg1) = pr (28)
o0 .

= Dt :Et Z ﬂjyt+]‘+6t(%)t (29)
i=1

isto é, o preco da agao segue um processo de Markov de primeira ordem univariado e, da
segunda equagao, tem-se que o preco é a soma dos dividendos futuros esperados e um termo
de bolha.

13.4 Medida Martingal Equivalente

e Ajustes sobre risco e dividendos que convertem um prego de ativo em martingal. Seguindo
as configuracoes do capitulo 8, assume-se que s; evolui como uma cadeia de Markov com
probabilidades de transicao m(s¢4+1]s:) e o fluxo de dividendos é {d(s:)}2,.

e Cum-dividend: detentor da acao ao final do periodo ¢ tem direito ao dividendo do periodo t.

Representacao:
alse) = dls) + B X T, )n(sesals) (30)
ol
a(sy) = d(se) + Ry SZ a(st41)m(Se41]st) (31)
1
a(st) = d(st) + Ry, "Era(sii1) (32)

11



e Medida martingal equivalente xx

— ar(st) = d(sr)
e ar—1(sr—1) = R;LETAGT(ST)

ar(se) = Ry "EeRL Ry . Ryl ar(st)

—

~ - at+j
= Att+5 = RiRig1.. Rity1
—t

Etdt,t-s-j = at(st) = at,t
= Ela(si1)]se] = Refa(se) — d(st)]
tem-se precificacao neutra ao risco. O prego do ativo é um martingal relativo & medida mar-

tingal equivalente. Usando as caracteristicas de opcoes e solucionando para o caso continuo,
chega-se ao modelo de Black-Scholes (1973).

13.5 Precificagao de Ativos de Equilibrio

e Modelo de precificagao de ativos de Lucas: economia com grande nimero de agentes idénticos
que maximizam utilidade esperada para a vida cujo tnico bem durdvel é um conjunto de
?arvores”idénticas para cada pessoa. No comeco de cada periodo t, cada arvore gera y,
dividendos (ou frutos) governados por um processo de Markov (e sendo k préprio estado, i.e.,
yr = s¢). O fruto ndo é durdvel, mas &rvore é perfeitamente durdvel. A pdf invariante no
tempo é F(s',s)

e RO, valor da riqueza no préximo periodo e CTs continuam iguais a antes.

e Em equilibrio, os precos dos ativos liquidam os mercados, i.e., soma dos titulos igual a zero
e soma de agoes equivale a todas as ac¢oes disponiveis (normaliza-se uma agado por drvore).

e Solucao de consumo de equilibrio junto a equagoes de Euler resulta em precos de equilibrio.

13.6 Precos de Acgoes sem bolhas

' (ye)pe = EeB(Yer1 + pe1)u' (Ye41) (33)
= W (y)pe = Ee 3 BT (yegj ) g + B klim BEU (Yr- k) Ditk (34)
i=1 o0

e Como, por market clearing os agentes devem estar dispostos a manter suas dotacoes de
drvores para sempre, o tltimo termo da equagdo (34) deve ser igual a 0 (se positivo, todos
querem vender, se negativo, todos querem comprar).

& cu’ P
— =B A (35)
]:

que é generalizagao de . Outro jeito de desconsiderar bolhas é pela condicao de trans-
versalidade sobre as agoes junto ao market clearing.

12



13.7 Computando Precos de Acoes

Exemplos

13.8 Estrutura a Termo da Taxa de Juros
e Precificando titulos com maturidades distintas.
e Mantém arvore de Lucas com dividendo Markov y; = s; e transigdo F(s', s).

e Rj; é o juro livre de risco bruto entre ¢t e ¢t + j. Logo, em ¢, R;jl é o prego de uma unidade
de consumo com certeza em t + j.

e Exemplo de RO e riqueza no préximo periodo com 2 titulos, de um periodo e de 2 periodos:

¢t + R Ly + Ry Loy + piN, < A,
Aip1 =Ly + Rl_t%HLm + (pt41 + Yrg1) Ve

Note que existe risco de variacao de valor do titulo, pois apesar de se conhecer R;; em ¢, nao
se conhece Rjt+17 Rjt+27 ey Rjt+j—1~

e Construindo o problema de maneira recursiva, usando a CPO e a condicao de Benveniste-
Scheinkman, tem-se que a expressao geral de Rj_t1 é:

R} = 'R, [W (36)

para construir a estrutura a termo, basta usar a medida de yield to maturity:

Ryjo = R), = B! (s0) B (s145)) 1} (37)

13.9 Precos Contingentes a Estados

Usar abordagem de Lucas combinada com estrutura do capitulo 8 analisada em tempo continuo
para analisar temas especificos, incluindo o Teorema dee Modiglini-Miller.

13.10 Divida do Governo

13



17 Seguro Proéprio

17.1 Introducao

e Problema da Poupanga: consumidor deseja maximizar valor presente de soma das utilidades
esperadas (cujas fungoes de utilidade sao concavas), mas é impossibilitado de acessar todos
os mercados de seguro e quase todos os mercados de ativos, conseguindo apenas comprar
quantias nao negativas de um ativo livre de risco. A auséncia de oportunidades de seguro
induz a usar variagoes de suas posses de ativos no tempo para adquirir seguro proprio.

17.2 O ambiente do consumidor

e Preferéncias:

Eg Z Blu(ct) (38)
t=0

u(c) é estritamente crescente, estritamente concava e duas vezes diferencidvel.

e Dotacdo: {y;};2,. Em cada perfodo a dotacdo assume um valor de um ntumero finito de
possibilidades indexado por s € S. Particularmente, o conjunto de possibilidade de dotagoes
¢y <y2 <---<Ys.

e Elementos da sequéncia de dotagoes sdo i.i.d. com Prob(y =ys) =1, > 0A > Iy = 1.
seS

e O agente pode manter quantias nao negativas de um unico ativo livre de risco que tem retorno
liquido r, onde (1 + )8 = 1. Defina como a; > 0 a posse de ativos do agente no inicio de ¢,
incluindo a realizagdo do processo de renda. Assume-se ag = yo.

e RO: a1 = (1+7)(as —c) + yesn

e Equacgao de Bellman para agente com a > 0:

c

S
V(a) = max {u(c) + ;1 BHSV[(l +7r)(a—c)+ gs]}

t. 0<c<a

e Seguro proéprio ocorre quando o agente usa poupanca para se segurar a flu-
tuacoes na renda. Realizagoes de renda baixas sao respondidas com reducao de
poupanca. Realizagoes altas por aumento de poupanca. Estamos interessados
nas propriedades de LP de um esquema 6timo de seguro préprio. O consumo
vai se estabilizar em algum ¢? Ou havera pobreza? Veremos que, na verdade, o
consumo divergira ao infinito.
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17.3 Dotacgao nao-estocastica

e Sem incerteza, a pergunta sobre seguro é irrelevante. Porém, convém estudar o comporta-
mento 6timo de um agente com fluxo de renda instavel com RO.

¢ Restricoes de Empréstimos:

1. Natural, sob ativos de Arrow de um periodo: consumo é completamente
suavizado

Divida (ou posigao de ativos do consumidor antes da realizagdo da dotagdo em t: by
RO: ¢ + by < Bbig1 + ye
Restrigdo (encontrada solucionando RO para frente impondo ¢; = 0 (mdximo que

consegue pagar)): by < > yiy; = by
Jj=0

Solucionando RO para frente e impondo a condigao inicial by = 0 e a condigao

[ee] o0
terminal lim AT br 1 =0: Y Ble, < 3 Blye
T—oo t=0 t=0
Maximizar utilidade esperada sujeito a restrigdo acima impoe: u'(c¢;) > u'(cpy1),

com igualdade se by < l_7t+1, vVt > 0.

, _ 00
E possivel solucionar tal CPO com ¢; = ¢ V¢t > 0, onde ﬁ =Y By
t=0

Sob igualdade, a divida satisfaz: by = Y By — ﬁ
§=0

2. Sem empréstimo: a;y; > y;11: consumo € sequéncia crescente monotdnica
com pulos em periodos em que a restricao é ativa.

Restrigao: by = (1 +7) b1 <0

Trabalha-se com ¢; e a; = —b; + y;
CPO: v/(¢) > u/(cpq1), com igualdade se ¢; < ay, YVt > 0.
Logo,

(a) ct—1 = ¢t ou

(b) cto1 <t Nepm1=ap—1 = ar =yt

restricdo de ndo empréstimo sé é ativa quando se deseja adiantar consumo (o que
s6 ocorre se a dotac@o estiver crescendo).

Solucionando RO a frente:

) X o) .
restricdo inativaem t — 1 = /BthJrj =a+ ). BjytJrj
7=0 j=1
o o
restrigdo ativaem t — 1 = DBy = By
=0 §=0

Se a restrigao for ativa em uma quantidade finita de periodos, o consumo ¢é estavel
a partir do ultimo destes.

No geral, a série de tempo do consumo serd uma fungao discreta no tempo que pula
em periodos t.
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17.4 Preferéncias quadraticas

XX

17.5 Processo estocastico de dotagao: caso i.i.d.

S
e CPO para equagao de Bellman: v/(c) > = B(1 + r)ILV'[(1+7)(a — ¢) + ]
s=1

s
e Condicao de Benveniste-Scheinkman: u/(c) = V'(a) = V'(a) > > (1 + )LV (as)
s=1
e Ativos divergem para infinito e consumo diverge para infinito.
17.6 Processo estocastico de dotagao: caso geral
e CPO para equagao de Bellman: v'(c) > E[u/(c41)|11]

e Consumo converge para infinito.

e Resultados sob incerteza sao muito distintos comparados aos sem incerteza.

17.7 Intuigao

e Adicionar um pequeno componente i.i.d. a qualquer dotagao constante induz em um consumo

o6timo mudando de constante para um processo estocastico que vai ao infinito.

e Nao é razoavel atribuir este resultado a uma aversao ao risco que leva a poupanca infinita e

assim ao consumo infinito.

e Ljunqvirst e Sargent atribuem este resultado & concavidade de u (aversdo ao risco) e a
hip6tese de que a utilidade marginal do consumo deve permanecer positiva para
qualquer nivel arbitrariamente alto de consumo. Neste caso, tem-se utilidade marginal
estritamente convexa e, com isto, um dado declinio absoluto no consumo nao é apenas mais
custoso em utilidade que um ganho associado a um aumento absoluto idéntico no consumo,
mas tal declinio também estd associado a um aumento maior na utilidade marginal (quando
comparada & redugao da utilidade marginal associada a um aumento absoluto de consumo).
Ao equalizar utilidades marginais no tempo, surge este efeito de crescimento no cosumo ao

infinito

17.8 Oferta de trabalho endégena

XX
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17.9 Consideracoes Finais

e No préximo capitulo, generaliza-se o problema da poupanca para um continuo de agentes.
Para garantir um equilibrio estaciondrio, espera-se que a taxa de juros seja inferior a 81,
portanto tratando (1 + r) como objeto de equilibrio. Este resultado implica que em uma
economia de produgao com capital fisico e mercados incompletos, o produto marginal do ca-
pital serd inferior aquele que seria exercido em um mundo com mercados completo, portanto,
havera sobre-acumulagao de capital, o que elimina o desejo de acumular uma quantidade
infinita de ativos caso a taxa de juros fosse igual a 37!.

e No capitulo 21, a condicdo (1 +r)8 = 1 é mantida. A hipdtese 14 serd de que um planejador
central tem acesso a empréstimos livre de risco fora da economia e objetiva maximizar o bem
estar dos agentes sujeito a problemas de informacao e/ou imposigdo. Mantém-se auséncia
de incerteza agregada, de modo que sem os problemas citados, o 6timo social seria a redis-
tribuicao em cada periodo sem qualquer troca intertemporal com o mundo de fora. Mas se
os agentes sao livres para partir com suas dotacoes, otimalidade demanda ao planejador a
garantia de uma quantidade constante de consumo no limite que domina fracamente todas
as realizagoes de dotagoes dos individuos sob autarquia. Sob informacao assimétrica (caso o
planejador s6 consiga extrair a verdade com promessas de utilidades futuras), o resultado é
diametricamente oposto ao do problema da poupanca encontrado neste capitulo; o consumo
converge para seu limite inferior.
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18

Modelos de Mercados Incompletos

18.1 Introducao

Configuragdao com impedimentos a troca de riscos (em comparaciao ao caso de mercados
completos). A falta de oportunidades torna as alocagoes de equilibrio dependentes & histéria
(por meio da dependéncia da posse de ativos).

Grande nimero de agentes idénticos ex ante, mas heterogéneos ex post que transacionam um
Gnico ativo.

Ha& incerteza no nivel individual, mas nao no agregado.
Unica opcao a familia é seguro proéprio aos choques adversos.

Esta classe de modelos foi inventada por Bewley, parcialmente para estudar um conjunto
de questoes da teoria monetaria. No final do capitulo, questoes monetdria também sao
discutidas.

O capitulo fecha com uma descrigdo de Krusell e Smith (1998) que estendeu o dominio de
tais modelos para incluir uma variavel de estado agregada estocastica que varia no tempo.

18.2 Um problema de poupanga

s¢ evolui como cadeia de Markov de m estados cuja matriz de transicdo P sobre §;'s é
invariante. Assume-se por vezes que m = 2, e s; = {0,1}.

Renda do trabalho: ws;.

Posse de um tnico ativo limitada a A =1[0 < a1 < @ < -+ < Gy

Para dados (w,r,ag, So), a familia escolhe uma policy function para {c;,a; + 1}$2, para

maximizar Eg Y. Btu(c;) sujeito a ¢ + arp1 = (1+7)a; +wsg Aagr1 € A, com B(1+7) <1
t=0

Equacao de Bellman: Vi € [1,...,m],Yh € [1,...,n]

v(@n; 5i) = maxc{u[(1 +r)aan +ws; a]+p Z P(i, j)v(a’, 55)} (40)

As policy functions determinam o comportamento 6timo e definem a distribuicao riqueza-
emprego da economia conjuntamente com a mtriz de transicao.

18



18.3 Unificacao e analise posterior
e Limite de divida: a;41 > —¢
e Supde-se temporariamente que a;41 € [—¢, +00].
o f=11¢€(0,1)

o w=1(r)

18.4 O problema de poupanga nao estocéastico quando 3(1+7r) <1
e O caso B(1 +r) =1 foi estudado no capitulo 17.
e Assuma que s; = sVt

e Problema das familias:

L = § BHuley) + 0:](1 + 1)ay + ws — ¢, — agy1]} (41)
=0
CPO: u'(c) > B +7r)u(ci41), com = se ary1 > —phi (42)

Logo,

ary1 > —¢ = U(cq1) = mu’(ct)
Bl+r) <1l = (1) > v (ey)
— Ct+1 < ¢

quando o consumidor nao estd com a restricao de limite de divida ativa, a sequéncia de
consumo é mondtona decrescente. Se o consumo for limitado inferiormente, seja pela condicao
de Inada (concavidade) ou por uma restricio de nao negatividade, o consumo convergira
conforme ¢ — oco. Uma vez que convirja, a familia estard no limite da divida (restrigao
passa a ser ativa), pois exauriu a riqueza acima de —¢ adiantando consumo. Logo, pode-se
computar o E.E. com a restricao ativa, dado que a familia ficara eventualmente presa nesta.
Defina a;y1 = a; = —¢. Pela RO, ¢, = ¢ = ws — r¢. Nota-se que a familia gostaria de
adiantar consumo, mas nao consegue.

Solucionando a RO de maneira forward, ag = (1+7r)~1 > (1 +r)~(¢c; — ws). Esta equacdo

em conjunto com a equagao de igualdade da RO define azrajetéria do consumo até a data T’
(data fixada para definir o momento em que o limite da divida se torna ativo. A partir dai,
a equagao da RO sob a restrigdo ativa define a trajetéria do consumo.

e Se é imposto que o consumo é Nao negativo, a RO sob a restri¢ao ativa define implicitamente
que ¢ < “=. Pode-se definir um limite ad hoc sobre o limite da divida com desigualdade
estrita.
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e Se f(l+r)=1,

agp1 > —¢ = u(cq1) = ﬁu’(ct)
Bl4+r)=1 = ' (cpq1) = U/ (ct)
— Ct+1 = Ct

pela RO:

ct = ws —ra

at41 = Gt = AQ

isto é, sob B(1 +r) =1, todo ag é E.E.

e Defina como. a o nivel de E.E. dos ativos. Entéo,

a:{—¢,ser<p (43)
ag, ser=p

18.5 Limites de divida: natural e ad hoc

e Volta-se ao caso estocastico para se tratar da questao dos limites de divida.

e Impor ¢; > 0 chega no que Aiyagari chama de limite natural da divida. Logo, pela RO

solucionada forward:

o0

>0 = a; > —ﬁ Zw8t+j(1 + 7’)_] (44)

7=0

Porém, esta equacao deve ser suplementada, pois note que o lado direito é uma variavel
aleatéria desconhecida em t. Uma possibilidade seria substitui-la pelo ser valor esperado,
mas tal formulagdo é incompativel com a nogao de empréstimo livre de risco (de que o
consumidor pode repagar). Para tal equagdo valer com quase-certeza, substitui-se s = 51,
o que implica que a; > —ngw; este é o limite natural da divida. Pode-se também definir o
limite da divida como a; > —¢ = min{b, 22} onde b > 0 é arbitrario, estabelecendo um

I
limite ad hoc para possibilitar limites mais rigorosos.

18.6 Ativos Médios como funcao de r

XX

18.7 Exemplos Computados

XX
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18.14 Poupanca Precaucional

e O excesso de capital de EE nos modelos de economia de producdo com choques de renda
de trabalho idiossincraticos podem ser interpretados como uma poupanga precaucional, i.e.,
poupanca extraordindria causada pelo fato de que a renda futura é aleatéria ao invés de
determinada.

e Poupanca precaucional ocorre em resposta a riscos esta associada a convexidade da fungao
utilidade. A intuicdo pode ser obtida da equacao de Euler.

W14+ 7)ag +wo —a1] = B(1 + r)Eou'[(1 + r)ay + wi]

Definindo como a} e af a escolha étima de poupanca nas economias nao-estocastica e es-
tocdstica respectivamente, elas satisfazem:

W [(1+7)ag +wo — a}] = B+ r)u'[(1+r)al + 0] (45)
(1 +7)ag +wo—ai] = B+ r)Eeu/[(1+ r)as +wi] > B(1+r)u/[(1 + r)afwr] (46)
= ai > af (47)

e Para haver poupanga precaucional, utilidade deve ser convexa (demonstragdo em Carroll
Kimball (1996).

e Caso haja condigoes para poupanca precaucional e a utilidade marginal do consumo seja
sempre positiva, a funcdo de consumo se torna aproximadamente linear para niveis grandes
de ativos.

18.16 Conclusao

In chapters 21 and 22, we study a class of models for similar environments that, like the models
of this chapter, make consumption allocations history dependent. But the spirit of the models in
chapters 21 and 22 differs from those in this chapter in requiring that the trading structure be
more firmly motivated by the environment. In particular, the models in chapters 21 and 22 posit
a particular reason that complete markets do not exist, coming from enforcement or information
problems, and then study how risk sharing among people can best be arranged.
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Incentivos e Seguros

21.1 Seguro com Contratos Recursivos

Planejador social que desenha um contrato eficiente para ofertar seguro na presenga de res-
trigoes de incentivo.

Tema técnico: como memoria pode ser codificada recursivamente e como problemas de in-
centivo podem ser geridos com contratos que se lembram e prometem.

21.2 Ambiente Basico

Fluxo de renda estocéstico iid {y;}52,, com Prob(y|gs) = Il,, onde s € § = {1,2,...,S} e
gs+1 > gs-

Histéria de dotagoes: hy = (Yt Yt—1, - - - Yo

Sob mercados completos, haveria risksharing perfeito e todos consumiriam a dotacao agregada
per capita em cada periodo.

Introduzindo restri¢oes de incentivo, esta alocagao é inatingivel.

Introduz-se um planejador que é a tnica pessoa que consegue tomar emprestado a taxa de
juros livre de risco R = ~!. Familias ndo emprestam entre si, apenas com o planejador. O
planejador estd comprometido em honrar suas promessas. 3 possibilidades de restricao de
incentivos:

1. Modelo de comprometimento unilateral: tanto o planejador quanto a familia observa
a historia das dotacoes da familia em cada periodo. Apesar de o planejador poder se
comprometer a honrar um contrato, familias nao conseguem e estao livres para nao
honrar um arranjo com o planejador e viver em autarquia perpétua. As familias devem
ser induzidas a preferir a aderéncia pela estrutura do contrato.

2. Familias podem se comprometer e entrar em contratos duradouros e binding com o
planejador, mas tem informacao privada sobre suas proprias rendas. O planejador nao
consegue acessar informagao sobre a renda ou o consumo das familias. Trocas entre as
familias e o planejador devem ser baseadas em relatos feitos pela propria familia sobre
realizagoes da renda. Um contrato com compatibilidade de incentivo induz uma familia
a reportar sua renda honestamente.

3. Mesmo ambiente que (2), mas as familias tem acesso a uma tecnologia de registro que
nao pode ser observada pelo planejador. Familias podem registrar quantidades nao-
negativas de bens a um retorno bruto livre de risco idéntico ao que o planejador consegue
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no mercado de crédito externo. Como o planejador pode emprestar e tomar emprestado
a taxa R fora da vila, a tecnologia de registro nao altera a restrigao de recursos agregada
da economia, mas afeta o conjunto de contratos incentivo-compativeis entre o planejador
e as familias.

As alocagoes eficientes sob os trés ambientes tem trajetérias de consumo dramaticamente
distintas.

21.3 Comprometimento Unilateral

O primeiro problema de incentivo é falta de comprometimento. O planejador estd comprometido a
honrar suas promessas, mas os aldedes sao livres para nao honrar seus contratos com o planejador
a qualquer momento. O planejador estrutura um contrato de modo que o aldeao queira honra-lo
a qualquer momento e em qualquer contingéncia. Trata-se de um contrato auto-aplicavel.

21.3.1 Contrato Auto-Aplicavel

e Um contrato é uma sequéncia de fungoes ¢; = fi(ht), onde hy = (yt,...,t0). A sequéncia
de fungdes {f;} atribui um fluxo de consumo dependente da histéria & familia. O contrato
especifica que em cada periodo, o aldeao contribui sua dotagao em cada periodo ao planejador
que, entao, retorna o consumo ao mesmo. Deste arranjo, o planejador ganha um valor
presente ex ante de:

Py =FE 1) By — filh). (48)

t=0

oo
Ou seja, o planejador atribui ao aldedo um valor presente de v =FE_1 Y 8 f(h¢)
=0

O contrato deve ser auto-aplicavel. O valor presente ex ante de viver em autarquia é

o S
vt = 1 Y Blul) = 7= X ).
t=0 s=1

Entao, em um perfodo ¢, ja tendo observado sua dotacdo, uma familia pode garantir u(y;) +
Buqut- Logo, o contrato deve satisfazer:

oo

Restrigao de Participagao: u[f;(he)] + BE; Z B ulfrr j(hig )] > u(ye) + Bvawe  (49)
j=1

21.3.2 Formulagao recursiva e solugao

O nimero de restrigoes imposto pela equagao [49] cresce exponencialmente com ¢. Porém, exite um
modo de descrever um subconjunto interessante de contratos dependentes a histéria. Particular-
mente, considere a representacao recursiva de um contrato em termos de uma variavel de estado
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x; abaixo:

Cy = g(a:t,yt)
Ti41 = l(xt,yt)

Iterando a fungédo [(-) iniciando em (xg,yo), tem-se que:

xy = my(To3 Ye—15-- -, Y0),

de modo que x; resume as histérias das dotagoes até ¢t — 1, i.e., é um variavel ” backward-
looking” .

A varidvel de estado apropriada é um valor futuro esperado descontado prometido v; =
0 .

E_1 ) Blulcity).
§=0

Para formular o contrato recursivo, assume-se que o planejador chega no periodo t antes de
y; ser realizado com um valor previamente prometido v;. Ele entrega v; deixando c¢; e o valor de
continuagdo vy41 responderem a y;. tem termos de vi(hi—1), a RP se torna:

ve(he—1) = u(fe(he)) + Bugpr(he) > uw(ye) + Bugut. (50)

Neste sentido, trabalhando com notagao recursiva, o planejador dd um valor prescrito v ao
entregar um consumo corrente dependente ao estado e um valor prometido comegando amanha
v’, ambos dependendo da dotacao corrente y e da promessa pré-existente v. Logo, o planejador
escolhe ¢ e v’ para prover o valor prometido v e maximizar seus lucros

Em cada periodo a familia deve ser induzida a entregar a dotagao corrente ao planejador que
possivelmente entrega parte desta a outros aldedes e investe o restante. Em troca, o planejador
entrega um fluxo de consumo dependente ao estado a familia. Seja v a utilidade futura esperada
descontada previamente prometida ao aldedo e seja P(v) ser o valor presente esperado do fluxo de
lucros {y: — ¢:} para o planejador que entrefa o valor prometido v de maneira étima. Entao,

S
PW) = max, 5 0[5~ ) + PG 61
s.t. ZS: s [u(cs) + pws] > v (52)
s=1
u(cs)"’_ﬁws Zu(gs)""ﬁ’uautv s = 11"'75 (53)
Cs S [Cmina Cmaz] (54)
Ws € [Vaut, V) (55)
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