O Conceito de Derivada — Uma visdo pragmatica

INTRODUGAO

Considere a fungéo y = f(x) = x?, cujo gréfico é a parabola esbo-
cada na figura abaixo. Acompanhe a estratégia a seguir para de-
terminar o coeficiente angular da reta t, tangente a parabola no

ponto P(2; 4).

Sendo P o ponto (2; 4) e Q 0 ponto
de abscissa 2+h, considere a reta s
secante a parabola que passa pe-
los pontos P e Q. Comoy = x?, a
ordenada de Q vale, naturalmente,
(2+h)2. ¢
Assim, o coeficiente angular da

reta secante PQ vale B Ay
ms = tg o = Ay/AX /‘

- @+h2-4 a4l ]
ms = % 4 _j! h 1
me= (4+4h+h?) -4 2 Ax 2z

=4+h
h

Assim, o coeficiente angular da reta secante PQ é ms = 4 + h,
qualquer que seja h.

Observe que a medida que h diminui (em mdédulo), é facil perce-
ber que mais e mais a reta secante s se aproxima da reta tan-
gente t (B se aproxima de o).
Quanto menor o valor de h (em médulo) mais e mais ms se
aproxima de m.
Dizemos que m¢ é o valor limite do qual se aproxima ms quando

h tende a 0... (ou seja, quando Q se aproxima de P) e escreve-
mos:

me= lim,_, mg
E simples perceber que, quando h se aproxima de 0, a expressio
4 + h se aproxima de mais e mais de 4. Escrevemos:
m, =lim,_o mg =lim,_o (4+h)=4

Assim, considerando que a reta t passa pelo ponto (2; 4) e possui
coeficiente angular 4, sua equacao é imediata:

ﬂ:y_4:4 = y-4=4(x-2) > tty=4x-4
AX X-2

Observe que se h se aproxima de zero, ms se aproxima de m(x),
o coeficiente angular da reta tangente a parabola no ponto de
abscissa x. Escrevemos:

M =limp o (2x+h) = 2x.-

m(x) =limp_o
Entdo, a funcdo m(x), que explicita o coeficiente angular da reta
tangente a funcdo y = x?, no ponto de abscissa x € m(x) = 2x.

A funcdo m(x) decorre da funcéo f, ou seja, deriva de f(x), € con-
sequéncia de f(x) através de um processo limite e por esta razéo
é denominada funcéo derivada de f ou simplesmente derivada de
f e éindicada por f (f linha).

CONCEITO GEOMETRICO DE DERIVADA

A funcéo derivada de uma func¢éo f, ou simplesmente a de-
rivada de f, é a funcdo designada por f’ (f linha) que asso-
cia a cada valor de x o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto de abscissa x, quando tal reta tan-
gente existir... Ou seja, f'(x) = my(x)...

EXEMPLOS (1)

GENERALIZANDO

Dada a mesma fungéo y = f(x) = x2,
determinemos uma  expressao
m(Xx) que associa a cada valor de x
o coeficiente angular da reta tan-
gente a parabola no ponto de abs-
cissa x. Vejamos:

(x+h)?

Considere os pontos P e Q, de abs-
cissas x e x+h, respectivamente: o
coeficiente angular da reta PQ vale:

Mms = f(x+h) —f(x)

h x x+h

me = (x+h)?—x?
h

=2x+h

E1. Determine em qual de seus pontos a pardbola y = x? admite
reta tangente ao grafico com angulo de 45° com o eixo Ox.

Solucéo

Ora, como o coeficiente angular da reta tangente a parabola no
ponto de abscissa x € dado por f(x) = m(x) = 2x, segue-se que:
tg45°=1=>mXx)= 1 = 2x=1= x=12=y=(1/2)>=1/4
Logo, o ponto no qual a reta tangente faz 45° é (1/2;1/4).

E2. Usando a interpretacéo geométrica de derivada perceba que:

a) a funcéo derivada de uma fungdo constante f(x) = c, c real, é
a funcao identicamente nula: f(x) = 0, qgs x.

b) a funcdo derivada de uma funcdo linear da forma
y=f(x) =ax +b é constante e igual a a.

Solugdo
Em primeiro lugar observemos que o primeiro item é caso parti-

cular do segundo (quando a = 0); o grafico das fun¢des, em am-
bos os casos, é uma reta (no primeiro caso, horizontal...).

Ora, considerando que a reta tangente a uma reta, em qualquer
de seus pontos é a prépria reta, decorre que a funcdo derivada
desejada é a funcdo constante cujo valor é igual ao coeficiente
angular da reta...

Ou seja, f(x) = 0, no primeiro caso (porque a=0) e f(x) = a no
segundo caso (porque o coeficiente angular dareta é a...)...

E3. Explicite a fungéo derivada da fun-

caof(x) =|x|. B =135
Solugéo.
f(x)= —x,sex<0_

X, sex >0 | a=45°

Observe ’(x) NAO é definida para x=0, pois ndo é possivel equi-
librar uma reta tangente ao grafico de f em x = 0.
P {— 1, se x <0 (porque a =135° e tg 135° = 1)
+1 se x>0 (porque g =45°etg 45°=+1)
Este exemplo mostra que o dominio da fungéo " pode nédo ser

igual ao dominio da funcéo f... pois neste caso, por exemplo, f ndo
possui tangente em x = 0.
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O Conceito de Derivada — Uma visdo pragmatica

E4. Mostre que se f(x) = x5, entdo f'(x) = 3x?
Solugéo
Vejamos: o coeficiente angular da reta (secante) ao grafico de f
gue passa pelos pontos de abscissas x e x+h é dado por:
m o fxh) =) (x+h)*—x® _(x*+3x*h +3xh* +h%) - x*
s h h h
_ 3x*h+3xh? +h?®
s h
Quando h tende a zero, a expressao entre parénteses se apro-
xima de zero e, entdo, m: = lim, _, m, = 3x°.

=3x% +h@x+h)

Assim, se f(x) = x3, entdo f(x) = 3x2.

E5. Determinar a equacgéo da reta tangente ao gréafico de y =
f(x) = x3 nos pontos de abscissax=0e x=1.

Solugdo
A funcéo derivada de f é dada por f'(x) = 3.x3! = 3x2. Logo, 0s
coeficientes angulares das retas t1 e tz,

tangentes ao gréfico de f nos pontos de
abscissax =0e x =1 valem:

m1=f(0)=3.02= 0
m2=f(1)=3.12=3

Os pontos do grafico séo (0;0%) = (0;0) e 1
(1;1%) = (1;1). Logo as equacgdes de t1 e
t2 séo:

ti1y—0=0.(x—0) = ti:y =0 (eixo x)
try—1=3.x—-1) =>t2xy=3x-2

Veja o gréfico de f. Observe que tz intercepta o eixo vertical em
y = -1 (faga x=0 em sua equacao) e intercepta o eixo horizontal
em x = 2/3 (fagay = 0). Note, também, que a fun¢éo cubicay =
x3 possui uma tangente horizontal em x=0 (t1), muito embora
neste ponto (0;0) ndo exista um maximo ou minimo como ocorre
tipicamente nas parabolas...

E4. Mostre que se f(x) = x" (n > 2), entdo f(x) = n.x"!
Solugéo
Vejamos: o coeficiente angular da reta (secante) ao gréfico de f
gue passa pelos pontos de abscissas x e x+h é dado por:
_f(x+h)-f(x) _ (x+h)" -x"
s h N h

n n-1 n
GRS e b S h{n(n ~D n2 +}

m

s h
Como h multiplica a expresséo entre colchetes, quando h tende a
zero, temos: m: = lim,_,, mg =n.x"*.

DESAFIO: ENTENDA...

Considere o eshoco a seguir do gréafico de uma funcéo e analise
as considerag¢des geométricas indicadas:

Intervalos onde uma funcéo é crescente ou decrescente

— nos intervalos onde a fungéo é crescente, a inclinagao da reta
tangente (seu angulo), esta entre 0 e 90°; como conseqiiéncia,
a tangente de tal angulo é positiva ou nula, ou seja: f'(x) > 0;
veja na figura, sucessivamente, as retas 1, 2, 3 e 4, bem como
8,9, 10 e 11.

— nos intervalos onde uma funcéo é decrescente, a inclinagdo da
reta tangente esta entre 90° e 180°; como consequéncia, a tan-
gente é negativa ou nula, ou seja: f(x) < 0; veja as retas 4, 5, 6,
7e8.

Se uma fun¢éo possui funcdo derivada definida em
um intervalo:

fé crescente < f(x)>0
f & decrescente < f(x)>0

Pontos onde a funcdo admite Pontos Extremos

— 0s pontos de maximo (M) e minimo (m) correspondem a pontos
onde a reta tangente € horizontal , ou seja: f(x) = 0; entretanto,
areciproca ndo é verdadeira: a fungao clbica, ou seja, f(x) = x3
possui derivada igual a zero para x = 0; € um exemplo onde f(x)
=0, sem que o ponto (0; 0) seja ponto de maximo ou de minimo.

Pontos de Inflexdo de uma funcéo

— Observe que o coeficiente angular das retas tangentes vai di-
minuindo sucessivamente nas retas 1 a 5 (passando inclusive
de positivo para negativo) e atinge um valor minimo no ponto |
(onde é negativo); a seguir, comega a crescer nas retas 6 a 11
(passando também de negativo para positivo); esta situacédo
corresponde ao conceito de concavidade (estudado superficial-
mente em trindmios do segundo grau. na 82 série, lembra?). Ha
varias maneiras intuitivas (e meio esquisitas) de entender o
conceito de concavidade. Aivao algumas:

o “Para onde aponta o buraco do gréafico”: “buraco” para
baixo, concavidade negativa; para cima, concavidade po-
sitiva. Entendeu? Pense nos trinémios y = ax?>+bx+c onde
sabemos que se a > 0, a concavidade é positiva (“buraco”
para cima) e se a < 0; (“buraco” para baixo).

o Se o gréfico é convexo (para quem olha de cima para
baixo), a concavidade é negativa; se o grafico & concavo
(ainda para quem olha de cima para baixo), a concavidade
€ positiva.

Tecnicamente, tente perceber que a concavidade de uma curva
se caracteriza pelo fato da inclinagdo da reta tangente atingir um
valor maximo ou um minimo em suas proximidades: o angulo da
reta tangente cresce num determinado intervalo, atinge um ma-
ximo e comeca a decrescer (ou vice-versa).

Analise, com atencdo, o grafico da funcéo seno, onde x = kr cor-
responde a seus pontos de inflexdo (e também suas raizes)...

OLHANDO PRA FRENTE...

Considerando que ja sabemos determinar a fungdo derivada da
funcao f(x) = x" (onde n>1) é interessante verificar se ja seria pos-
sivel determinarmos a derivada de uma fungao polinomial...

Por exemplo, dado o polindmio p(x) = 6x* + 3x?+ 7, como intuir
uma forma de determinar sua (funcéo) derivada?

Parece razoavel supor que a derivada da soma de duas fungdes
€ igual a soma das derivadas das funcdes parcelas.
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O Conceito de Derivada — Uma visdo pragmatica

Naturalmente que isto equivaleria a dizer que quando somamos
duas funcdes, o coeficiente angular da reta tangente a seu grafico
pode ser calculado somando-se os coeficientes angulares das
funcdes parcelas (ou o que € o mesmo: a derivada da soma é a
soma das derivadas...) L.

E sera que a derivada de um mudltiplo de uma funcgao é simples-
mente tal maltiplo vezes a derivada da fungdo?

Na verdade, tais propriedades séo realmente verdadeiras e facili-
tam extremamente a determinacdo das derivadas de funcdes ex-
pressas a partir de outras fungdes mais simples, como os poliné-
mios (adiante explicitaremos formalmente estas e outras proprie-
dades).

Ent&o, a acreditar nas duas propriedades mencionadas, podemos
escrever:
p’(x) = (6x* + 3x2+ 7)’
P’(x) = 6(x*)+ 3(x?)’ + 0
p’(X) = 24.x3 + 6.X

p’(x) = (6x%) + (3%?)’ + (7)’
p’(X) = 6.(4.x*1) + 3.(2.x%1)

EXEMPLOS (2)

E5. Determine a fungdo derivada da fungdo y = x? - 4x + 3 indi-
cando as equagles das retas tan-
gentes a seu grafico nos pontos de 4
abscissas x=2ex=3.
Solugéo 1
Acompanhe a discussdo apenas

2/

qualitativa e grafica que se segue: 1

O gréfico da funcdo é uma parabola T
gue intercepta o eixo dosxem 1 e 3
(suas raizes) e o eixodosyemy = 4.

E simples perceber que como o trindmio admite um valor minimo
para x = 2 (x = -b/2a), neste ponto a reta tangente € horizontal e
seu coeficiente angular é igual a zero,

Também é facil perceber que na regido préxima a x = 3, a para-
bola é crescente: logo, a reta tangente forma um angulo entre 0 e
90°; entdo a tangente é positiva e tem pinta de ser maior do que
1, pois parece que sua inclinagdo é maior do que 45°.

Calculemos, entdo, algebricamente, a derivada da funcao dada:
y' = (x%-4x +3) = (x?) — (4x) + (3)
Yy = (X%-4x+3) = (X?) — (4x) + (3) =2x?1 -4 =2x -4
Como era de se esperar, para x = 2, temos my = f(2) = 0. Veja a
reta t2 na figura:
t2: y = -1 (a ordenada do vértice da parabola, ou seja, f(2)).
Para x = 3, obtemos:
m=f@)=23-4=2
Logo, a equacdo da reta t1, tgt & pardbola no ponto (3, 0) é:

2

y-Yo=m(X—-X) = y-0=3x-3) = y=3x-9

E6. Dada a fungéo y = x® — 3x2 — 9x + 11, determine:

a) afuncgéo derivada;

b) os intervalos onde a funcédo é crescente e decrescente, bem
Como seus maximos e minimos;

¢) Um esboco do gréfico da fungao.

Solucdo

a)y=(x-3x2-9x +11) = y =(x3) - (3x3) - (9x)’' + (11)
=y =3x2-3(2x) -9 Yy =3x>-6x-9 y =3(x*-2x - 3)

1 seraque quando h(x) = f(x) + g(x), a expressao a seguir inspiraria uma
demonstracao para tal propriedade?

b) A fungdo sera crescente onde y’ for positiva e decrescente
onde y’ for negativa. Além disso, se a funcéo for bem compor-
tada, em seus pontos de maximo e minimo as retas tangentes
serdo horizontais. Vejamos onde y’ = 0:
y=3(x>-2x- 3)=0 =>x=-loux=3

Dai dois importantes pontos do gréfico de A

x . - —A— 116
f, sdo: el

X =-1=y=(-1)3-3(-1)2-9(-1)+11 = 16. |
x=3=y=3%332-93-11=-22 g

\
\
Analisando a expressdo y’, observamos 22— s
que y’ < 0 para x entre -1 e 3 (entre suas B
raizes) e y’ > 0 para x fora deste intervalo.

Entdo, antes do ponto A a fungdo é crescente; entre A e B é de-
crescente e apos o ponto B é crescente...

Mais um ponto util do gréfico: o ponto de interse¢do do gréafico
com o eixo y:

x=0 =>y=11= C(0; 11)

Com as informacdes ja disponiveis é possivel um razoavel es-
boco do gréfico.

Finalmente, sabemos que a funcdo dada é um polindmio do ter-

ceiro grau de coeficientes reais: portanto possuird ou 1 ou 3 rai-
zes reais... Um desafio final: ha ponto de inflexdo? Qual?

E7. Mostre que se g(x) = sen x entdo f'(x) = cos x.

O coeficiente angular da reta secante, etc, etc é dado por:
ms = sen(x + h)—senx — 2.sen(h/2).cos(x+h/2)
h h
ms = M.cos(x+h/2) 1)
h/2
Observe que quando h se aproxima de O (zero), claramente
cos(x+h/2) se aproxima de cos x (pense no fato do gréafico de cos x

ser bem comportado); entretanto, a expressao sen(h/2) possui um
h/2

comportamento inusitado: tanto o numerador quanto o denomina-
dor se aproximam de zero a medida que h se aproxima de 0!

Veja a seguir a justificativa para o fato de que o numerador e o
denominador desta fragdo se aproximam de zero com idénticas
velocidades, ou seja, tal expressédo se aproxima de 1 quando h
se aproxima de 0!

Paraz >0, observequesenz< z e Q

z <tg z (compare as areas do setor OAP
e do triangulo OAQ...).

Dai, cos z < (sen z) /z < 1. E razoavel
concluir, entdo, que quando z se aproxima T P

) tgz
de zero, o valor de S€"Z (espremido en- 7
V4

tre cos z e 1), se aproxima de 1!

; ) sen z senz
Ouseja, fim, ,>=—%=1

A
Retomando a expresséo anterior, temos: 0 cosz 1

ms = M,COS(Hh,Z), onde $eN(h/2) se aproximade 1 e
h/2 hi/2

cos(x +h/2) se aproxima de cos X.

Logo, intuitivamente, ms se aproxima de cos x , ou seja, a fun-
¢ao derivada de g(x) = sen x é a fungdo g'(x) = cos X.

h(x +h)-h(x) f(x+h)-1(x) N g(x +h)-g(x)
h B h h
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E8. Determine as equacdes das retas tangentes ao gréfico de y
=g(x) =senx, parax =n/4, n/l2 e T.

Solucéo

A funcdo derivada de g € dada por g’(x) = cos X.

Logo, temos: g'(n/4) =cos /4 = 2/2; g (n/2) =cos n/2=0 e
g'(n/4)=cosn= -1

Logo, os coeficientes angulares das
retas tangentes ao grafico da fungéo

seno, nos pontos de abscissas n/4, n/2
e mvalem, y2/2,0e -1.

/4

Analise o grafico e perceba que x = 1t/2

corresponde a um ponto de maximo e x = & corresponde a um
ponto de inflexdo (onde a reta tangente ndo é horizontal; faz
135°). Vocé percebe que a inclinacéo (coeficiente angular...) da
reta tangente decresce no intervalo (n/2; ©t) e cresce no intervalo
(n/2; m)...?

Conclua o exemplo explicitando as equacdes das retas tangentes
solicitadas.

PROPRIEDADE OPERATORIAS

Sejam u e v duas func¢des e U’ e v’ suas funcdes derivadas. Tem-

se que:

a) A derivada da soma ou diferenca é a soma ou diferenca das
derivadas, ou seja: (utv) =u =V

b) A derivada do produto de duas funcdes é a soma de uma mul-
tiplicada pela derivada da outra, ou seja:
(uv)y =uv +u.v

¢) A derivada do quociente de duas fungfes é dada pela expres-
s&o (u/v) = (v.u'’- u.v' )2

d) A derivada de uma fungdo elevada a um expoente o# 1 é dada
por: (u*)’ = a.u*t.u’

EXEMPLOS (3)

E9. Com base nas propriedades operatérias, determine a deri-

vada das fun¢des indicadas:
ay=x*-7x3+2x -5 f.y= /x .senx

b.y =x3.sen x g.y = x3/(x?+1)

c.y=(x?+1)3 h.y = (x%+1)/(x?-1)
d.y=x28 i.y=senx/x
e.y=Jx3+2x+1)?
Solugdo
a) y =4x3-21x2+2
b) y =x3.(sen x)’+ (x3)’. sen x = x3.cos x + 3x2. sen x
c) y =3.(x%+1) GV (x2+1)’ = 3.(x>+1)%.2x = 6xX. (X?+1)?
d) y' =2/3.x @R = 2/3 x13=2/(3x3)
€) Y = 2/3.03+2x+1)@IL (x3+2x+1) = _23x" +2)
3x® +2x+1
f) y = Jx.(senx) +(+/x ). senx = Jx .cos x + SENX
2Vx
9 Y= 2+ + (X% +2).0¢3) = 2xx3 +(x? +1).3x?
(x* +1)? (x* +1?
- x%.(6x%+3)
(x?+1)

hy y= 2D+ + (-0 (x*+1) = 4x°
(x? -1? (x? -1?
)y = X.(sen x)'+x'.sen X _ X.COS X +sen X
x2 x2
FUNCOES BASICAS E SUAS DERIVADAS
Seja u uma fungdo. Tem-se:
a.(senu) =cosu.u b. (cosu) =-senu.u

c. (tg u) =sec?u.u’
e. (Lnuy=u'lu

d. (e¥)y =euu

EXEMPLOS (4)

E10. Explicite as fungBes derivadas das fun¢@es indicadas:

a)y= X+t d)y=x2. e
b) y = Ln(sen x) e) y = sen(cos x)
c)y = x.e* f) y =1tg?(+1)
Solugdo
a) y = ex2+3x—1_ (x2+3x+1) = ex2+3x—l_ (2x+3)
b) y' = (5€"X) = cot x
senx
C) y1 = X.(ex)‘+ X’.ex = X.[eX_X’] +1.eX= ex(X + 1)
d) y =53 (e )+ (). X =x3. X (x2)y+3x2 eX =
= x2.eX (2x2 + 3)
e) y =[sen(cos x) ] = cos(cos X). [cos X] = -sen X . cos(cos X)
f) y'=[tg2(3+1)= 2.tg21(x3+1).5ec?(x3+1).3x2
= 6x2.tg (x3+1).sec?(x3+1)
EXERcIcCIOS

F1. Determine uma expresséo para as somas infinitas indica-
das, onde |x| <1:

a) y=1+2x+3x2>+4x*+5x5+ ...

b) y= x+2x2+ 3x3+ 4x* + 5x5 +...

Dica: vejaque 1 + x + x2 + x3 +... = 1/(1-x), soma dos termos de
uma PG comai=1eq=x Seadmitirmos que sob certas con-
di¢Bes é valido derivar ambos os lados...

F2. Explicite as fun¢Bes derivadas das funcdes:
a)y= (x*-1).(x*+1) b) y = sen (x?)

C) y = X2.e2x d) y= esenx
e)y=(eX+1)(e*-1) f) y = sen(cosx) + cos(sen x)
g) y = sen 2x. sen 4x h)yy= 22+

i) y = xsenx

F3. Analise o grafico das curvas y = x? e y = 2%, investigando em
quantos pontos tais curvas se intersectam, determinando as
equacdes das retas tangentes a elas nesses pontos.
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