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Capitulo 1

o universo fisico

O assunto principal deste curso é o eletromagnetismo, uma das teorias mais fantasticas,
profundas, fundamentais, bonitas, jamais eleboradas!. Comecamos este curso discutindo
a relagao do eletromagnetismo com o contexto mais amplo da fisica para que possamos
admira-la em perspectiva. Para nos, que estudamos e trabalhamos com fisica, este tipo de
distanciamento ¢ muito 1til, pois ele complementa a nossa imersao cotidiana nos impor-
tantissimos afazeres miudos, que dificulta a reflexao sobre o conjunto. Dai a necessidade
de uma emersao.

Nos vivemos em um universo composto por muitos universos. A palavra universo e a
palavra mundo também sao usadas para designar grandes totalidades. Dentro delas ca-
bem, por exemplo, corpos celestes, galdxias, energia, massa, matéria, antimatéria, espaco,
tempo, carga elétrica, luz, ondas, juntamente com borboletas, elefantes e dinossauros,
juntamente com pensamentos, sentimentos, consciéncia, fome, inteligéncia... Esta lista
poderia ser muito mais ampla, como indica o provérbio francés que diz: il faut de tout
pour faire un monde..., que pode ser traduzido como € preciso de tudo para fazer um
mundo.... O importante, aqui, ¢ chamar a atencao para que ela é feita de conceitos, de
ideias expressas por meio de palavras. E, como é caracteristico das construgoes humanas,
a concepcao que cada um de nds tem do universo envolve opgoes pessoais, influenciadas
por culturas locais. Muitas pessoas acreditam em ideias religiosas ou misticas, muitas
pessoas, nao. Ja se discutiu muito se os corpos celestes ocupam uma regiao finita ou
infinita do mundo. J& se discutiu muito se espaco existe. Ja se discutiu muito se campo
elétrico é real. Ja se discutiu muito se o vazio, o nada, pode existir: se ele existe, ele nao
pode ser nada...

Assim, nao existe a concepgao do universo, existem muitas, todas elas envolvendo
elementos histéricos e culturais, temperados por ingredientes pessoais e pela época em
que vivemos. Ao estudarmos uma disciplina particular, tal como a fisica, efetuamos um

1Vocé achou esta descricao exagerada? Se vocé discutir isso com uma pessoa bastante experiente em
fisica, é bem possivel que ela ainda acrescente outros adjetivos...
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recorte mais ou menos consciente no grande universo, que contém tudo, nos concentramos
em alguns temas e, deliberadamente, evitamos outros. Desta atitude resulta um universo
menor, que podemos chamar de universo fisico. Neste caso, também, este recorde nao é
unico, dependendo muito de quem o produz e da época em que ele é feito. Vivemos em
um universo muito amplo e trabalhamos com universos fisicos, que é a parte que mais nos
interessa aqui.

Ainda que, para os praticantes, seja relativamente facil reconhecer a existéncia de um
universo fisico, a sua demarcagao nao é simples, pois este universo nao é unico. Esta
demarcacao nao ¢é feita por entidades oficiais, universidades ou sociedades cientificas, e
nao existem defini¢oes formais ou legais do que seja o universo fisico. Como alternativa,
notamos que, ha varias geracgoes, uma parte importante da educacao dos fisicos é baseada
no uso de livros-texto. Este fato marca de maneira bastante forte a nossa comunidade!!
e nos permite supor que as concepgoes de universo fisico presentes neles sejam partilha-
das por muitas pessoas. Embora estas concepgoes nao estejam, em geral, formalmente
explicitadas nos livros-texto, podemos descobri-las “lendo” as suas entrelinhas. Algumas
destas formulacoes sao discutidas a seguir.

e universos fisicos

Ao longo dos ultimos quatro séculos, os fisicos, os quimicos, os astronomos e seus
antecessores, os filosofos naturais, tiveram sucesso em articular uma visao bastante ampla
e coerente do mundo material. Atualmente, a fisica trata de uma variedade enorme de
problemas, abrangendo desde fendomenos que ocorrem no interior do proton até a evolucao
do universo em grande escala. Entretanto, apesar desta enorme diversidade de assuntos,
existem algumas regularidades, muito fortes, no modo como eles sao abordados no ambito
da fisica.

Um problema tipico é o do sistema solar, onde planetas orbitam em torno do Sol e
satélites orbitam em torno de planetas. Estamos bastante acostumados com o estudo
deste sistema e sabemos que a Terra, em particular, descreve uma orbita aproximada-
mente eliptica em torno do Sol. O que nos interessa aqui é discutir como a fisica descreve
o comportamento do sistema Terra-Sol ou, alternativamente, no que consiste a solucao
do problema Terra-Sol. Ao formular o problema desta maneira, ja o circunscrevemos a
apenas dois entes materiais, o Sol e a Terra e, tacitamente, as interacoes entre eles. No
contexto da fisica newtoniana, identificamos as massas do dois corpos como responsaveis
por estas interacoes e utilizamos a lei da gravitacao universal para obter a forga atra-
tiva que age em cada corpo. O préximo passo consiste em passar do conhecimento da
interagao ao conhecimento das trajetorias dos corpos, empregando as leis dinamicas de
Newton, que descrevem os seus movimentos inerciais, a relagao entre forca e aceleracao e
a igualdade entre acao e reacao. Obtemos, entao, duas fungoes matematicas, que repre-
sentam as posicoes do Sol e da Terra em funcao do tempo. O conhecimento dessas funcoes
corresponde a solugao do problema, pois a partir delas podem-se obter as trajetérias e
outras caracteristicas do sistema.



De modo alegorico, podemos pensar este problema como uma danga césmica, onde o
Sol e a Terra correspondem a atores materiais que interagem entre si, com movimentos di-
rigidos pelas leis dinamicas, em um palco formado pelo espaco e pelo tempo. A explicacao
classica da drbita eliptica da Terra envolve, assim, trés tipos de entidades:

palco — o0 espaco e o tempo
diretor — as trés leis dinamicas de Newton

atores — o Sol e a Terra, portadores de massa e campo gravitacional

A nossa compreensao acerca do comportamento da matéria se apoia em teorias, ela-
boragoes intelectuais bastante complexas. O objetivo a longo prazo da fisica é a construcao
de uma tunica grande teoria, capaz de abarcar todos os fenomenos conhecidos. Este pro-
cesso de construcgao, que teve um grande impulso no século 16, continua nos dias de hoje.
O nosso conhecimento atual, apesar de muito extenso, é, ainda assim, incompleto. Se,
por um lado, essa situacao é excitante por nos oferecer a possibilidade de participar da
construgao do conhecimento, por outro nos obriga a conviver com varias teorias diferen-
tes, cada uma delas demarcando o seu préprio universo e portadora da sua prépria visao
de mundo.

Atualmente, coexistem na formacao dos fisicos trés grandes modelos tedricos diferen-
tes, conhecidos como cléssico, relativistico e quantico. Como cada um desses modelos
corresponde a um modo caracteristico de enxergar o mundo material, é comum, também,
falarmos de universos classico, relativistico e quantico. O universo classico repesenta uma
sintese do conhecimento elaborado até o fim do século 19, tendo sido superado pelos ou-
tros dois, em revolucoes ocorridas no século 20. Apesar disso, ele continua tendo um
papel formador muito importante e tem papel fundamental nos cursos de fisica. Nessas
trés propostas para o universo, as nocoes de palco, diretor e atores estao presentes, como
indicado no quadro esquematico abaixo.

universo fisico

palco: espago e tempo

diretor: leis dinamicas

atores: matérias e campos

Em cada uma das concepcoes, classica, relativistica ou quantica, palco, atores e diretores
adquirem significados diferentes, mas as caracteristicas gerais do quadro sao mantidas. A
seguir, discutimos um pouco cada um dos universos.
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e 0 universo fisico classico

Do mesmo modo que o palco de um teatro permite a representacao de diversas pecas
e o trabalho de diferentes atores, o palco dos eventos fisicos comporta acontecimentos
variados, envolvendo diferentes atores materiais. Na versao cldssica do universo, o palco
¢ constituido principalmente pelo espaco e pelo tempo, entidades que permitem descrever
onde e quando um dado evento ocorre.

A ideia classica de espaco tem cerca de cinco séculos, foi desenvolvida na Europa e
corresponde a um conjunto de pontos, tridimensional e infinito. Ele nao tem buracos e é
continuo, ja que existem infinitos pontos na vizinhanca de qualquer um de seus pontos.
Este espaco é métrico, pois, nele existe a nocao de distancia entre dois pontos quaisquer.
Além disso, as suas propriedades sao as mesmas em qualquer regiao da sua extensao e ele
nao possui direcoes previlegiadas. Estas duas ultimas caracteristicas, conhecidas como
homogeneidade e isotropia do espaco tém, como consequéncias muito importantes, as
conservagoes das quantidades de movimento linear e angular, respectivamente.

Na fisica, portanto, a palavra espaco tem significado bastante diferente do empregado
na linguagem cotidiana. Para obter uma lista dos significados possiveis desta palavra,
consultamos o dicionariol? e encontramos: “Espaco.[Do lat.spatiu.] S.m. 1. Distancia
entre dois pontos, ou a area ou o volume entre limites determinados: O acidente com o
pedestre resultou do espaco estreito da calcada; A casa foi construida num espaco pequeno.
2. Lugar mais ou menos bem delimitado, cuja area pode conter alguma coisa: Na casa
h& espaco para cinco pessoas; O artigo nao desenvolve bem o tema por falta de espaco.
[...] 4. A extens@o onde existem o sistema solar, as estrelas, as galdxias; o Universo:
as viagens pelo espaco sdo uma conquista do séc. XX [...].”. Vemos, portanto, que o
significado 4 no dicionério se aproxima do empregado na fisica, mas os demais nao.

Uma questao interessante associada ao uso da palavra espago na fisica ¢ saber se
ela designa uma entidade real ou nao. No ambito da filosofia, existem varias visoes
alternativas e controversas, que nao cabem neste curso. Entre os fisicos, por outro lado, a
atitude corrente consiste em trabalhar com o espaco como uma entidade real, ainda que
nao material. Assim, na fisica, o espaco é tratado como algo que “existe mesmo”.

A nogao cléssica de tempo fisico, tal como a de espaco, nasceu na Europa ha cerca de
cinco séculos. A natureza do tempo é, se possivel, ainda mais misteriosa que a do espaco.
Na fisica, tal como na concepcao cotidiana, o tempo estd associado a ordenacao de eventos
ou acontecimentos no mundo natural. Ele é unidimensional, continuo, e tem uma direcao,
indo do passado para o futuro, sem volta, linearmente. Na linguagem cotidiana, a palavra
tempo é empregada com varios significados. Consultando um dicionériol? encontramos:

Uma outra propriedade do tempo classico é a sua uniformidade, ou seja, o fato de que
ele flui em todas as épocas do mesmo jeito, com a mesma “velocidade”. Essa uniformidade
¢ muito importante, pois dela decorre a conservacao da energia. Esta entidade, que tem
papel central na ciéncia contemporanea, foi introduzida ha relativamente pouco tempo,



pouco mais de um século. A palavra energia remonta a Grécia antiga e relagoes do tipo
muv? = 2mgh j4 eram conhecidas no século 17, mas elas nao eram interpretadas como o
fazemos atualmente. A visdo moderna de energial® foi introduzida na década de 1840,
através dos trabalhos de Mayer, em 1840 e 1842, e de Joule, em 1845, tendo-se tornado
bastante difundida no ambito da ciéncia apenas a partir da década de 1870. O conceito
de energia foi, entre outras coisas, muito importante para ajudar a quebrar as fronteiras
entre disciplinas diferentes.

A energia se conserva, ou seja, o seu valor permanece constante em qualquer sistema
isolado. Como o mesmo acontece com os fluidos, no século 19 os cientistas discutiram
vivamente acerca da natureza da energia, se ela também seria um fluido ou algum tipo
de substancia, capaz de se mover de um lado para outro no interior de um sistema fisico.
Entretanto, a quantidade de energia de um sistema é uma grandeza dependente do re-
ferencial usado para descrevé-la, o que torna complicado pensid-la como ente concreto.
Num dado problema, o que interessa sao as variagoes dos diversos tipos de energia, e nao
os seus valores absolutos.

Na fisica classica, o tempo e o espago sao concebidos como entidades independentes,
as quais estao associadas as grandezas conservadas energia, momento linear e momento
angular. Por isso, o universo fisico classico pode, por enquanto, ser representado como no
quadro abaixo.

universo fisico classico

momentos
linear e angular energia

palco: 0 T
espago tempo

diretor: leis dinamicas

atores: matérias <— campos

Os atores materiais constituem uma outra classe importante de entes fisicos. Eles
correspondem aos personagens que participam de uma determinada peca e que se influ-
enciam mutuamente no palco do espaco e do tempo, determinando os varios enredos. No
universo fisico cldssico coexistem as interacoes gravitacional e eletromagnética. Apesar de
operarem de maneiras bastante diferentes, essas duas interagoes tém em comum o fato
de serem mediadas por campos. Os campos, por sua vez, sao gerados por um tipo de
“coisa” que, na fisica, é denominada genericamente de matéria ou “fonte”do campo. As
matérias associadas a essas duas formas de interagao sao, respectivamente, a massa e a
carga elétrica e os campos correspondentes sao o gravitacional e o eletromagnético.

A relacao entre as ideias de campo e matéria é circular pois, de modo bastante simpli-
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ficado, podemos dizer que campo é algo que existe em torno da matéria e que matéria é
a fonte ou causa do campo. Essa circularidade deriva do fato de nao haver nem campo
sem fonte nem fonte sem campo. Uma coisa nao vem antes da outra. Campo e matéria
sao duas faces diferentes de uma entidade mais complexa, que poderia ser chamada de
fonte-campo ou matéria-campo.

Em geral, os objetos materiais encontrados na natureza podem ser portadores de uma
ou mais fontes de campo, simultaneamente. Assim, por exemplo, a Lua tem massa ape-
nas, enquanto que um proton tem, ao mesmo tempo, carga e massa. Em muitos casos, as
interagoes entre os diversos tipos de matéria dao origem a aglomerados, que podem ser to-
mados como evideéncias dessas préprias interagoes. No caso das interagoes gravitacionais,
descritas pela lei da gravitacao de Newton, cujas fontes sao massas, os aglomerados carac-
teristicos sao galdxias, sistemas planetdarios, estrelas, planetas. Ja no caso das interagoes
eletromagnéticas, geradas pelas cargas, os aglomerados tipicos sao todos os corpos, solidos,
liquidos ou gasosos, encontrados a nossa volta. Um resumo dessas caracteristicas das in-
teragoes é apresentado no quadro abaixo. Ele é bastante esquematico e deve ser tomado
apenas como referéncia basica.

interagoes classicas

fonte campo portadores aglomerados
massa | gravitacional Sol, Terra, galdxias, estrelas
Lua, préton... sistema solar, planetas...
carga | eletromagnético | prétons, elétrons ... solidos, liquidos
gases, plasmas...

Quando colocamos cargas em presenca de cargas ou massas em presenca de massas,
ocorrem interacoes, que se manifestam na forma de forcas que agem nos vérios corpos e
dao origem a movimentos. No caso do universo fisico classico, a transformacgao de forca
em movimento é descrita pelas trés leis dinamicas de Newton, que tratam da inércia, da
relacao entre forga e aceleragao e da igualdade entre acao e reacao. E esse conjunto de
leis que determina os desempenhos dos atores no interior do palco. Elas correspondem,
assim, a uma espécie de diretor da peca.

Juntando tudo o que discutimos, as principais caracteristicas do universo fisico classico
podem ser resumidas no seguinte quadro.



’ universo fisico classico

momentos
linear e angular energia
palco: T T
espaco tempo
inércia,
diretor: leis dinamicas de Newton: acao e reacao,
aceleragao proporcional a forca,
atores: massa — campo gravitacional
carga — campo eletromagnético

e 0s universos fisicos relativistico e quantico

No século 20 aconteceram grandes revolugoes na fisica, marcadas pelos surgimentos da
relatividade especial, em 1905, da relatividade geral, em 1915, e da mecanica quantica,
entre 1924 e 1927.

A relatividade restrita iniciou o processo de subversao da visao classica do universo.
Na fisica classica, espaco e tempo sao concebidos como grandezas absolutas, que nao
dependem do observador. Na relatividade, ao contrario, aparece uma relagao entre espaco
e tempo, que depende do referencial onde se coloca o observador. Observadores diferentes
podem interpretar de modos diferentes o que é tempo e o que é espaco na relacao entre
dois eventos quaisquer. Assim, na relatividade, o espaco e o tempo se fundem numa
nova entidade, conhecida como espago-tempo. Do mesmo modo, a energia e o momento
linear também se fundem numa tnica entidade, o momento-energia. Essas mudancas
nas caracteristicas do palco forcaram a revisao das demais partes do quadro, incluindo a
substituicao das leis dinamicas de Newton. A relatividade restrita também contém uma
outra novidade importante, a relacdo entre massa e energia £ = mc?. A proposta de
universo fisico englobada pela teoria de 1905 pode ser representada pelo quadro abaixo.
Note, nele, a presenca de duas setas horizontais, que nao existiam no quadro anterior.

universo fisico relativistico (1905)

momento angular

momento linear — energia
palco: T T
espaco — tempo

diretor: novas leis dinamicas

atores: massa +—  campo gravitacional

carga +— campo eletromagnético
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Colocar a relacao E = mc? neste quadro nao é algo simples, uma vez que a energia
é parte do palco, enquanto que a massa é um ator. O papel ambiguo desta relacao na
relatividade restrita indica que esta teoria nao é totalmente coerente. Essa percepcao
motivou a formulacao da teoria da relatividade geral, proposta por Eisntein em 1915.
Nesta nova versao da teoria, a massa € colocada no palco e ela passa a ser vista como algo
capaz de influenciar o comportamento do espago-tempo. Nesse novo contexto, o campo
gravitacional, que na fisica classica era visto como uma aura gravitacional que existiria
em torno das massas, passa a ser associado a uma curvatura do espago-tempo. Essa nova
concepcao pode ser representada pelo seguinte quadro.

| universo fisico relativistico (1915)

momento angular

momento linear — energia — massa
palco: 0 T campo gravitacional
espaco — tempo
diretor: novas leis dinamicas
atores: carga +— campo eletromagnético

A outra grande revolugao na fisica do século 20 aconteceu com o surgimento da mecanica
quantica, que associa caracteristicas ondulatorias a todas as particulas microscopicas, tais
como elétrons e protons. Essas particulas podem, por exemplo, sofrer difracao quando
atiradas sobre cristais. Esse comportamento ondulatério nao pode ser descrito no ambito
da mecanica newtoniana e, por isso, na mecanica quantica, as tres leis da dinamica classica
sao substituidas por uma nova equagao, proposta por Schrodinger. Na sua versao origi-
nal, a equacao de Schrodinger descreve apenas o comportamento de particulas nao rela-
tivisticas. A sua extensao ao caso relativistico corresponde a teoria quantica de campos.

O uso da mecanica quantica e da teoria quantica de campos em um nimero muito
grande de situagoes diferentes permitiu um conhecimento amplo e profundo dos fenomenos
microscopicos. A teoria quantica de campos, em particular, atribui as interacoes entre
particulas microscopicas a trocas de outras particulas, associadas a campos quanticos.
Assim, por exemplo, na teoria quantica de campos, as interacoes eletromagnéticas entre
dois elétrons sao atribuidas a trocas de fétons entre eles.

Atualmente, estao bem estabelecidas duas formas de interagoes quanticas, eletrofracas
e fortes, que coexistem na natureza. Ambas sao formuladas em termos de atores materiais
que se influenciam mutuamente no palco do espago/tempo, por meio de trocas de quanta
de campo. Como no caso cldssico, essas duas interagoes operam de modos bastante
diferentes, mas elas tém em comum o fato de serem mediadas por campos, gerados por
algum tipo de entidade, chamado genericamente de matéria ou “fonte”do campo.

O eletromagnetismo, desenvolvido no século 19, trata das cargas elétricas e seus campos
e corresponde a fusao de duas teorias ainda mais antigas, a eletricidade e o magnetismo.



Ele constitui o objeto principal deste curso e, por isso, sera extensivamente discutido até
o seu término. A teoria das interagoes eletrofracas foi formulada na década de 1970, como
resultado da fusao de duas teorias mais antigas, o eletromagnetismo e a das interacoes
fracas. As interacoes fracas, por outro lado, foram estudadas a partir da década de 1930
e sao as responsaveis pelos decaimentos de algumas particulas e nicleos atomicos. Os
campos bdsicos da teoria eletrofraca sido o féton () e os bésons de calibre W* e Z.

As interagoes fortes, por sua vez, comegaram a ser estudadas nos anos 1930, no contexto
da fisica nuclear. Atualmente, sabemos que essas interacoes sao as responsaveis tanto pela
coesao dos prétons e néutrons nos ntcleos atomicos como pela prépria existéncia dessas
particulas. A teoria basica, desenvolvida na década de 1970, é chamada cromodinamica
quantica, abreviada como QCD, em inglés. Nela, os quarks correspondem a matéria e
interagem por meio de campos chamados gluons. Quarks e glions sao portadores de uma
propriedade caracteristica, denominada cor. No caso dos quarks, essa palavra cor designa
algo analogo a carga elétrica e nada tem a ver com a ideia conceito usual de cor.

Um dos grandes desafios da fisica é criar uma teoria unica, capaz de unificar todas as
interacoes. A tabela abaixo mostra os principais tipos de interacao conhecidos atualmente,
bem como alguns dos aglomerados correspondentes.

interagoes quanticas

fonte campo portadores aglomerados

carga

cletrofraca | v, W*, Z | elétrons, neutrinos, | 4&tomos, moléculas

nucleos atomicos

cor glion quarks protons, pions

Estas caracteristicas do universo fisico associado a mecanica quantica podem ser resu-
midas no seguinte quadro.

’ universo fisico quantico

momento angular
momento linear — energia
palco: T T
espaco — tempo
diretor: equacao de Schrodinger e  teoria quantica de campos
atores: carga eletrofraca — campo eletrofraco
“cor” — campo gludnico
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e €111 resumo ...

Noés vivemos num universo muito complexo. A parte material desse universo é o objeto
de estudo da fisica e, nos ultimos séculos, foi criado um certo consenso sobre como esse
setor do universo, que chamamos de universo fisico, pode ser compreendido. O estudo
do mundo material é feito com o auxilio de conceitos, tais como tempo, espaco, massa,
carga, dentre muitos outros. E importante perceber que os conceitos presentes num dado
problema nao sao misturados ao acaso. Ao contrario, existem hierarquias entre eles e
eles cumprem fungoes diferentes. Por isso, é til pensar no universo fisico como tendo
“gavetas” diferentes, intituladas palco, diretor e atores. Ainda que os elementos das trés
“gavetas” se comuniquem entre si, cada uma delas possui uma especificidade. Como
vimos, a nocao de “gaveta” e o que deve ser guardado dentro dela depende do contexto
tedrico.

e exercicios
1. Para testar a sua compreensao da idéia de universo fisico, considere um problema

tradicional. Um corpo muito pequeno, é abandonado, em repouso, num ponto de altura
h de um plano inclinado, sem atrito, como mostra a figura.

Quanto tempo o corpo leva para atingir a base do plano? Depois de obter a solucao, nu-
mere as equagoes utilizadas, de acordo com a ordem em que elas foram sendo necessarias.
Em seguida, considere o quadro do universo classico e discuta a qual das suas “gavetas”
cada uma das equacoes pertence.

2. Voce acha que é viavel definirmos o que é universo fisico colocando a questao a varios
fisicos eminentes e, depois, “tirando uma média” das respostas obtidas? Neste caso, como
se sabe se um fisico é eminente?

3. Existe uma relagao entre biologia e fisica? Vocé acha que a fisica é um ramo da biolo-
gia? Ou que a biologia é um ramo da fisica?
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Capitulo 2

o eletromagnetismo

e abrangéncia dos fenémenos

O eletromagnetismo esta associado a uma quantidade muito grande de fendmenos
fisicos interessantes. A enorme maioria das propriedades da matéria na escala de ta-
manho dos seres humanos, que podem ser percebidas diretamente pelos nossos sentidos,
sao devidas a interagoes elétricas. Por exemplo, vocé consegue enxergar as letras deste
texto porque elas foram capazes de refletir a luz emitida por alguma fonte e estimular o
seu olho. A luz é uma onda eletromagnética e a sua geracao, a sua interacaao com o papel
e com a tinta depositada sobre ele, bem como a sua absorcao pelo olho sao fenomenos
elétricos. Durante o processo de impressao deste texto, cada letra é fixada no papel por
forcas elétricas. O papel é constituido por fibras e ele nao se desfaz porque estas estao
presas entre si por forgas de origem elétrica. Também a solidez da cadeira em que voce
se senta e de todos os objetos da sala em que voceé se encontra é devida a forcas elétricas.
O oxigénio do ar que voceé respira é incorporado ao seu sangue por meio de interagoes de
natureza elétrica, que também estao presentes na transformacao dos alimentos que vocé
come, na transmissao de sinais nervosos, no funcionamento de cada célula de seu corpo,
inclusive nas cerebrais, responsaveis por sensagoes, etc...

A forca elétrica esta presente nas interacoes que ocorrem no interior de cada uma das
moléculas que constituem tanto os nossos corpos como a matéria que nos cerca. Como
essas moléculas se agrupam em corpos macroscopicos ela é, também, responsavel pelas
propriedades desses corpos. Quando apertamos a mao de alguém, sao forcas elétricas que
movem nossos musculos, impulsos elétricos que transmitem as sensagoes e forgas elétricas
que impedem que as maos se esfacelem. Todos os nossos sentidos funcionam a base
de forcas elétricas. Todas as forcas percebidas e sentidas por ndés tém origem elétrica.
Embora os nossos pesos sejam devidos a gravidade e, portanto, de natureza nao elétrica,
as sensacoes associadas a ele sao de origem elétrica.

Para dramatizar a importancia da forgas elétricas no mundo que nos cerca, podemos
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imaginar o que ocorreria a nossa volta em um cenario hipotético, no qual pudéssemos
desligar a forga gravitacional, deixando inalteradas as forcas elétricas. Neste caso, devido
a rotacao da Terra em torno do préprio eixo, tudo o que existe nela, inclusive a atmosfera,
as aguas dos mares e os seres vivos, seria lancado tangencialmente e se dispersaria pelo
espaco. A prépria Terra perderia sua forma esférica e se desagregaria em cacos de pedras,
graos de areia, goticulas de dgua... Neste processo, se a interacao elétrica fosse mantida,
os corpos solidos permaneceriam coesos, uma cadeira continuaria a ser uma cadeira, o
mesmo acontecendo com canetas, carros ou computadores. Os liquidos se dispersariam
na forma de gotas esféricas e os gases, como moléculas isoladas.

Alternativamente, se invertéssemos o jogo e desligdassemos as forcas elétricas mantendo
a gravitacao, os atomos e moléculas se quebrariam, pois sao elas que prendem tanto os
nicleos atomicos nos atomos como os varios atomos entre si, nas moléculas. Assim, nao
existiriam mais corpos solidos, moléculas ou atomos. Os elétrons se desprenderiam com-
pletamente dos nicleos atomicos, mas estes continuariam a existir ja que eles sao mantidos
coesos devido a um terceiro tipo de forga, denominada forte. Como resultado, a Terra se
tornaria uma grande “sopa”, contendo todos os prétons, néutrons e elétrons provenientes
dos varios elementos, mantidos juntos entre si pelas forcas forte e gravitacional. A massa
total do sistema estaria concentrada num volume de raio bem menor que o atual, acarre-
tando uma diminui¢ao de volume e uma conseqiiente diminuicao do momento de inércia
da “Terra”, que passaria a girar mais rapidamente.

Esta é apenas uma caricatura de um jogo complicado, visando tao somente enfatizar
os papéis dos dois tipos de interacao no mundo que nos cerca. Se pudéssemos desligar, de
verdade, as interagoes gravitacional ou elétrica, as formas finais dos varios sistemas so-
mente poderiam ser conhecidas com precisao, mediante o uso de teorias fisicas abrangentes
e calculos complexos.

e tecnologia e ciéncia

A teoria eletromagnética é particularmente cara aos fisicos. O eletromagnetismo cléssico,
formulado no século 19, por ser muito elegante e ter enorme potencial de aplicacao, tornou-
se o grande paradigma de teoria fisica do século 20. Ele descreve o comportamento das
ondas eletromagnéticas e permite-nos compreender como elas sao geradas, como elas se
propagam e como elas sao absorvidas. O seu estudo permite-nos, portanto, compreender e
ter acesso aos mecanismos basicos de funcionamento de uma parte importante do universo,
bem como explicar varios fenomenos muito interessantes, e produzir aplicagoes de grande
utilidade. Atualmente sabemos que o eletromagnetismo classico nao inclui fétons e outros
efeitos quanticos e precisou ser estendido para poder descrever interagoes entre particulas
elementares. Mesmo assim, ele continua sendo o grande modelo para a construcao de
novas teorias e é comum em fisica de ponta, que efeitos novos sejam incorporados por
meio de modificacaoes do eletromagnetismo. Isso aconteceu no caso da eletrodinamica
quantica, criada para explicar o comportamento eletromagnético de elétrons no contexto
da mecanica quantica relativistica, na cromodinamica quantica, que descreve as interagoes
dos quarks e, também, na teoria eletrofraca, que trata de decaimentos dos constituintes
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elementares da matéria.

O eletromagnetismo foi a primeira teoria que realizou, em parte, a meta da unificagao
de vérias teorias fisicas. Ja no século 19, ela mostrou-se capaz de descrever processos
elétricos, magnéticos e Opticos, que antes eram considerados de naturezas diferentes num
tinico contexto tedrico *. Por volta de 1970, aproximadamente um século depois da teoria
de Maxwell para o eletromagnetismo, um processo semelhante de unificacaao voltou a
ocorrer, desta vez com as teorias das interacoes fracas e eletromagnéticas, dando origem a
teoria eletrofraca. A motivacao de unificar as diferentes interagoes continua entre as metas
dos pesquisadores em fisica. Entretanto, a importancia historica do eletromagnetismo
nao se esgota ai. No fim do século 19 ele contribuiu muito para a génese da teoria
da relatividade e, também, para o processo de desmecanizacao da matéria, que acabou
levando ao desenvolvimento da mecanica quantica e a nossa concepc¢ao atual do universo.
E bastante significativo que o titulo do trabalho de 1905 em que Einstein propos a teoria
da relativadade restrita fosse “Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento”.

Além da sua importancia no ambito da ciéncia, o conhecimento do eletromagnetismo
vem sendo usado com propdsitos tecnologicos de uma forma tao ampla desde o século 19,
que hoje é dificil imaginar a nossa vida sem ele. A tecnologia baseada no eletromagnetismo
estd presente no cotidiano de grande parte das pessoas do planeta, iluminando dentre
muitas outras, na forma da iluminacaao das nossas casas, permitindo o funcionamento
dos nossos eletrodomésticos, aparelhos de TV, computadores e telefones celulares ... A
industria, a agricultura e a propria forma de organizacao de grandes setores da sociedade
sao, hoje, determinadas por essa tecnologia.

Os meios de comunicagao e a informatica envolvem aplicagoes intensivas do eletro-
magnetismo e tém forte relacao com o estilo de vida das pessoas, com a organizagao das
sociedades contemporaneas e com a propria formulacao dos valores dessas sociedades. As
tecnologias empregadas na informéatica tém relagao direta com os conhecimentos de novos
materiais e técnicas, onde o eletromagnetismo comparece de modo muito significativo.

e CAamMpoOSs

A teoria do eletromagnetismo classico é, ao mesmo tempo simples e abrangente, bonita
e profunda. Por isso, pode parecer surpreendente que ela seja formulada em termos de
um numero bastante pequeno de entidades fisicas basicas. Ela envolve apenas o espaco
e o tempo (7,t), a carga elétrica (q), os campos elétrico e magnético (E e é) e a forca

(F'). Todas as leis e resultados importantes da teoria envolvem apenas relagoes entre essas
grandezas.

Nesta teoria, os atores sao as cargas elétricas enquanto as suas interagoes sao mediadas
por campos. A ideia de campo surgiu no século 19, no contexto do eletromagnetismo e,
atualmente, ele é um dos conceitos fisicos de maior importancia, como destacam Einstein

1Sobre a unificacao entre eletricidade, magnetismo e éptica, hd um livro interessante que conta, em
forma de ficcio, a histéria das obras de Faraday e Maxwell. [



16 CAPITULO 2. O ELETROMAGNETISMO

e Infeld.[,

[Nos primdérdios do século 19]“ o conceito de campo nada mais era do
que um meio para facilitar a compreensao de fenomenos do ponto de wvista
mecanico. Na nova linguagem de campo, € a descricao do campo entre duas
cargas, € nao as cargas em si, o que € essencial para uma compreensao de
sua a¢ao. O reconhecimento dos movos conceitos cresceu consistentemente,
até que a substancia foi ocupada pelo campo. Percebeu-se que algo de grande
importancia havia aparecido em Fisica. Uma nova realidade foi criada, um
novo conceito para o qual nao havia lugar na descrigao mecanica. Lentamente
e com luta, o conceito de campo firmou para si um lugar de predominancia em
Fisica e permaneceu um dos conceitos fisicos basicos. O campo eletromagnético
¢, para a Fisica moderna, tao real quanto a cadeira que sentamos.”

Um campo é o ente responsavel pela interacao entre dois pedacos de matéria. Ja os
diversos tipos de matéria sao fontes de diferentes tipos de campo. H4&, portanto, uma
relacao circular entre os conceitos de campo e matéria. No caso do eletromagnetismo, a
circularidade entre carga e campo nao permite explicitar isoladamente o que € uma carga
elétrica, qual a sua esséncia. Isso nao significa que a questao nao seja vélida. De fato, ela
é extremamente interessante! O problema é que, no contexto do eletromagnetismo, ela
s6 pode ser respondida afirmando que carga elétrica é o que pode criar campos elétrico
e magnético (este ultimo, se a carga estiver em movimento). Os campos, por outro lado,
sao os efeitos das cargas. Por isso, é muito dificil, ou mesmo impossivel, definir o que
é carga elétrica. Felizmente, os fisicos conseguem circunscrever este problema, sabendo
muito bem o que uma carga faz e como ela se comporta em diferentes situagoes. A partir
do conhecimento abrangente de suas propriedades, pode-se adquirir uma intuicao do que
seja uma carga elétrica.

Algumas das caracteristicas dos campos produzidos por cargas elétricas sao analogas
as do campo gravitacional. Por isso, é interessante rever o caso do campo gravitacional
classico, com o qual estamos mais acostumados. Como discutimos na aula anterior, o
universo fisico é analogo a um palco, onde atuam atores que interpretam uma peca. No
caso do eletromagnetismo, os atores sao a carga elétrica e os campos elétrico e magnético.

No caso da gravitacao classica, esses atores sao as massas e 0o campo gravitacional
e a forca peso constitui um indicio da existéncia desse campo. O peso de uma maca,
por exemplo, é uma forca devida a sua interacao com a Terra. O conceito de campo
fornece uma imagem de como se da esta interagao. A Terra, como qualquer outro corpo
com massa, ¢ concebida como possuindo em torno de si uma aura 2, que é o campo
gravitacional. E importante ressaltar que a palavra utilizada é aura, e nao aurea, pois
esta ultima refere-se a ouro. Utilizamos a palavra auracom o significado de algo sutil, ténue

2Segundo um dicionario [3]: aura. [Do lat. aura] S.f. 1.Vento brando; brisa, aragem, sopro: “Auras
subtis das frescas madrugadas, / Feitas de aroma e quérulo cicio” (Luis Carlos, Colunas, p. 113). [...]
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que envolve a massa, sem quaisquer conotacoes misticas, religiosas ou espiritualistas, Mas
que é “tao real como a cadeira que sentamos...”. O campo gravitacional corresponde
a uma parte real, mas nao facilmente perceptivel, do objeto com massa, que preenche
todo o espaco que o circunda, como sugere a fig.2.1. Na teoria a interacao gravitacional
ocorre porque a maca e todas as coisas que existem por aqui estao imersas no campo
gravitacional que ela cria e campos gravitacionais agem sobre massas, dando origem a
forcas. No caso da maca, essa forca de origem gravitacional é o seu peso. De modo
analogo, o peso de qualquer objeto, inclusive o do nosso proprio corpo, é devido a a¢ao
do campo gravitacional terrestre sobre massas.

Figura 2.1: A Terra e uma representacao do campo gravitacional devido a sua massa.

O campo gravitacional da Terra estd em torno dela, independentemente de existirem
outras massas por perto, que possam vir a ser influenciadas por ele. De modo geral, o
campo gravitacional de um corpo qualquer é indissocidvel da sua massa; ela sempre traz
o campo consigo, sendo impossivel separar um do outro. Esta nocao ¢é valida tanto para
o campo gravitacional da Terra como para o de uma maga, cuja massa ¢ muito menor
que a da Terra. Nao falamos muito de campos gravitacionais de macas apenas porque
eles sao muito fracos e, por isso, dificeis de serem percebidos. Entretanto, eles existem e
podem ser observados em experimentos precisos.

Uma caracteristica do campo gravitacional é que ele nao pode ser barrado, atuando no
interior de qualquer objeto. Uma evidéncia é que o campo gravitacional age no interior do
nosso proprio corpo, pois o sangue desce para a nossa cabega quando ficamos de cabeca
para baixo. Além disso, a intensidade do campo num ponto nao se altera quando um
objeto é colocado ali; o campo da Terra numa dada regiao é completamente inalterado se
nela houver, ou nao, uma maca.

O campo gravitacional da Terra é que mantém coisas presas a ela. E em razio desse
campo que acompanhamos a Terra em seu movimento ao redor do Sol. E por causa dele
que a atmosfera existe ao redor da Terra. Mesmo se a Terra nao possuisse atmosfera, o
campo gravitacional continuaria a existir e os objetos continuariam a ter peso. E, assim,
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incorreta a ideia que o peso de um corpo é devido a atmosfera. Se colocarmos esse corpo
no interior de uma campanula de vidro e retirarmos o ar do seu interior por meio de
uma bomba de vacuo, o seu peso nao se altera. Na verdade, o campo gravitacional da
Terra se estende por distancias muito maiores do que a espessura da atmosfera. Para nos
convencer disso, basta lembrar que é esse campo que prende a Lua ao nosso planeta.

No caso da gravitacao, massas interagem com massas, por meio de campos gravitacio-
nais. Ja no caso do eletromagnetismo, cargas interagem com cargas, por meio do campo
eletromagnético. Em cada um dos casos existem especificidades, ou seja, o modo como
duas massas interagem ¢ diferente do modo como duas cargas o fazem. Por isso, as teorias
da gravitacao e do eletromagnetismo sao diferentes, pois elas descrevem os comportamen-
tos diferentes de entidades diferentes.

e as entidades do eletromagnetismo classico

Comecamos o nosso estudo do eletromagnetismo discutindo alguns aspectos qualitati-
vos da relacao de cargas elétricas com seus campos. Uma carga possui sempre um campo
em torno de si, campo e carga formam uma unidade indissociavel. Carga e campo sao,
de fato, um tnico ente e, por isso talvez fosse mais correto designé-lo por um tinico nome
tal como, por exemplo, carga-campo. Com isso, ficaria mais claro que carga e campo
constituem facetas diferentes de uma mesma entidade.

Tal como no caso gravitacional, pode-se pensar no campo elétrico como uma entidade
e carga real, que preenche todo o espaco que a circunda. O campo da carga, uma espécie
de aura, que a envolve, é responsavel por muitos efeitos importantes. Por exemplo, a
energia associada a uma carga elétric; como veremos mais adiante, estd no seu campo e,
portanto, na regiao do espaco que a envolve.

Carga e campo nao podem ser separados. Se dermos um tranco em uma carga, nao
importa quao rapido e quao forte, fazendo com que ela se mova, o seu campo elétrico
¢é arrastado junto com ela. Além disso, o campo elétrico de uma carga é eterno. Esta
palavra forte foi utilizada para enfatizar que é incorreto pensar que uma carga emite um
campo elétrico. Uma lampada emite luz, um corpo quente emite radiacao infravermelha,
mas uma carga ndo emite campo elétrico. Ou seja, esse campo nao € a algo que sai
continuamente da carga. Por isso, o campo da carga elétrica nao gasta, nao se enfraquece
com o tempo. Ele simplesmente estd sempre em volta da carga. Nao ha nada que se
possa fazer, para modificar a relagdo de uma carga com o seu campo. Como veremos
adiante no curso, se chacoalharmos uma carga elétrica, ela irradia energia, uma vez que
toda carga acelerada o faz. Ao tomar contato com esta informacao, podemos pensar que
esta emissao de energia pode gastar o campo da carga. Entretanto, o que ocorre é que a
energia irradiada nao é suprida pela carga, mas sim, por quem a chacoalha.

Algumas das palavras empregadas para descrever a relacao entre a carga e o seu campo
tém motivagoes historicas e precisam ser tomadas com reservas. Por exemplo, é um cos-
tume muito difundido na comunidade da fisica, afirmar que uma carga cria um campo
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elétrico ou, ainda, que a carga gera esse campo. Também é comum falarmos em cargas
como fontes ou sorvedouros de campo. KEssas palavras parecem dizer o oposto do que
discutimos acima, ja que as palavras criar e gerar sugerem que o criador existe antes
da criatura, enquanto que as palavras fonte e sorvedouro sugerem a possibilidade de o
campo ser expelido ou engolido pela carga. A razao pela qual palavras tao inapropriadas
sao comumente usadas para descrever a relacao carga-campo é que, nos primérdios do
eletromagnetismo, elas foram emprestadas da mecanica dos fluidos, onde elas descrevem
bem as situagoes fisicas. Para nao ficarmos em desacordo com a pratica habitual, nds
também empregamos as palavras criar, gerar, fonte e sorvedouro. Isso nao causa pro-
blemas, desde que estejamos conscientes do que ela realmente significam no contexto do
eletromagnetismo.

No eletromagnetismo existem dois tipos de carga, denominadas positiva e negativa,
enquanto que na gravitagaao existe apenas um tipo de massa. E costume representar car-
gas elétricas e seus campos por meio de desenhos. As figs.2.2(a)-(c) e 2.3(a)-(c) mostram
possiveis representacoes dos campos elétricos de cargas positivas e negativas, de dimensoes
despreziveis e em repouso. As figs.2.2(a) e 2.3(a), enfatizam o carater de aura continua
e espacialmente distribuida do campo, bem como o decréscimo de sua intensidade, por
meio de esmaecimento do sombreado. Um problema desse tipo de desenho é que ele nao
representa o carater tridimensional da aura da particula e, além disso, nao deixa claro se
a carga representada é positiva ou negativa. Nas figs.2.2(b) e 2.3(b), o campo é represen-
tado por meio de linhas, cuja tangente, em cada ponto, indica a sua direcao, chamadas
de linhas de campo ou linhas de forca. Neste caso, o sinal da carga esta associado ao
sentido das setas: quando elas divergem da carga, ela é positiva; quando elas convergem
para a carga, ela é negativa. Uma deficiéncia do uso de linhas de campo é que elas nao
cobrem todos os pontos da regiao em torno da carga. No desenho, entre uma linha e
outra, existem espacos vazios, nos quais também héa campo. Neste tipo de representacao,
a intensidade do campo ¢ indicada pela densidade das linhas: linhas mais juntas indi-
cam campo mais forte. H4, ainda, uma terceira possibilidade para representar o campo,
através de flechas, como mostram as figs.2.2(c) e 2.3(c). Apesar das suas limitagdes, esses
métodos de representagao do campo elétrico sao muito uteis.

e interacao e superposicao

Suponhamos, inicialmente, um palco totalmente vazio. De acordo com a imagem do
universo fisico classico, nessa regiao sé existem o espago e o tempo, como representa a
fig.2.4, o tempo vai passando, independentemente de haver algo para perceber isso.

Se colocarmos uma carga elétrica positiva nessa regiao, ela e o seu campo passam a
existir no espaco e no tempo. Entretanto, na concepgao classica do problema, a carga-
campo nao influi no comportamento do espago e do tempo a sua volta, ou seja, uma régua
nao se deforma e o tempo, marcado por um relégio, continua a passar do mesmo modo.
Por isso, dizemos que a carga elétrica e o seu campo estao no espaco, pois essas duas
entidades nao modificam as propriedades do palco. Essa situacao estd indicada na fig.2.5;
onde a carga e suas linhas de campo se superpoem a reticula e ao tic-tac do relégio, sem
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Figura 2.2: representacoes do campo elétrico de uma carga positiva.

(a) (b) )

Figura 2.3: representacoes do campo elétrico de uma carga negativa.

modificd-los.

Se duas cargas de sinais opostos forem colocadas na mesma regiao do espago, temos a
situacao da fig.2.6. Nao s6 o palco continuaria inalterado, mas também o campo de uma
carga nao muda devido a presenca da outra, pois o campo de uma carga é inalteravel
e transparente ao campo da outra. Assim, o campo de uma carga depende apenas dela
carga e nao, de outras que possam estar presentes no mesmo ambiente fisico.

Quando duas cargas coexistem na mesma regiao do espago, elas interagem. A carga
positiva, por estar imersa no campo da negativa, sofre uma forca. Com a carga negativa
também acontece o mesmo, ou seja, ela sofre uma forca por estar imersa no campo da
positiva. De modo geral, sempre que aproximamos duas cargas, uma fica imersa no
campo da outra, dando origem a duas acoes reciprocas, duas forcas, uma em cada carga,
que correspondem a uma interagao.

Essa situacgao ilustra um aspecto muito importante do eletromagnetismo cléssico: sao
as cargas que interagem, e nao, os campos. Os campos sao os mediadores da interacao, ou
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)

Figura 2.4: Uma representacao do espago e do tempo

)

Figura 2.5: Representagao de uma carga positiva (a) e negativa (b), colocada no palco

seja, eles sao os meios pelos quais as cargas interagem. No eletromagnetismo classico nao
h4 interacao campo-campo ? E a auséncia desta interagao campo-campo que é responsavel
pelo fato das linhas de forca de uma carga nao se alterarem na presenca de outra carga. Por
isso, quando numa regiao do espaco existem varias cargas, os seus campos se superpoem.
Essa é a base fisica do principio da superposi¢ao, que afirma que, se numa regiao do espaco
existirem varias cargas puntiformes, existe um campo resultante, que é a soma vetorial
dos campos das varias cargas individuais. Este principio é extremamente importante no
eletromagnetismo e serd explorado continuamente no curso.

Na fig.2.7, ilustramos uma situacao onde existem trés cargas proximas entre si. Neste
caso temos trés interagoes, correspondentes a trés pares de cargas. E o principio da
superposicao permite-nos afirmar que a interagao entre um dado par é a mesma, indepen-
dentemente de a terceira estar presente ou nao.

e eletromagnetismo e mecanica quantica

Até o momento, discutimos as caracteristicas de cargas e campos no contexto do ele-

3Na eletrodinamica quéntica, pode haver uma interacdo campo-campo, conhecida como espalhamento
Delbriick, que é extremamente fraca.
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)

Figura 2.6: Duas cargas de sinais opostos no palco, suas linhas de campo e as forcas de
atracao entre elas.

)

Figura 2.7: O palco e trés atores.

tromagnetismo classico. Entretanto, sabemos atualmente que as particulas microscépicas,
tais como elétrons, protons ou quarks, exibem comportamento quantico. Por isso, a te-
oria do eletromagnetismo classico precisou ser modificada para incorporar esses efeitos
quanticos, resultando na teoria conhecida como eletrodinamica quantica. Na sequéncia,
exemplificamos alguns efeitos quanticos para o caso do elétron, mas os resultados também
se aplicam a outras particulas carregadas.

Existem dois tipos de efeitos quanticos que precisam ser considerados Um deles refere-
se ao carater dual onda-particula do elétron, incorporado na equacao de movimento que
ele obedece, conhecida como equacao de Schrodinger. Nessa abordagem, o elétron é
quantico, mas o seu campo ¢é considerado como sendo classico, e distribuido no espaco
de modo continuo. A discussao do atomo de hidrogénio encontrada nos livros-texto de
mecanica quantica, por exemplo, é tipica desse modo de pensar, ja que envolve os esta-
dos estacionarios de um elétron quantico num campo eletromagnético classico. Em uma
abordagem mais completa, o campo também ¢é quantizado. Neste contexto mais geral,
o campo de um elétron nao é mais uma aura continua e homogénea, feita sempre da
mesma ‘substancia eletromagnética”. Ela passa a ter uma estrutura, envolvendo fétons,
os quanta do campo eletromagnético.
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Para fixar ideias, pensemos em um elétron livre, com momento bem definido, viajando
pelo espaco. Do ponto de vista quantico, existe uma probabilidade de esse elétron nao ter
aura nenhuma, como representa a fig.2.8(a). Entretanto ele pode, também, ter uma aura
em torno de si, emitindo f6tons e os reabsorvendo, como mostra a fig.2.8(b). Além disso,
ele pode emitir dois fétons que s@o reabsorvidos, como na fig.2.8(c) ou, ainda, um féton
que decai num par ete” , que se aniquila, emitindo um outro féton que é reabsorvido pelo
elétron original, fig.2.8(d). Existem muitas outras possibilidades, algumas das quais estao
indicadas na fig.2-8, cada uma delas com uma probabilidade caracteristica de ocorrer.

(b) (c)
(a)

&ﬁz

(d) (e)

Figura 2.8: O elétron vestido e a estrutura de seu campo, constituido de fétons e pares
elétron-positron; cada um dos processos da direita tem uma probabilidade caracteristica
de ocorrer; as linhas cheias sao elétrons e as onduladas, fotons.

TS sl

Figura 2.9: Interacao entre dois elétrons.

A grande diferenca entre os campos cldssico e quantico é que, no primeiro caso, o campo
¢ visto como uma “substancia eletromagnética” continua, enquanto que, no caso quantico,
a estrutura do campo é especificada em termos de particulas. Costuma-se chamar um
elétron cercado por um campo quantico de elétron vestido. E comum, também, dizer que
este elétron esta cercado por uma “nuvem” de fétons e outras particulas.

Para concluir, comparamos as descrigoes da interacao entre dois elétrons nas eletro-
dinamicas classica e quantica. No caso classico, essa interacao é entendida pensando que
um dos elétrons cria um campo continuo, que ocupa todo o espaco; o segundo elétron
estd imerso no campo do primeiro e, por isso, sente uma forca. No caso quantico, um
dos elétrons esta cercado por uma nuvem de fétons, que ele emite e pode reabsorver;
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entretanto, o segundo elétron esta imerso na nuvem do primeiro e, por isso, ele também
pode absorver uma das particulas que o outro emite. Quando isto acontece, existe uma
troca de informagao entre os dois elétrons, o que corresponde aos efeitos de uma forca.
Algumas possibilidades de interacao quantica estao indicadas na fig.2.9.

e fisica e matematica

O objetivo da primeira parte deste curso é apresentar as bases da teoria eletromagnética
classica e, na seguinte, discutir algumas aplicagoes fundamentais e simples desta teoria.
Ao longo dele, tratamos varias vezes dos conceitos de carga, de campo, e de forgas eletro-
magnéticas; apresentamos ideias que, provavelmente, serao novas para vocé, com o intuito
de produzir uma visao do mundo fisico que inclua ?7. O nicleo do eletromagnetismo esta
incorporado em uma teoria que da forma ao conhecimento e é expressa na linguagem da
fisica.

Na nossa vida cotidiana, estamos acostumados a ouvir, falar e pensar em portugueés.
Essa lingua nos possibilita comunicar nossas vivéncias e ideias a pessoas que partilham
o mesmo idioma. Mesmo em situagoes corriqueiras, o uso da linguagem ¢ altamente
complexo. Tomemos, por exemplo, a palavra cadeira. Quando a empregamos, ela faz
uma mediacao entre nossos pensamentos, a nossa razao e as nossas vivencias com varias
cadeiras diferentes, normalmente carregadas de emocgoes e subjetividade. A palavra é
mediadora entre a ideia de cadeira e cada particular cadeira real.

No caso da fisica acontece algo andlogo, pois também empregamos mediadores entre
as ideias e a realidade. Entretanto, neste caso, a linguagem é mais objetiva, logica e
precisa, o que ajuda a reduzir ambigiiidades. Essa linguagem tem carater matematico
e complementa a comunicacao feita por meio de palavras. Situacoes fisicas podem ser
conceituadas por meio de palavras, de imagens e dos significados que elas carregam. Isto
permite-nos pensar de modo ”palpavel”’o que sejam, por exemplo, as cargas elétricas, os
campos e as interacgoes. Esse tipo conhecimento por meio de palavras de nosso voca-
buldrio e imagens, complementado por nossas vivéncias, estd por tras da nossa intuicao
acerca do mundo, da nossa cosmovisao. De modo complementar, o conhecimento fisico é
também baseado no uso da matematica, a linguagem proépria e adequada a expressao das
relacoes quantitativas entre as varias grandezas. Na fisica, os simbolos matematicos e as
operacoes efetuadas com eles estao relacionados com as coisas e processos da natureza.
Da mesma forma que, para pensarmos ou nos comunicarmos com clareza, necessitamos
ter um vocabulério vasto e bom dominio da sintaxe da lingua portuguesa, quando se trata
da expressao de conceitos e leis fisicas, é preciso conhecer a linguagem matematica, sua
estrutura e as técnicas de manipulacao do formalismo.

E muito importante ressaltar, entretanto, que o pensar matematico e o pensar com
base em palavras e imagens nao sao dissociados, pois eles correspondem a aspectos com-

plementares da nossa relagao una com o mesmo mundo material.

O modo de se relacionar com a matematica envolve uma componente pessoal, que
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varia muito de um fisico para outro. Alguns trabalham num nivel bastante matemético
e formal, enquanto que outros privilegiam a interpretacao do formalismo e as visoes de
mundo contidas nas operagoes e simbolos matematicos. Historicamente, estes dois tipos
de atitude produziram avancgos importantes no nosso modo de conhecer o mundo. Por isso,
é interessante buscar, sempre que possivel, uma ponte entre as duas linguagens utilizadas
na fisica. Existem muitas maneiras de conhecer o mundo que nos cerca. Platao, entre
outros filésofos, defendia a ideia de que o conhecimento real tem carater gnéstico, ou seja,
que ele consiste em uma espécie de comunhao entre a mente e o objeto a ser conhecido.
O objetivo da fisica é conhecer alguns aspectos da natureza, cabendo a matematica o
papel de instrumento para atingir tal intento. A matematica é a “mao” com que o fisico
toca a natureza. Sobre o uso dos indispensaveis dedos dessa mao, que precisa trabalhar
arduamente, cabe o que é dito num provérbio chines:

“O dedo serve para apontar a Lua.
O sabio olha para a Lua.

O ignorante olha para o dedo”.

e as leis basicas do eletromagnetismo

A teoria eletromagnética classica descreve o comportamento de sistemas de cargas
elétricas e suas interacoes. As ideias bdsicas dessa teoria sao expressas por seis leis.
Quatro dessas leis sao as famosas equacoes de Mazxwell, que descrevem como cargas e
correntes elétricas criam campos elétricos e magnéticos. Uma outra corresponde a for¢a
de Lorentz, que descreve as forcas que agem sobre cargas e correntes quando estas estao
em presenca de campos elétricos e magnéticos. Finalmente, a tltima lei corresponde a
equacao da continuidade, que exprime a impossibilidade de cargas elétricas serem criadas
ou destruidas.

O sistema de quatro equacoes que descrevem a criacao dos campos leva o nome de
Maxwell porque foi ele quem estruturou e ampliou o conjunto de leis existentes anteri-
ormente, produzindo uma teoria consistente. A versao mais conhecida destas equacoes,
produzida por Heaviside e Hertz, envolve relagoes entre os campos elétrico E , magnético
E, cargas elétricas ¢ e correntes elétricas I. O sistema de Maxwell é formado pelas se-
guintes quatro leis, cada uma delas com um nome particular:

1. Lei de Gauss da eletricidade: cargas elétricas criam campos elétricos.
2. Lei de Faraday: variagoes temporais de campos magnéticos criam campos elétricos.

3. Lei de Ampere-Maxell: correntes elétricas e variacoes temporais de campos elétricos
criam campos magnéticos.

4. Lei de Gauss do magnetismo: nao existem cargas magnéticas.
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De acordo com estas relagoes, qualquer campo elétrico existente na natureza sé pode
ter sido produzido por cargas elétricas ou variagoes temporais de campos magnéticos. Da
mesma forma, apenas correntes elétricas e campos elétricos variaveis com o tempo sao
capazes de gerar campos magnéticos. Assim, qualquer processo de criacao de campos
eletromagnéticos pode ser compreendido a partir das equacoes de Maxwell. Por outro
lado, campos elétricos e magnéticos podem agir sobre cargas e correntes, dando origem a
forcas, expressas pela equacao de Lorentz.

Essa é a esséncia da fisica do eletromagnetismo. Para torna-la operacional é necessario
vesti-la com a linguagem precisa da matematica. Fazer isto é o objetivo principal da
primeira parte deste curso. Para concluir, apresentamos uma tabela com as leis e equagoes
basicas do eletromagnetismo, para que vocé possa ter uma ideia do que vem pela frente.

equagoes de Maxwell

nome conceito forma integral forma diferencial
Gauss . P
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&= cdi== [l 2.4 B el
Faradsy | - =B j{CE d g o DS v x =
Ampgtre I—-B IE
E _ o fB-dz=ﬂ[p.,.i+paeaE]ﬁds VX B =t + toto
Maxwell B g 8
Gauss s v _
mognética | 2 44 js:ﬁB 8dS =0 V-B=0

¢ Referéncias

[1] CRUZ, F.F.S., Faraday & Maxwell - Luz sobre os campos, Odysseus Editora, 2005.

[2] EINSTEIN, A. & INFELD, L., A evolugao da Fisica, 2a. ed. Rio de Janeiro, Zahar,
1966.

[3] FERREIRA, A.B.H. Novo Dicionario da Lingua Portuguesa, 2a. ed. Rio de Janeiro,
Nova Fronteira, 1986.



Capitulo 3

a matéria: condutores e dielétricos

A Terra, o sistema solar, as galaxias sao aglomerados devidos a forca gravitacional. Ja
os intimeros tipos de matéria que fazem parte da nossa experiéncia cotidiana sao man-
tidos coesos por meio de forgas elétricas. Isso vale tanto para uma pequenina molécula
diatomica de hidrogénio como para a enorme pedra do Pao de Agticar, no Rio de Janeiro,
passando por varias estruturas, compostos quimicos, mostradores de telefones celulares,
caes, gatos e seres humanos. O papel do eletromagnetismo no mundo que nos cerca e em
nos mesmos é muito importante, pois todos os corpos e coisas que nele existem sao cons-
tituidos por particulas portadoras de carga elétrica. Assim, as interagoes eletromagnéticas
acabam por determinar muitas das propriedades desses corpos, atributos tao diferentes
como suas durezas, condutividades, densidades e, mesmo, as suas cores. Do ponto de
vista da compreensao da natureza, a onipresenca do eletromagnetismo parece criar um
problema. Como explicar porque as caracteristicas observadas diferem tanto de um ma-
terial para outro, se todas elas sao baseadas no mesmo tipo de interacao? A resposta esta
no fato de existirem muitas possibilidades diferentes de organizacao das cargas no interior
dos vérios materiais. O nimero de modos possiveis de organizacao de elétrons e nicleos
atomicos nos corpos é muito grande e, por isso, é inviavel sabermos tudo sobre todos
os materiais. Felizmente, isso nao é necessario, pois muitos materiais tém propriedades
comuns e podem ser estudados em grupos. E isso que acontece com os gases, plasticos,
ceramicas ou os metais, por exemplo. Nés, aqui, nos limitamos apenas a uma descricao,
muito esquematica, de alguns tipos de matéria que aparecerao com frequéncia no curso.

e sistemas

Aglomerados e matéria constituem sistemas, ou seja, conjuntos de coisas ou entes que
se relacionam entre si. O atomo de hidrogénio é um exemplo de sistema, e o mesmo
acontece com o préton, que é feito de quarks. Na fisica, quase todos os tipos de matéria

27
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estao organizados na forma de sistemas. As Unicas excecoes sao as particulas elementares
e é exatamente por isso que elas sao tao estudadas. Como o préprio nome indica uma
particula elementar é algo que nao é feito de outras coisas e, como conseqiiéncia, ela
nao tem partes. Desse modo, elas podem fazer parte de sistemas, mas nao sao sistemas.
Atualmente, no ambito do modelo padrao, as inicas entidades elementares sao os membros
da familia do elétron, os quarks e os bésons de calibre, mencionados na aula 1. Todo o
resto sao sistemas. O préton no interior do dtomo de hidrogénio é um sistema dentro de
outro sistema.
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sssTaMAAeM PRESENGA
o SiETEmA B
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Figura 3.1: Sistemas e suas partes.

O fato de um sistema ser constituido por partes e essas partes se manterem de algum
modo coesas, indica que existem forcas entre elas. Tomemos, por exemplo, o sistema iso-
lado A, mostrado na fig.3.1, constituido por apenas duas partes A; e Ay, mantidas juntas
por uma interagao que da origem a forgas. Se este sistema for colocado em presenca de
um outro sistema, chamado de B, com trés partes By, By e B3, cada um dos pedacos de A
passa a interagir com cada um dos pedacgos de B. As novas forcas sobre os pedacos de A;
e Ay fazem com que o sistema A precise se reequilibrar. Para tanto, ele se deforma. Um
sistema sempre se deforma quando colocado em presenca de um outro. Essa propriedade
decorre apenas do fato de ele ser constituido por partes, consequentemente, ela é muito
geral. O chao se deforma quando vocé pisa nele. Uma ponte se deforma quando um carro,
uma bicicleta ou uma formiga passam sobre ela. A Terra se deforma devido ao movimento
da Lua. Uma régua se deforma quando a movemos da posicao horizontal para a vertical.
Uma molécula de oxigénio se deforma quando ela se choca com uma de nitrogénio no
ar. Um proton se deforma quando é colocado no interior do nicleo atomico. O mesmo
acontece quando ele é colocado no interior de um atomo de hidrogénio. Neste tltimo caso,
a deformacao do préton é extremamente pequena e nao pode ser observada experimental-
mente com as técnicas disponiveis atualmente. Mas, de acordo com a mecanica quantica,
ela existe.

e Atomos e nucleos
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A ideia de que a matéria é formada por dtomos é muito antiga, mas firmou-se no
interior da fisica apenas no inicio do século 20. Leucipo e Democrito, filésofos gregos
do século 5 a.C., acreditavam que tudo se compunha de um numero infinito de atomos,
entes indivisiveis, em movimento no vazio. Segundo esses filésofos, existiriam na natureza
muitos tipos de atomos, que poderiam combinar-se de intimeras maneiras, formando os
diferentes objetos. A teoria atomica foi esquecida por muito tempo e somente voltou a cena
no século 17. Atualmente, a ideia de dtomo é parte fundamental da nossa compreensao da
matéria. Ele é constituido por um ntucleo carregado positivamente, cercado por elétrons,
que tém carga negativa, como ilustra a fig.3.2.Estes atomos sao eletricamente neutros,
ja que a carga positiva do ntucleo é igual, em modulo, a soma das cargas dos elétrons.
Isto explica porque, em geral, nao se observa atracao ou repulsao elétrica entre objetos
existentes a nossa volta.

Figura 3.2: ITlustracao de um atomo, fora de escala.

Na descricao das propriedades de um atomo, sao necessarias duas escalas diferentes.
A apropriada aos dtomos é o angstrom, designada por , sendo que 1 = 107%m. J4 a
escala apropriada aos nicleos atomicos é o fentometro!, representada por fm, sendo 1 fm
= 10"%m. A relacao 1 = 100.000 fm indica, portanto, que o interior do 4tomo é predo-
minantemente vazio. Ela mostra, também, que o desenho da fig.3.2 estd completamente
fora de escala.

Os nicleos atomicos sao formados por prétons e néutrons, designados pelo nome
génerico de nicleons. Estas particulas, por sua vez, sao estruturas formadas por quarks.
Atualmente, sdo conhecidos seis tipos de quarks, designados pelas letras® v, d, ¢, s, te b.
Os prétons e os néutrons sao formados pelos quarks u e d. Um préton é constituido por
dois u e um d e um néutron, por dois d e um u. Os protons sao positivos, os néutrons
tém carga nula, e ambos tém raios da ordem de 0,8 fm. No interior do ntcleo, a interagao

!Essa unidade ¢, também, conhecida como ferms.
2Essas letras referem-se as iniciais das palavras, em inglés , up, down, charm, strange, top e bottom.
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eletromagnética é responsavel por uma forca de repulsao entre os prétons. Apesar disso,
o nucleo permanece coeso devido a interacao forte, que tem curto alcance e atua entre
todos os nucleons, fazendo com que os protons e néutrons fiquem muito proximos uns dos
outros. Por isso, os nucleos atomicos tém raio da ordem de poucos fm. As caracteristicas
de um nicleo costumam ser descritas com o auxilio de trés simbolos: Z, que representa
o numero de prétons e é denominado numero atéomico; N que corresponde ao niimero de
néutrons; e A o numero de massa, que representa o nimero total de prétons e néutrons,
sendo A =7 + N.

As propriedades quimicas de um elemento sao determinadas pelo modo como os seus
elétrons estao organizados. O nimero de elétrons que um atomo neutro possui é determi-
nado pela carga total do nicleo, ou seja, pelo valor de Z. Os nicleos com mesmo niimero
de prétons, mas nimero de néutrons diferentes tém as mesmas propriedades quimicas e
sao chamados isétopos. O niicleo atémico mais simples é o do hidrogénio H!, com apenas
um préton. O deutério H2, contém um préton e um néutron, e o tritio, H?, um préton e
dois néutrons. H', H? e H? sao os trés isétopos do hidrogénio. a medida que o nimero de
protons aumenta, os niucleos passam a conter mais néutrons e se tornam cada vez mais
complexos.

Uma caracteristica importante de um atomo é que os elétrons existentes na sua eletros-
fera nao estao distribuidos ao acaso. Ao contrario, eles exibem padroes bastante rigidos
de organizagao. O estudo da eletrosfera dos atomos ocupou a mente de muitos fisicos
e quimicos do inicio do século 20 e levou ao desenvolvimento da mecanica quantica, na
década de 1920. Segundo essa teoria, um elétron isolado é uma particula que se propaga
como uma onda e, nao, por meio de trajetérias bem definidas, como propoe a mecanica
newtoniana. Quando um elétron é colocado em presenca de um nticleo atomico, ele conti-
nua a se comportar como uma onda que, agora, fica confinada a regiao préxima ao nticleo.
Essa onda corresponde a uma distribuicao de probabilidade de encontrar o elétron numa
dada regiao. A distribuicao de probabilidade eletronica de um mesmo atomo pode ter
varias configuragoes diferentes, cada uma delas correspondendo a uma energia bem de-
finida. Como as energias dos processos atomicos sao muito pequenas comparadas com
as envolvidas em eventos macroscopicos, usamos uma unidade especial para medi -las, o
eletronvolt, representado por eV. Ela é definida pela relacao 1 eV = 1,602 x 10719 J.

O hidrogénio é o mais simples dos atomos, sendo constituido por apenas um préton
e um elétron e, por isso, a sua eletrosfera também é relativamente simples. As energias
das suas varias configuracoes, medidas em relagao a situacao em que o elétron e o proton
estao infinitamente separados, sao descritas pelo resultado

1
E(n—l) = — ﬁ 13,6 eV, (31)

onde n é um nimero inteiro. A configuracao de menor energia deste sistema, corresponde
ao estado fundamental, com n = 1, enquanto que as demais configuracoes, para n entre 2
e 00, tém energias maiores e representam estados excitados. Assim, segundo esta férmula,
a energia do estado fundamentel do H é de —13,6€eV, a do primeiro estado excitado de
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—3,4eV, a do segundo de —1,5eV, e assim por diante. Por isso, transicoes entre duas
configuragoes quaisquer envolvem necessariamente a absor¢ao ou a emissao de quantidades
discretas de energia. No caso de dtomos, essas quantidades de energia sao carregadas por
fétons, pacotes de energia ou quanta® de energia eletromagnética.

Figura 3.3: Representacao da distribuicao de probabilidade do dtomo de H: (a) no estado
fundamental e (b) no primeiro estado excitado.

A distribuicao de probabilidade eletronica do estado fundamental do atomo de hi-
drogénio pode ser representada como na fig.3.3(a), onde um sombreado mais forte indica
uma probabilidade maior de encontrar o elétron naquela regiao. Ja o primeiro estado
excitado, cuja energia é Fy = —3,4 eV, pode ter a distribui¢gao de probabilidade indicada
na fig.3-3(b). Um féton de energia E, = 10,2 eV, atirado sobre um &tomo no estado
fundamental pode ser absorvido, fazendo-o passar para a configuracao da figura (b). Al-
ternativamente, um dtomo na configuragao da figura (b) pode, espontaneamente, emitir
um féton de energia £, = 10,2 eV e passar para o estado fundamental, representado pela
figura (a).

Segundo a mecanica quantica, um atomo de hidrogénio no estado fundamental nao
pode absorver um féton de energia menor que F, = 10,2 eV. Assim, por exemplo, se
atirarmos um féton de 8 eV sobre esse atomo, ele permanece no mesmo estado. Por
outro lado, ele pode absorver uma energia igual a 13,6 eV, passando para outro estado de
energia E,, = 0, onde o préton e o elétron estao muito distantes um do outro e, portanto,
ja nao formam mais um atomo. Essa é a energia minima que permite a ionizacao do
atomo no estado fundamental.

No caso de atomos com nticleos com valores de Z grandes, que contém varios prétons,
a eletrosfera é mais complexa e os elétrons estao dispostos em camadas, como em uma
cebola. A mecanica quantica prediz que cada nivel atomico pode conter, no maximo,
um certo numero de elétrons. Quando uma dada camada eletronica esta cheia, ou seja,
contém o numero maximo de elétrons permitido, ela é bastante estavel e corresponde a
uma configuragao com simetria esférica, dificil de ser alterada. Por outro lado, elétrons
localizados em camadas incompletas podem mudar facilmente de configuracao. é essa
estrutura de camadas que determina como um atomo interage com outros e, deste modo,
as suas propriedades quimicas e fisicas. Em interagoes nao muito violentas entre atomos,

3 Quantum é uma palavra latina e quanta é o seu plural.
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cada um deles pode ser pensado como sendo um caroco inerte, composto pelo nicleo e
pelas camadas completas, cercado por elétrons desemparelhados.

atomo H| He|Li|Be| B|C|N|O|F |Ne|Na|Mg|Al|Si|P | S |Cl|Ar

7 1 2 3415|6789 (1011]12 (13|14 |15 |16 | 17| 18
camadal [1d| 2 | 2 | 2 |2 |2 | 2| 2]2 212 122 2 | 2
camada2 | 0 | O |1d|2d|3d|4d|bdd|6d|7d| 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8| 8 | 8
camada3 | 0O | O | O | O[O ][O | 0] O0]O 1d | 2d | 3d | 4d | 5d | 6d | 7d

Tabela 3.1: Estrutura eletronica esquematica de alguns atomos.

Na tabela 22 fornecemos a estrutura eletronica esquematica dos estados fundamentais
dos 18 primeiros atomos, onde a letra d indica que existem elétrons desemparelhados
naquela camada. A tabela indica como sao as camadas eletronicas dos varios atomos.
Por exemplo, notamos que a primeira camada, onde cabem no maximo 2 elétrons, esta
completa no caso do He. A partir dai, os elétrons passam a se acumular na segunda
camada, com 8 vagas disponiveis, até o Ne, quando uma nova camada, também com 8
vagas, comeca a ser preenchida, até o Ar. Como os atomos de He, Ne e Ar tém todas
as camadas completas, eles interagem muito pouco e, por isso, sao chamados de gases
nobres. Ja os atomos de H, Li e Na tém um elétron desemparelhado cada um e, por isso,
suas propriedades quimicas sao semelhantes. O mesmo ocorre com Be e Mg, B e Al, C e

Si, ...

Quando dois ou mais atomos se juntam para formar um sistema maior, apenas as
periferias das suas eletrosferas se modificam significativamente. Essa é a caracteristica
principal das ligagoes quimicas. De modo geral, a configuracao de um sistema formado
por atomos ¢é determinada pela operacao conjunta das leis do eletromagnetismo e da
mecanica quantica. A formacao de aglomerados de atomos é determinada por dois tipos
de mecanismos, conhecidos como ligagoes covalentes e ionicas. No primeiro caso, atomos
partilham elétrons enquanto que, no segundo, ocorrem tranferéncias de elétrons de um
atomo para outro.

e aglomerados covalentes

As ligagoes covalentes sao responsaveis pelo agrupamento de dtomos em moléculas. é
este mecanismo que opera, por exemplo, na juncao de dois atomos de H na molécula
de hidrogénio, representada por Hs, na de dois O, na molécula de O, e na de dois H
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e um O, na molécula de agua, HyO. Esse mecanismo, que esta presente em intimeros
outros casos, resulta de uma combinacao de eletromagnetismo e efeitos quanticos. Estes
ultimos estao fora da abrangéncia deste curso e somente podem ser discutidos aqui de
modo muito esquemético. Segundo a mecanica quantica, elétrons possuem spint, uma
caracteristica semelhante ao momento angular e, por isso, comumente descrita como uma
espécie de rotacao intrinseca. Ainda que, do ponto de vista matemédtico, o spin possa
ter uma direcao e um sentido®, essa analogia é simples demais e nao contempla outros
aspectos do conceito. De fato, nao ha analogo classico para o spin e é preciso seguir a
teoria quantica.

Falarmos no spin do elétron sugere que o spin ¢ dele, do mesmo modo que dizemos
que a sua mao € sua. No caso da sua mao, isso continua sendo verdade quando vocé esta
no meio de uma multidao. No caso de elétrons, nao! Quando dois elétrons coexistem
no interior de um mesmo sistema, tal como na molécula de Hy, a mecanica quantica nos
ensina que eles perdem parte de sua individualidade e que é preciso considerar os dois
em conjunto para compreendermos o que acontece. Imaginemos, por um instante, dois
elétrons falsos, sem cargas elétricas, mas com spins, colcocados dentro de uma caixa.
Segundo a mecanica quantica, dependendo das orientacgoes dos seus spins, eles podem
tender a se juntar ou se afastar. Se, agora, reintroduzirmos as cargas dos elétrons, os
efeitos da repulsao elétrica se superpoem aos dos spins. A ligagao covalente resulta desse
tipo de combinagao de efeitos.

A molécula de Hy pode ser pensada como um sistema formado por dois prétons, sepa-
rados por uma distancia da ordem de 1, em torno dos quais orbitam dois elétrons. Como
esses dois elétrons ficam confinados nas vizinhancas das particulas positivas, a molécula
de Hy é andloga a uma caixa e a discussao anterior torna-se relevante.

Na fig.3.4 mostramos esquematicamente as previsoes tedricas para trés situagoes dife-
rentes. Na fig.3.4(a), dois dtomos de H sao colocados lado a lado, mas as interagoes do
elétron e do préton de cada um deles com as particulas do outro sao desprezadas. Nesse
caso, os dois d4tomos estao apenas justapostos. Nas figuras (b) e (c), todas as interagoes
elétricas entre cada uma das cargas com todas as demais sao consideradas, bem como os
efeitos dos spins dos elétrons. No caso (b), esses spins sao paralelos e, no (c), antiparale-
los. Como as figuras sugerem, o tipo de relagao entre os spins dos elétrons influi na forma
da nuvem eletronica. Na situacao (c), hd um acimulo de carga negativa na regiao entre
os protons e isso permite que os dois atomos se grudem, formando a molécula de Hy. Na
situagao (b), por outro lado, os dois 4tomos se repelem.

A molécula de agua constitui um outro exemplo importante de sistema mantido coeso
por ligagoes covalentes. O dtomo de oxigénio contém 8 elétrons, 2 deles mais internos,
organizados em uma camada completa e os outros 6 em uma camada mais externa, como
indica a tabela 22. Os efeitos de spin ocorrem principalmente no sistema de 8 elétrons
formado pelos dois provenientes dos atomos de H e pelos 6 localizados na camada externa

4A palavra spin vem do inglés e significa rotacio, giro.
5No caso do spin do elétron, fala-se em médulo e direcdo, embora ele nio seja um vetor....
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Figura 3.4: Dois atomos de H: (a) sem interagir; (b) interagindo e o elétrons tém spins
paralelos; (c) interagindo e os elétrons tém spins antiparalelos.

do O. Como no caso do Hy, esses efeitos podem provocar um actimulo de carga negativa
na regiao fronteirica entre os H e o O, o que d& origem a uma forca elétrica que causa
a coesao do sistema. Essa situagao estda indicada na fig.3.5, onde a regiao hachurada
representa o caroco estavel do O, formado pelo niicleo, com 8 prétons, envolto por 2
elétrons. Na molécula de dgua, os dois H estao separados por um angulo de 105°, o que
pode ser explicado pela mecanica quantica.

io8°

Figura 3.5: Molécula de H,O

No processo de ligacao covalente que da origem a agua, as cargas dos H migram parci-
almente em direcao ao O. Deste modo, o lado da molécula onde estao os H tem excesso de
carga positiva e o lado oposto, excesso de carga negativa. Mesmo sendo globalmente neu-
tra, as cargas da molécula de agua estao distribuidas de modo assimétrico. Isso permite



35

que, quando colocada em presenca de outras moléculas, ela possa exercer forcas intensas
de natureza elétrica sobre as suas vizinhas. ¢ por esse motivo que a agua pode dissolver
sais e outras substancias, como o agucar.

Moléculas também podem se aglomerar na forma de liquidos ou corpos sélidos, devido
as chamadas forcas de van der Waals, que também sao de origem eletromagnética. Do
ponto de vista microscépico, estas forgas ocorrem porque muitas moléculas, embora se-
jam globalmente neutras, sao formadas por cargas positivas e negativas que nao estao
uniformemente distribuidas. Isso faz com que existam, nas suas regioes extremas, pe-
quenos acumulos de carga que permitem que elas interajam com outras por meio de
forcas eletromagnéticas. Neste processo, as moléculas quase nao perdem as suas iden-
tidades. As forcas de van der Waals correspondem a interacoes intermoleculares e sao
importantes nas substancias organicas, no comportamento da agua e de outros liquidos,
sendo responsaveis por efeitos tais como tensao superficial, atrito e transicoes de fase.
O mecanismo covalente também é responsavel pela existéncia de cristais. O diamante ¢é
um exemplo tipico, sendo formado por atomos de carbono, que se ligam a seus vizinhos
por meio de elétrons concentrados nas regioes intermediarias, por efeitos devidos aos spins.

e aglomerados i6nicos

Os aglomerados i6nicos envolvem &tomos de metais e o caso emblematico ¢ o NaCl.
Conforme mostra a tabela 1, o atomo de sédio (Na) contém 11 elétrons, 10 deles nas
camadas 1 e 2, completas, e apenas 1 deles na terceira camada. O cloro (Cl), por outro
lado, tem 17 elétrons, 10 deles completando as camadas 1 e 2 e 7 deles na terceira camada,
que estd quase completa. Assim, quando o Na e o Cl estao distantes um do outro, os
seus elétrons estao distribuidos como sugerem os esquemas das figs.3.6(a) e (b). Por outro
lado, quando os dois atomos estao préximos entre si, a mecanica quantica nos ensina que
o sistema se torna mais estavel quando o elétron da tltima camada do Na migra para o Cl.
Desse modo, temos o fon positivo Nat em presenca do fon negativo C17, que se atraem
devido a forgas elétricas. Esta situagao é mostrada na fig.3.6(c). Este processo produz o
cristal de sal de cozinha, formado pelos fons Na™ e Cl~, provenientes da migracao de um
elétron do Na para o Cl. Neste tipo de cristal, cada ion interage simultaneamente com
varios outros e o cristal nao é, portanto, formando por uma aglomerado de moléculas.

e metais

atomos com um, dois ou trés elétrons na camada mais externa, que estao pouco ligados
a parte interior, dao origem a metais. A tabela 22, fornece exemplos: Li, Be, B, Na, Mg e
Al. atomos deste tipo podem ser ionizados muito facilmente. Quando varios deles estao
bastante proximos uns dos outros, como no interior de um pedagd de um corpo metalico
solido, o sistema se organiza de modo bastante coletivo. Dentro do metal, devido a
presenca de muitas outras cargas a sua volta, um elétron em média, se desprende da
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Figura 3.6: Atomos de (a) Na, (b) Cl e (c) sistema NaCl.

camada mais externa do atomo, passando a se mover livremente pelo interior do seu

volume.

Os ions positivos, por outro lado, se organizam em uma estrutura cristalina

bastante rigida que é, também, muito regular, ou seja, se repete monotonicamente em
todo o interior do metal. Por isso, um metal sélido pode ser pensado como sendo formado
por uma estrutura cristalina constituida por ions positivos, embebida em um gds de

elétrons, como indicado na fig.3.7.
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Figura 3.7: Substancia condutora: os ions sao representados por (+) e os elétrons, pela

regiao sombreada.
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A rede cristalina determina as principais principais propriedades mecanicas dos metais,
tais como dureza e ductibilidade. Quando vocé segura um prego de ferro, vocé esta, de
fato, segurando a rede cristalina do metal. Se vocé martela este prego em um pedagod
de madeira, vocé estd martelando a sua rede cristalina. Se o prego entorta um pouco, é
porque a sua rede cristalina se deforma.

Em um metro cibico de metal existem, tipicamente, 10 elétrons livres, junto com o
mesmo ntimero de fons positivos®. Isto sugere que a distancia média entre dois fons é da
ordem de [(107%)1/3] ~ 5 x 107 m, que é maior do que o raio de um fon. Cerca de 15% do
volume do metal é ocupado pelos fons positivos e hé, portanto, cerca de 85% de volume
vazio no seu interior. Por estranho que possa parecer, do ponto de vista de ocupagao
do espaco, um corpo metdlico se assemelha a uma caixa quase vazia, dentro da qual os
elétrons livres se movem. Estes movimentos sao bastante livres, alterados, de tempos em
tempos, por choques’ com os fons da rede e com outros elétrons livres.

Nos metais, os efeitos da temperatura sao muito importantes. Para os ions, a tempera-
tura esta associada a um movimento de vibragao em torno dos seus pontos de equilibrio
na rede cristalina enquanto que, para os elétrons, ela se manifesta como movimentos de
translagao, com direcoes aleatérias, no volume livre do metal. Para estimar a veloci-
dade tipica de um elétron livre no interior do metal, lembramos que a relacao entre a
temperatura de um sistema e a energia cinética média das suas particulas é dada por

(B = gme{o?) = SKT |
onde k = 1,38 x 1072 JK~! é a constante de Boltzmann. Assim, para T' = 27 C~ 300K,
V{(v2) = /3kT/m, ~ 100.000m/s. Esta velocidade, de 100 km/s, é razoavelmente
grande e, devido a agitacao térmica, existe uma probabilidade de um elétron ser atirado
para fora do metal. Quando isto acontece, ele escapa um pouquinho e é atraido de volta
para o seu interior por meio de forcas eletrostaticas.

e condutores e isolantes

Como a matéria pode se organizar de muitos modos diferentes, na natureza encontra-
mos sistemas nos quais cargas elétricas podem ou nao se mover, fazendo-o com maior ou
menor facilidade. Sistemas nos quais as cargas podem se mover com facilidade sao cha-
mados de condutores de eletricidade e os demais, de isolantes ou dielétricos. Esses dois
tipos de material podem existir na forma de sélidos, liquidos ou gases. Dentre os sélidos,
os metais constituem o exemplo mais importante de condutores, e plasticos, vidro e louca,
exemplos de isolantes. No caso de liquidos, solugoes salinas sao condutoras, enquanto a
agua pura é dielétrica. Gases a temperatura ambiente sao isolantes, mas quando bastante

SEste ntimero é préximo e compativel com o ntimero de Avogadro expresso em metros ctibicos.
"Nesta caso, a palavra choque é usada em sentido figurado, para representar interacoes eletro-
magnéticas.
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aquecidos, podem se transformar em plasmas, que sao altamente condutores. O aqueci-
mento dé origem a plasmas porque o aumento da energia cinética média das moléculas
produz mais choques violentos e o ntimero de ions cresce. era: aumenta, mas coloquei
cresce, para nao repetir a palavra) Quando este processo é intenso, o gds vira uma
sopa eletricamente neutra, embora constituida por fons positivos e elétrons, o plasma. a
nossa volta existem plasmas nas chamas, sejam elas produzidas por velas ou fogoes, no
interior de lampadas fluorescentes e em dias de tempestade, pois sao eles que conduzem
as cargas das nuvens ao solo.

Um cuidado que devemos ter ao classificar substancias como isolantes ou condutores
é lembrar que, na natureza, nao existem condutores ou isolantes perfeitos. No caso de
condutores metalicos, o movimento de carga elétrica em seus interiores é atrapalhado pelos
sucessivos choques entre elétrons e ions da rede cristalina, o que da origem a resisténcia
elétrica. Em dielétricos, por outro lado, suas moléculas podem ser quebradas em ions
positivos e elétrons quando colocadas em presenca de campos elétricos muito grandes.
Quando isso ocorre, a substancia deixa de ser isolante, passando a conduzir eletricidade,
tal como acontece com o ar nos dias de tempestade com raios. O ponto a partir do qual um
dielétrico se transforma em condutor é caracterizado pela rigidez dielétrica da substancia.

Condigoes ambientais também podem influir sobre a capacidade de um corpo conduzir
ou isolar eletricidade. Por exemplo, o aumento da temperatura de um corpo metalico
corresponde ao aumento da velocidade média dos fons e elétrons que o constituem, tor-
nando mais dificil a movimentacao de cargas em seu interior. No caso de corpos isolantes,
a umidade e as condigoes de limpeza de sua superficie podem ser mais importantes que a
temperatura. Isso porque a umidade pode dissolver sais existentes na superficie do corpo,
recobrindo-o com uma solucao salina, que contém fons e é boa condutora de eletricidade.
Assim, apesar de o corpo ser feito de substancia isolante, a eletricidade pode ser conduzida
por essa solucao em sua superficie.

e exercicios

1. Explicite dez diferencas entre um pedago de vidro e um fio de cobre. Quais delas estao
relacionadas com o eletromagnetismo?

2. O raio de um ntcleo com A nucleons é dado aproximadamente por R = Ry A3,
onde Ry ~ 1,1fm. Sabendo que o raio ry do nucleon é da ordem de 0,8 fm, estime a
porcentagem de espago vazio existente no nicleo de ouro (Z =79, A = 197).

3. Se o atomo tivesse um raio do comprimento de um quarteirdo (cerca de 100 m), qual
seria o raio do nucleo, mantidas as proporcoes?

4. A energia do enésimo nivel do hidrogénio pode ser representada com boa aproximagcao
por meio da eq.(3.1)

a) calcule as energias dos quatro primeiros niveis.

b) um &tomo excitado no quinto nivel pode decair para qualquer dos niveis mais baixos:
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calcule as energias dos fétons emitidos em cada uma das transicoes possiveis.

5. A partir da tabela 1, determine um elemento com propriedades quimicas semelhantes
as do oxigénio. Justifique a sua resposta.

6. Por que os elétrons dos a&tomos nao caem no niucleo, em decorréncia da atracao elétrica?

e respostas

,,.3
2. (1- 1) ~ 62%
3. 1 mm.

4. a) By = —13,6eV; E; = —3,40eV; FEy=—1,51 eV; E3=—0,85¢V.
b) Energia dos fétons: 12,75 eV; 12,09 eV; 10,20 eV.
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Capitulo 4

a eletrizacao da matéria

Toda a matéria existente no mundo é uma mistura de prétons positivos e elétrons negativos
que se atraem e se repelem com forcas muito intensas e tao perfeitamente balanceadas que,
entre dois corpos neutros, com um grande nimero de prétons e elétrons, nao atuam forgas
elétricas. Em condigoes normais, a matéria, mantida coesa por forcas eletromagnéticas
e organizada em diferentes sistemas e aglomerados, é neutra. Mas existem situagoes
em que essa neutralidade é quebrada e a matéria fica eletrizada. Corpos neutros ficam
eletrizados quando ganham ou perdem elétrons, pois sao eles, e nao os prétons, que se
transferem de um corpo a outro. Um objeto com mais elétrons que prétons esta eletrizado
negativamente e com menos, positivamente. E importante registrar que quando falamos
em matéria eletrizada, ou mencionamos a carga total de um objeto, estamos nos referindo
a excessos de carga em relacao a neutralidade.

A transferéncia de elétrons de um corpo para outro pode ocorrer por diferentes pro-
cessos e € responsavel tanto pela eletrizacao quanto pela deseletrizagao da matéria.

e eletrizacao por atrito

O fenomeno conhecido como eletrizacao por atrito, importante e corriqueiro, é expli-
cado qualitativamente do seguinte modo: do ponto de vista microscopico, as superficies
dos objetos sao bastante irregulares e, quando dois corpos sao atritados entre si, ha mui-
tos pontos em que os atomos de um e de outro ficam bastante préximos, ocasionando
forcas muito intensas que agem sobre as suas cargas. Isso permite que alguns elétrons de
atomos de um dos corpos passem para atomos do outro e, quando os objetos atritados sao
separados, eles podem ficar com elétrons a mais ou a menos. O sentido da transferéncia
de elétrons depende do tipo de atomos envolvidos e um dos corpos acaba ficando negativo

e o outro, positivo. Em geral, a explicacao tedrica para este tipo de processo ¢ bastante
dificil.

Na pratica, costuma-se estudar experimentalmente a eletrizacao por atrito entre di-
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versos materiais e compilar os resultados. Ao longo do tempo, a partir destes estudos,
foram elaboradas varias séries empiricas, nas quais um material fica eletrizado positiva-
mente quando atritado com outro que estd depois dele na lista. Estas séries sao cha-
madas triboelétricas e uma delas é apresentada a seguir: cabelo, vidro liso, poliamida
sintética, algodao, seda, papel ou papelao, couro, porcelana, aluminio, madeira, rolha,
isopor, plastico, acrilico rigido, PVC, borracha dura. Por exemplo, de acordo com esta
série, o atrito entre papel e um tubo de PVC faz com que o papel fique positivo e o
tubo, negativo. Na literatura, encontramos séries diferentes, pois a composicao variada
de um mesmo tipo de material, tais como vidros, plasticos, papeis, tecidos, madeiras ou
borrachas, afeta sua capacidade de receber ou doar elétrons.

Nao somente sélidos podem ser eletrizados por atrito, mas também liquidos e gases.
Por exemplo, a eletrizacao das nuvens de chuva se da pelo atrito entre goticulas de agua e
o ar. Outro exemplo é a eletrizagao da carroceria de um automével em movimento em um
dia seco. O atrito do carro com o ar seco faz com que ele fique eletrizado e um passageiro,
ao sair do automovel e tocar nele, pode levar um choque.

O modo como o excesso de carga elétrica se distribui em um corpo macroscopico de-
pende, essencialmente, de os elétrons poderem ou nao se mover em seu interior. Nas
substancias chamadas isolantes ou dielétricas, a carga elétrica praticamente nao consegue
se deslocar de um ponto a outro. Por exemplo, se atritamos com papel uma das extremi-
dades de um canudo pléstico, a regiao atritada recebe elétrons que 14 permanecem. Nos
materiais condutores eletrizados, os elétrons livres tém mobilidade e o excesso de carga
se distribui na superficie do corpo.

Nesta aula, paralelamente a discussao conceitual, sugerimos uma série de atividades
simples que podem ajudar a compreensao dos fenomenos apresentados.

atividade 1

Pendure duas bexigas de festa, cheias de ar, por fios de material isolante, tal como nailon,
de forma que elas fiquem proximas uma da outra. Por estarem neutras, elas nao se atraem
nem se repelem e os fios pendem verticalmente como na fig.4.1(a). Em seguida, atrite
cada uma das bexigas com um tecido de nailon. Isto faz com que elas fiquem eletrizadas
com cargas de mesmo sinal e passem a se repelir, como mostra a fig.4.1(b).

@ (b)

Figura 4.1: Duas bexigas de festa (a) neutras e (b) eletrizadas por atrito com néilon.
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e inducao eletrostatica

A inducao eletrostatica é um fenomeno que ocorre sempre que um corpo neutro é
colocado na presenca de outro eletrizado, mesmo sem contato direto. Isto acontece porque
as cargas da matéria que constitui o primeiro corpo sentem forcas causadas pela presenca
do segundo. Do ponto de vista microscépico, o que ocorre no interior de um corpo neutro
na presencga de cargas externas a ele é bastante diferente para condutores e dielétricos.

Consideremos, por exemplo, o caso de um bastao dielétrico carregado negativamente
colocado nas vizinhancas de um condutor metalico. A carga negativa do bastao interage
com todas as cargas do metal, repelindo seus elétrons e atraindo seus ntucleos positivos.
Como dentro do metal os elétrons livres podem se mover com grande facilidade, parte
deles vai se concentrar na extremidade do condutor mais afastada do bastao, fazendo com
que ela se torne negativa. Consequentemente, a falta de elétrons na extremidade mais
proxima ao bastao produz uma concentragao de carga positiva nessa regiao, como ilustra
a fig.4.2(a). Estando as cargas positivas do condutor mais préximas do bastao do que
as negativas, ha uma forca resultante de atragao entre os dois corpos representada na
fig.4.2(b). Se o condutor estiver eletricamente isolado, ele volta a estar descarregado em
toda a sua extensao quando o bastao é afastado.

s [—— =

I

(@) (b)

Figura 4.2: (a) Um bastao eletrizado provoca a inducdo eletrostatica em um condutor
neutro; (b) a forga resultante entre os corpos é de atragao.

Se o bastao carregado negativamente é colocado nas vizinhancas de um dielétrico,
também ha inducgao, mas o processo interno é diferente do caso de condutores. Nos
dielétricos, os elétrons das moléculas do corpo também sao repelidos e os nicleos atomicos,
atraidos. Entretanto, como nao ha elétrons livres, ocorre uma deformacao da molécula,
conhecida como polarizacao. Este processo esta esquematizado na fig.4.3.

Deste modo, quando o bastao carregado é colocado em presenca de um corpo dielétrico,
ocorre a polarizacao de suas moléculas. No interior do corpo, nao ha concentragao de
cargas porque os efeitos das polarizagoes de moléculas vizinhas se cancelam, como esque-
matizado na fig.4.4(a). O efeito global percebido consiste no acimulo de cargas positivas
no lado do corpo mais préximo ao bastao e de cargas negativa, no lado oposto, como
mostra a fig.4.4(b). As diferentes distancias dessas distribui¢oes ao bastao dao origem a
uma forga resultante de atracao, como ilustra a fig.4.4(c).
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Figura 4.3: Polarizagdo de moléculas: (a) molécula livre; (b) molécula deformada na
presenga do bastao eletrizado e (¢) representacao esquemadtica da situagao (b).

uf

Figura 4.4: Um dielétrico na presenca de um bastao carregado: (a) a carga do bastao
polariza as moléculas do dielétrico; (b) efeito global no dielétrico e (c) forga resultante de
atragao entre ambos.

e atividade 2

Encoste um canudinho de plastico neutro em uma parede e solte. Como esperado, ele cai
devido a forca peso. Agora atrite o canudinho com um pedago de papel toalha e o encoste
novamente na parede. Vocé pode notar que ele gruda nela e nao cai. Isso ocorre porque
o canudinho, eletrizado negativamente por atrito com papel, provoca a polarizacao das
moléculas da superficie da parede ao repelir seus elétrons e atrair seus nucleos atomicos.
Assim, as cargas positivas das moléculas ficam mais proximas do canudinho do que as
negativas e, como consequéncia, surge uma forca resultante de atracao entre o canudinho
negativo e a superficie da parede.

e atividade 3

Atrite uma régua de plastico com papel ou cabelo e, de acordo com a série triboelétrica,
ela fica eletrizada negativamente. Ao aproximar a régua eletrizada de pequenos pedaci-
nhos neutros de papel, vocé pode observar que ela os atrai. Isso ocorre porque a régua
repele as cargas negativas do papel e atrai as positivas. Assim, ha uma concentracao de
cargas positivas no lado do papel mais proximo da régua e de cargas negativas no lado
oposto. As diferentes distancias das distribuicoes de carga positiva e negativa a régua dao
origem a uma forca resultante de atracao entre ela e os pedacinhos de papel. Essa situacao
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estd ilustrada na fig.4.5. O efeito da forca atrativa pode ser observado pelo movimento
do papel.

D >

Figura 4.5: Uma régua de plastico eletrizada atrai pedacinhos neutros de papel.

e atividade 4

Um objeto eletrizado também pode atrair liquidos. Aproximando uma régua de plastico
neutra de um filete de agua de uma torneira, vocé pode perceber que a agua continua a
cair verticalmente, em linha reta, como mostra a fig.4.6(a). Em seguida, atrite a régua
com papel ou com cabelo e aproxime-a da agua. Vocé pode observar que o filete é desviado
da vertical. A régua, eletrizada por atrito, polariza as moléculas de agua porque exerce
forca sobre suas cargas e, consequentemente, passa a haver uma forca atrativa resultante
entre ela e a dgua, como ilustra a fig.4.6(b).

(a) (b)

Figura 4.6: Um filete de dgua (a) cai verticalmente; (b) é desviado da vertical na proxi-
midade de um corpo eletrizado.

e eletrizacao por contato

A eletrizacao por contato ocorre quando um corpo carregado toca em outro neutro. As
cargas positivas e negativas do corpo neutro sofrem forgas na presenca do eletrizado e ha
transferéncias de elétrons de um corpo para outro. Ao final, ambos os corpos estao com
cargas de mesmo sinal. O processo de eletrizacao por contato é bastante interessante e nao
¢é simples. Esquematicamente, as seguintes etapas ocorrem quando um bastao negativo
eletriza por contato um condutor inicialmente neutro:

a) antes que os corpos se toquem, a proximidade do bastao, provoca a polarizacao do
condutor, como mostra a fig.4.7(a);
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b) quando os corpos se tocam, a concentragao de cargas positivas do condutor atrai os
elétrons do bastao e alguns deles passam para o condutor que fica eletrizado negativa-
mente, como ilustra a fig. 4.7(b);
¢) com o bastao afastado, o excesso de cargas negativas do condutor se distribui em sua
superficie, como indica fig.4.7(c).

+
|
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(a) (b) (c)

Figura 4.7: (a) O condutor neutro fica polarizado na presenga de um bastao eletrizado
negativamente; (b) elétrons migram do bastao negativo para o condutor; (c¢) o bastao é
afastado e a superficie do condutor fica carregada negativamente.

Se o procedimento € repetido com um bastao positivo, o processo é analogo e o condutor
fica eletrizado positivamente.

e aterramento

O planeta Terra é um grande condutor e se um objeto metdlico eletrizado é ligado a
ele por outro condutor, os trés corpos passam a constituir um sistema tnico, ocorrendo
movimento de elétrons entre suas partes até que o equilibrio seja alcangado. Se ligamos
o objeto negativo da fig.4.7(c) a Terra por meio de um condutor, elétrons migram dele
para a Terra e a situacao de equilibrio é atingida quando o objeto fica neutro. Esse
processo é denominado aterramento do corpo. Ele ocorre porque os elétrons tém grande
mobilidade no sistema e como se repelem, tendem a ficar o mais distante possivel uns
dos outros. No caso de aterramento de um condutor eletrizado positivamente, elétrons
da Terra s@o por ele atraidos até que ele fique sem excesso de carga. As figs.4.8(a) e
(b) ilustram, respectivamente, de forma esquematica, os processos de aterramento de um
condutor negativo e de um condutor positivo. A fig.4.8(c) representa a situagao final de
equilibrio, com o condutor neutro. Normalmente, para representar o aterramento, sao
utilizados pequenos tragos paralelos, como na fig.4.8(d).

O corpo humano também é condutor de eletricidade e por isso, se tocamos em um objeto
carregado, levamos um choque, que consiste na passagem de elétrons pelo nosso corpo.
Um corpo eletrizado por atrito, em geral, adquire pouca carga, por isso podemos aterrar
o corpo, tocando nele, sem levar choque.
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TERRA TERRA

(a) (b)

o

(c) (d)

Figura 4.8: Aterramento de um objeto condutor (a) negativo; (b) positivo; (c) situagao
final de equilibrio e (d) representagdo de um corpo aterrado.

e eletrizacao por inducao

Um objeto metalico pode ser eletrizado por inducao e este processo estd mostrado
esquematicamente na fig.4.9. Inicialmente, um bastao dielétrico carregado negativamente
induz a separacao de cargas em um condutor que permanece neutro. Nesse processo de
inducao ilustrado na fig.4.9(a), um lado do condutor fica positivo e outro negativo. As
quantidades de carga em cada lado do condutor sao iguais entre si, mas menores que a
carga do bastao dielétrico que provocou a polarizagao.

Em seguida, ao aterrarmos o corpo metalico, este e a Terra passam a ser um unico e
gigantesco condutor. Quando isso acontece, a carga negativa do bastao "empurra”” os
elétrons do metal para o mais longe possivel e estes escoam para Terra, ficando o bastao
carregado positivamente, como representado na fig.4.9(b). Interrompendo a ligacao com a
Terra e, em seguida, afastando o bastao, o condutor permanece carregado positivamente,
com as cargas distribuidas em sua superficie, como mostra a fig. 4.9(c).

E muito importante notar que o resultado do efeito do processo de aterramento é o
mesmo, independentemente da parte do corpo metélico que é conectada a Terra. Assim,
se a situacao mostrada na fig.9(b) for substituida pela da fig.10, na qual o lado positivo
do condutor é ligado a Terra, a repulsao elétrica entre o bastao e os elétrons livres do
condutor empurra elétrons para Terra. Como a carga negativa do bastao é, em modulo,
maior que a positiva do condutor, o resultado final é que elétrons migram do condutor
para a Terra como mostra a fig.4.10. Assim, é indiferente a posi¢ao no condutor em que
é feito o aterramento, tanto na situacao da fig.9(b), como na da fig.10, elétrons migram
do condutor para Terra.
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Figura 4.9: (a) Separagao de cargas em um condutor provocada por um bastao dielétrico
negativo préximo dele; (b) o condutor é aterrado e elétrons escoam do condutor para a
Terra; (c) a ligacao do condutor com a Terra é desfeita, o bastao é afastado e o condutor
fica eletrizado positivamente.

No final do processo de eletrizacao por inducao, o objeto eletrizado tera sempre carga
de sinal oposto a do corpo utilizado para eletriza-lo. Caso o bastao estivesse carregado
positivamente, o condutor, no final do processo, estaria com excesso de carga negativa.

Vv
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Figura 4.10: Um condutor eletrizado por indugao estara, no final do processo, com carga
de sinal oposto a do corpo que provocou a eletrizacao.

e deteccao de cargas elétricas: péndulo e eletroscopio

De modo geral, a detecgao de cargas ¢ feita a partir da observacao de forcas elétricas.
Nao hé como determinar se um objeto esta eletricamente carregado a nao ser através de
sua interacao com outras cargas elétricas. A seguir, apresentamos dois instrumentos, de
construcao bastante simples, que podem ser utilizados para verificar se um corpo esta
eletrizado. Sao eles o péndulo elétrico e o eletroscépio, com os quais vocé pode realizar
varios experimentos qualitativos.

e péndulo elétrico

A fig.4.11 mostra um péndulo elétrico que pode ser facilmente montado. Para isso,
basta um suporte, dois canudinhos de plastico, um grampo de cabelo, um pedaco de fio
de nailon ou de outro material isolante e um pequeno disco de papel aluminio. O suporte
pode ser feito com um copinho descartavel de café preenchido com gesso. Os canudos,
presos um ao outro pelo grampo aberto, formam um angulo de 90 graus e um deles é
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fixado verticalmente no suporte. Uma extremidade do fio é presa na ponta do canudo
horizontal e, na outra, é pendurado o disco de papel aluminio.

canudinhos

\
\ %fio isolante
.\ disco de papel

suporte aluminio

Figura 4.11: Exemplo de péndulo elétrico.
e atividade 5

Aproxime um canudinho neutro, de plastico, do disco de papel aluminio do péndulo e
vocé verd que o fio continua pendendo na vertical como na fig.4.12(a). Em seguida, atrite
o canudinho com papel toalha e, de acordo com a série triboelétrica, ele fica carregado
negativamente. Aproxime o canudinho negativo do péndulo, sem que eles de toquem, e
voce vai observar que o disco de papel aluminio é atraido por ele e que o fio se inclina em
relagdo a vertical, como ilustra a fig.4.12(b). Esse efeito acontece porque ha indugao de
carga positiva no lado do disco metalico mais préximo do canudo e, de cargas negativas,
no seu lado mais distante, analogamente ao que mostra a fig.4.2.

i

Figura 4.12: Um canudinho de plastico (a) neutro e (b) eletrizado préximo a um péndulo
elétrico.

Agora, permita que o disco de papel aluminio toque no canudinho, entdo passa a haver
repulsao entre eles, como ilustra a fig.4.13, indicando que ambos estao com cargas de
mesmo sinal. Isto acontece porque o lado positivo do disco encostou no canudinho negativo
e provocou a transferéncia de parte do excesso de elétrons do canudinho para o disco que,
por contato, fica eletrizado negativamente. O processo de eletrizacao por contato esta
ilustrado na fig.4.7.
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(a) (b)

Figura 4.13: (a) O disco inicialmente neutro encosta no canudinho e (b) é repelido por
ele.

e atividade 6

Eletrize um canudinho plastico atritando-o com papel. A seguir, encoste o canudinho
no disco do péndulo elétrico e o afaste dele. Isso faz com que os dois objetos fiquem
com carga de mesmo sinal. Em seguida, aproxime o canudinho do péndulo, e voce vai
observar que eles se repelem. Variando a distancia entre ambos, vai constatar que a forca
de repulsao diminui com o aumento da distancia, como mostra a fig.4.14. Isto indica,
qualitativamente, que quanto maior a distancia entre objetos carregados, menor a forca
elétrica entre eles.

Figura 4.14: Quanto maior a distancia entre o péndulo e o canudinho eletrizados, menor
a forga de repulsao entre eles.

e atividade 7

Eletrize, por atrito com papel, dois canudinhos plésticos iguais. A seguir, toque um dos
canudinhos no disco de um péndulo elétrico e o afaste dele. Devido ao contato, os dois
estao com carga do mesmo tipo. Com o canudinho a certa distancia do disco, vocé pode
observar que eles se repelem. Com os dois canudinhos, presos um ao outro, a mesma
distancia do disco, vocé pode notar que a forca de repulsao é maior. A fig.4.15 ilustra
este efeito. Isso acontece porque a forca elétrica entre objetos eletrizados aumenta com a
carga.
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Figura 4.15: A forga elétrica entre objetos eletrizados cresce com o aumento da carga.

e eletroscopio

Existem varios tipos de eletroscopio. Basicamente, um eletroscépio é formado por um
condutor isolado eletricamente que, em uma de suas extremidades, contém duas hastes
articuladas, sendo ao menos uma delas moével. Quando o eletroscopio esta eletrizado,
estas hastes se repelem e seu movimento pode ser observado. A fig.4.16 mostra esquema-
ticamente um eletroscopio descarregado e eletrizado.

(a) (b)

Figura 4.16: Esquema de um eletroscopio (a) descarregado e (b) eletrizado; no ponto A
existe uma articulagao que permite o movimento da haste da direita.

e atividade 8: construindo um eletroscépio

Para construir um eletroscopio simples, precisamos dos seguintes materiais: um pote de
vidro ou de plastico transparente com tampa de plastico, papel aluminio, um pedaco de
fio de cobre rigido e encapado de aproximadamente 15 cm, um prego e cola. A montagem
estd descrita a seguir:

a) com o prego, faga um furo na tampa do pote de tamanho suficiente para passar o fio;
b) descasque as duas pontas do fio de cobre, deixando o restante encapado, e numa delas
faca um gancho;

c¢) corte duas tiras de papel aluminio de aproximadamente 1 cm por 6 cm e faga um
pequeno furo em um dos lados de cada uma delas;

d) pendure, pelos furos, as duas tiras no gancho do fio sem que fiquem grudadas uma na
outra e de tal modo que suas extremidades, longe do fio, tenham liberdade de movimento;
e) encaixe a outra ponta do fio na tampa do pote deixando uns 10 cm para fora e coloque
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um pingo de cola no furo para fixar o fio na tampa;
f) tampe o pote;
g) faga uma bola de papel aluminio e prenda na extremidade do fio fora do pote.

A fig.4.17 mostra um esquema e a foto de um eletroscépio construido com o procedi-
mento acima descrito.

bola de papel aluminio

fio de cobre

descascado

nas pontas

T

™ tiras de papel aluminio

(a) (b)

Figura 4.17: (a) Esquema e (b) foto do eletroscopio.
e atividade 9

Encoste um bastao de plastico, neutro, na bola de papel aluminio do eletroscépio. As
duas tiras de papel aluminio permanecem préximas uma da outra como mostra o esquema
da fig.4.18(a). Em seguida, atrite o bastdo com papel toalha e, de acordo com a série
triboelétrica, ele fica carregado negativamente. Encostando o bastdao na bola de papel
aluminio, o eletroscépio fica eletrizado, por contato, com carga negativa, e as duas tiras
se repelem. As figs4.18(b) e (c¢) ilustram o processo. Note que as tiras de papel aluminio
ficam mais afastadas quando o bastao esta encostado na bola de papel aluminio do que
apos seu afastamento, como ilustram, respectivamente, as figs4.18(b) e (c). Isso acontece
porque o bastao negativo proximo da bola repele os elétrons do eletroscépio para o mais
longe possivel dele fazendo com que de as tiras fiquem com mais elétrons. Quando o
bastao é afastado, as cargas se redistribuem e as fitas de papel aluminio ficam menos
carregadas.

e atividade 10

Atrite novamente o bastao com papel e eletrize por contato a bola de papel aluminio do
eletroscopio. Afaste o bastao e em seguida o aproxime novamente da bola do eletroscépio,
sem que haja contato direto. Vocé pode notar que a forca de repulsao entre as folhas
aumenta quando o bastao é aproximado e diminui quando ele é afastado. Isso mostra
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(a) (b) ()

Figura 4.18: Esquema de um eletroscépio (a) neutro; (b) em contato com um objeto
eletrizado negativamente e (c) eletrizado apds o contato.

que o bastao e eletroscépio estao eletrizados com cargas de mesmo sinal. O processo esta
esquematizado na fig.4.19.
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(a) (b)

Figura 4.19: (a) Eletroscépio eletrizado negativamente com o bastao distante dele; (b) o
bastao negativo préximo do eletroscépio provoca um maior afastamento das folhas.

e atividade 11

Atrite o bastao com papel e ele fica negativo. O eletroscépio fica polarizado quando o
bastao é aproximado dele, sem que haja contato entre ambos como mostra a fig.4.20(a).
Mantendo o bastao e o eletroscépio préximos, encoste o dedo na bola de papel aluminio
do eletroscopio. Voce vera que as tiras se juntam, como se nao houvesse carga no sistema
como na fig.4.20(b). Em seguida, nesta ordem, afaste o dedo e depois o bastao. O
eletroscopio ficara eletrizado por indugao com carga de sinal diferente da do bastao, como
representado na fig.4.20(c).

e atividade 12

Atrite novamente o bastao com papel e o aproxime do eletroscépio eletrizado por indugao.
Vocé pode observar que a forga de repulsao entre as folhas diminui e elas tendem a se
aproximar, o que mostra que bastao e eletroscépio estao eletrizados com cargas de sinais
diferentes. Na auséncia do bastao, encoste o dedo no eletroscopio eletrizado e voce pode
observar que ele se descarrega devido ao aterramento.
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(a) (b) (c)

Figura 4.20: Esquema de um eletroscépio (a) polarizado, (b) perdendo elétrons por ater-
ramento e (c) eletrizado por indugao.

e atividade 13

Segure diferentes materiais e os encoste em um eletroscopio eletrizado. Vocé vai observar
que alguns fazem com que ele se descarregue e outros nao. Os do primeiro grupo sao os
condutores e os do segundo, os isolantes. Vocé pode verificar que sao condutores: corpo
humano, metais, madeira, algodao, acrilico, rolha, alguns tipos de vidro, alguns tipos de
papel. Se vocé aproximar uma chama de fogo do eletroscépio, vera que ele também se
descarrega, pois o fogo é um plasma e também é condutor. Sao isolantes: plastico, PVC,
seda, néilon, 1a, isopor, fio de cabelo, 6leo de soja, pé de café. Tente descobrir outros
materiais condutores e outros isolantes.

e descobrindo o sinal da carga de um corpo eletrizado

Elétrons escapam de um metal quando nele incide radiacao ultravioleta. Este fenomeno é
chamado efeito fotoelétrico. Para determinar o sinal da carga de um bastao de PVC atri-
tado com papel, podemos eletrizar um eletroscoépio por contato com o bastao. Observamos
que o eletroscopio se descarrega quando iluminado por radiagao ultravioleta. Assim, con-
cluimos que o bastao atritado com papel fica carregado negativamente. O experimento
pode ser repetido com o eletroscépio carregado por indugao pelo mesmo bastao eletrizado
por atrito com papel. Neste caso, observamos que o eletroscépio nao se descarrega com
a radiagao ultravioleta e, portanto, esta positivo. Como foi eletrizado por inducao, con-
cluimos que o bastao estava negativo. Caso vocé queira fazer este experimento, proteja
seus olhos com 6culos especiais que bloqueiam radiagao ultra violeta.

e exercicios

1. Um corpo é atritado a outro e fica com carga positiva. Isso é equivalente a dizer que
o corpo perdeu todos os seus elétrons?

2. De acordo com a série triboelétrica, qual o sinal da carga das bexigas da atividade 1
atritadas com nailon?
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3. Faca um desenho ilustrando as etapas do processo de eletrizacao por contato de um
condutor neutro com um bastao positivo.

4. Faca um desenho com cargas ilustrando porque um canudinho eletrizado atrai o disco
de papel aluminio neutro de um péndulo elétrico.

5. E possivel eletrizar por induc¢do um corpo isolante?

6. Explique porque na atividade 10, as tiras de papel aluminio estao mais afastadas
quando o bastao esta mais perto da bola de papel aluminio.

7. Faca um desenho ilustrativo para explicar o comportamento do eletroscépio na ativi-
dade 12.

8. Descreva algum experimento que mostra a existéncia de dois tipos de carga.

9. Faga desenhos ilustrando todas as etapas dos processos de eletrizagdo de um corpo a)
por atrito; b) por contato e ¢) por indugao.
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CAPITULO 4. A ELETRIZACAO DA MATERIA



Capitulo 5

densidades de carga

e introducgao

As cargas elétricas existentes em qualquer corpo material encontrado na natureza, seja
ele um atomo ou um bastao eletrizado por atrito, encontram-se distribuidas nele de modo
nao uniforme.

No caso de um atomo, por exemplo, as cargas positivas estao concentradas no nicleo,
enquanto que as negativas ocupam a regiao exterior, denominada eletrosfera. Dentro
do proéprio ntcleo, as cargas elétricas ocupam, principalmente, as regides onde estao os
protons, mas existem também no interior dos néutrons. O estudo experimental das distri-
buicoes de cargas elétricas pelo interior de dtomos, nicleos e sistemas menores, tais como
protons e néutrons, tem sido feito desde o inicio do século passado e constitui, ainda
hoje, uma das mais importantes fontes de informacao acerca da estrutura interna destes
sistemas.

Corpos macroscopicos sao constituidos por nucleos e elétrons, que possuem cargas
elétricas positivas e negativas. Em geral, os corpos a nossa volta sao eletricamente neu-
tros, pois contém quantidades iguais de cargas positivas e negativas. Entretanto, existem
processos, tal como o atrito, por exemplo, que transferem elétrons de um corpo para ou-
tro. Quando isto acontece, é costume dizer que os corpos ficam carregados eletricamente.
Ao afirmarmos que um dado corpo esta carregado positivamente, queremos dizer, de fato,
que este corpo tem mais cargas positivas do que negativas. Ou seja, dizer que um corpo
macroscopico tem carga positiva ¢ um modo abreviado de dizer que ele tem um excesso
de cargas positivas.

No caso de objetos tais como os bastoes eletrizados e eletroscépios, vistos na aula
anterior, o modo como as cargas elétricas fornecidas a eles ficam distribuidos depende de
eles serem condutores ou isolantes. Em condutores, as cargas podem se mover com grande
facilidade e tendem, por isso, a se distribuir pela superficie do corpo. Em dielétricos, por

o7
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outro lado, as cargas tém dificuldade em se deslocar, tendendo a permanecer na regiao
do corpo onde foram colocadas, independente de esta estar em seu interior ou em sua
superficie. Para conhecer de forma precisa como cargas estao distribuidas em corpos,
sejam eles microscépicos ou macroscopicos, utilizamos o conceito de densidade de carga,
que expressa a quantidade de carga dg contida em um pedacinho infinitesimal deste corpo.
As densidades de carga podem ser volumétricas, superficiais, quando uma das dimensoes
do corpo é muito menor do que as outras duas, ou lineares, quando uma das suas dimensoes
é muito maior do que as outras duas.

Estes tipos de densidade sao totalmente analogos aos usados em outras areas. Existem,
por exemplo, densidades de massa. Um prego jogado na agua afunda porque ele é mais
denso do que a agua. Um balao cheio de gas hélio tende a subir porque este gas é menos
denso do que o ar. No nosso corpo, as densidades dos musculos e dos ossos sao diferentes.
Quando envelhecemos, os ossos tendem a ficar menos densos e mais sujeitos a fraturas.
Em todos estes casos, as densidades referem-se a massas distribuidas por volumes e podem
ser medidas em kg/m?®. Uma folha de papel, apesar de ter trés dimensoes, ¢ normalmente
pensada como sendo bidimensional, pois uma das dimensoes é muito menor do que as
outras duas. Neste caso, é conveniente descrever a sua distribuicao de massa por meio
de uma densidade superficial, que pode ser expressa em kg/m?. O mesmo se aplica as
chapas metalicas usadas em avioes. Densidades superficiais sao importantes, também,
em geografia e economia. Atualmente, vivem no Brasil mais de 200 milhoes de pessoas,
que nao estao distribuidas uniformemente sobre o territorio do pais e que possuem rendas
muito diferentes. Por isso, para quantificar estas distribuicoes, sao usadas densidades
superficiais de populagao e de renda, expressas em habitantes/km? e R$/km?. Os cabos
metalicos usados para conduzir eletricidade pelas ruas também sao corpos tridimensio-
nais mas, como uma das dimensoes é muito maior do que as demais, para descrever as
suas distribuicoes de massa, ¢ conveniente empregar densidades lineares, que podem ser
expressas em kg/m.

No caso de distribuicoes de carga, densidades volumétricas, superficiais e lineares po-
dem corresponder a situacoes fisicas reais. Por exemplo, um fio de cabelo carregado
corresponde a uma distribuicao linear, uma folha de plastico eletrizada pode ser tratada
como uma distribuicao superficial e uma nuvem de chuva é uma distribuicao volumétrica
de carga. Em alguns casos, como no do bastao eletrizado discutido na aula 4, corpos com
volume podem ser portadores de distribuigoes superficiais de carga.

e densidades lineares de carga

Consideramos, inicialmente, uma situacao idealizada, onde um fio de cabelo de 10 ¢m
de comprimento ¢é atritado a um pedaco de plastico, ficando carregado eletricamente. Se
desejarmos saber o que aconteceu com o fio, podemos medir a carga elétrica total contida
nele e obter, por exemplo, 491 uc, onde uc indica uma unidade arbitraria de carga. Este
dado nos fornece alguma informagao sobre o fio, mas nao nos permite saber se a carga
estd mais concentrada do lado da raiz do cabelo ou no outro extremo. Para obter mais
informagao, podemos dividir o fio em dois pedagcos iguais, medir a carga em cada metade
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e obter, por exemplo, os resultados mostrados na tabela 5.1. Para conhecer melhor o
sistema, poder-se-ia dividir o fio de cabelo em 10 pedagos iguais e obter os resultados da
tabela 5.2.

’ pedaco — \ 1 \ 2 ‘
| carga (em uc) [ 250 | 241 |

Tabela 5.1: Resultados para um fio dividido em duas partes iguais.

| pedago— [1[2[3[4]5][6]7]8]9][10]
| carga (emuc) [12[29 [ 53 |77 [79 95|64 [47[28] 7 |

Tabela 5.2: Resultados para um fio dividio em dez partes iguais.

Neste tipo de processo, é evidente que, quanto maior for o nimero de pedagos iguais
em que o fio for dividido, tanto melhor serd o conhecimento que teremos dele, desde que
consigamos trabalhar com tabelas gigantescas. No limite em que tivermos um numero
muito grande de pedagos, correspondentemente pequenos, é conveniente descrever a dis-
tribuicao de carga por meio de uma densidade linear. Ela costuma ser representada por A
e corresponde, como o nome indica, a quantidade de carga por unidade de comprimento do
corpo, pensado como sendo unidimensional. Formalmente, a densidade linear é definida
por
dq
e’
onde dgq é a quantidade de carga contida no comprimento d¢ do corpo, expressa em C/m.
A densidade A é uma funcao escalar que ela pode assumir diferentes valores em diferentes
pontos do corpo.

A= (5.1)

Para fixar ideias, consideramos o caso de um fio de cobre neutro, tocado no seu ponto
central por uma pequena esfera metalica carregada negativamente e descrevemos, de modo
qualitativo, as distribuicoes de carga antes e depois de ele ser tocado pela esfera metalica.
Ao aproximarmos a esfera carregada da regiao central do fio, ocorre a inducao de cargas,
ficando seu centro carregado positivamente e as suas extremidades, negativamente. As-
sim, a densidade linear de cargas assume diferentes valores em diferentes pontos do fio,
sendo negativa na extremidade esquerda, positiva no centro e novamente negativa na ex-
tremidade direita, como indica a fig.5.1(a). Quando a esfera toca o fio, parte da sua carga
é transferida para ele. O excesso de carga negativa redistribui-se num intervalo de tempo
muito pequeno e a repulsao eletrostatica faz com que ele se concentre predominantemente
nas pontas do fio, como mostra a fig.5.1(b).

e exemplo 1

Calculamos a carga total de uma barra dielétrica estreita, de comprimento L, carregada
com uma densidade linear de carga dada por A = a (1 — 3z/L), sendo o uma constante
positiva e x a distancia medida a partir da sua extremidade esquerda, como mostra a
fig.5.2(a). No extremo esquerdo, que corresponde a x = 0, a densidade vale A = a e é
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Figura 5.1: Densidade linear de cargas num fio de cobre: (a) antes de a esfera tocar o fio,
hé indugao de cargas; (b) depois de a esfera tocar o fio, as cargas se concentram nas suas
extremidades.

positiva, no extremo oposto, no ponto x = L, A = —2« ela é negativa e, em x = L/3,
A = 0. Como a variagao de densidade com a distancia ¢ linear, podemos esperar que a

carga total dessa barra seja negativa.
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Figura 5.2: Representagoes das cargas da barra em fungao de z: (a) pictérica, onde a
intensidade do sobreado sugere a quantidade de cargas; (b) gréfica.

A quantidade de carga contida num pedacinho de barra de comprimento dx é dada por
dg = \dz (5.2)

que, neste exemplo, tem a forma

dg = a (1 - 3%") da . (5.3)

Esta expressao indica que a quantidade de carga em cada pedacinho depende da sua
posicao na barra. A carga total contida na barra é dada pela soma das contribuicoes de
todos os elementos e vale

L

3x a L
= [ dg= d 1l——)=—-—. A4
I /barr(z]i /0 xa( L) 2 (5 )
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Neste exemplo, podemos ainda nos perguntar os valores das cargas qg e ¢p, contidas nos
lados esquerdo (E) e direito (D) da barra. Eles sao dados por

L/2 3z ol
q :/dq:/ da:a(l——):—, 5.5
£ i 7 3 (5.5)

L
3 Sal
gp= | dg= d:coz(l——x>:——a (5.6)
(D) L/ L 8
e, como esperado, qg + qp = —aL/2. é importante notar que, neste tipo de célculo, a

informagcao acerca do trecho da barra considerado aparece nos extremos de integracao ja
que, em todos os casos, o integrando ¢ o mesmo. Isto também acontece quando pensamos
em determinar os valore de ¢, e ¢q_, as quantidades totais de carga positiva e negativa na
barra. Nesse caso temos

L/s 3x ol
q :/dq:/ d:z:a(l——)z—, 5.7
=) i 7 5 (5.7)

L
3x 2aL

q:/dq:/ dx&(l——)z—— 5.8

) L/3 L 3 o9

e, novamente, ¢, + q¢_ = —aL/2.
e exemplo 2

Uma barra de material dielétrico, muito fina, em forma de uma anel de raio R, esta
carregada com uma densidade linear de carga A = « cos#l, onde a é uma constante positiva
e 6 ¢ o angulo medido em relagao ao eixo x, como na fig.5.3. O grafico da densidade de
carga, mostrado na fig.5.3(b), indica que as cargas sao positivas no trecho BAD e negativas
no trecho BCD, sendo méximas, em modulo, nos pontos A e C. Neste exemplo, desejamos
calcular as cargas contidas nos quatro quadrantes do anel.

Um elemento do anel tem comprimento Rdf e a carga contida nele vale!
dg=ARdf = acosd Rdb (5.9)

e depende da porcao do anel considerada. A carga total contida no trecho AB do anel é
dada por

w/2
qAB:/dq:/ df Racosd = a R . (5.10)
AB 0

Ver apéndice D para sistemas de coordenadas.
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Figura 5.3: Representacoes das cargas da barra em fungao de #: (a) pictérica, onde a
intensidade do sobreado sugere a quantidade de cargas; (b) grafica.

As cargas nos demais trechos sao calculadas de modo totalmente andlogo e valem

QDA:/
A

dg =

D

dqg =

B

/

/2

2w

df Racost = —a R,

gBc = /dq =/
BC /2

qcp Z/
C

df Racosd = —a R .

/37r/2

df Racosd = a R .

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Neste exemplo, também, a informacao acerca do trecho do anel considerado é incorporada
nos extremos de integracao. Como esperado, a carga total ¢ = qap + qsc + qcp + qpa é

nula.

e densidades superficiais de carga

Uma distribuicao superficial de carga pode ser obtida esfregando-se uma folha de
plastico sobre uma mesa de férmica. Neste processo, existirao excessos de cargas dis-
tribuidas sobre as superficies da folha e da mesa. Para descrever as distribuicoes de carga
resultantes podemos, como no caso unidimensional, empregar tabelas. Por exemplo, se
a folha de plastico fosse retangular e tivesse 10 cm por 20 cm, poderiamos dividi-la em
50 pedacos iguais de 4cm?, medir a carga de cada um deles e, em seguida, colocar os
resultados numa tabela como a mostrada abaixo:

|

coluna —

|

|1

0

1 9
linha 1 | carga (emuc) [0 3 [ 3 | 79 |5 ]4(2|0]0
linha 2 || carga (emuc) | 1| 9 [13 2719|1916 | 5 | 7| 2
linha 3 || carga (emuc) | 3 | 11|23 [ 37|59 (43 34|12 (0| 7
linha 4 || carga (emuc) |4 | 13|13 [27 49 |25 | 14|11 |5 ]| 1
linha 5 | carga (emuc) | 1| 2 | 5|6 [ 5 |5 |4 ]2]|2]1

Como no caso unidimensional, uma descricao mais precisa poderia ser obtida, dividindo
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a folha de plastico em pedacos menores. No limite em que esses pedacos fiquem muito
pequenos, podemos pensar numa densidade superficial de carga. Para definir a densidade
superficial de carga num ponto P de uma superficie, denotamos por dS um elemento
dessa superficie contendo o ponto P e por dq a quantidade de carga localizada em dS,
como mostra a figura 5.4. A densidade superficial de cargas no ponto P, geralmente
representada por o, é definida por

_ dq
~dS

o (5.14)

e, portanto, expressa em C/m?.

Figura 5.4: O elemento de superficie dS, em torno do ponto P, contém a carga dqg = o dS.

e exemplo 3

A placa retangular de material dielétrico e lados a e b, mostrada na fig.5.5, estd car-
regada com uma densidade superficial de carga o = (1 + x/a), sendo o uma constante
positiva. Calculamos a carga total contida na placa.

R
s

b §

Figura 5.5: Representagoes das cargas da placa retangular em funcao de x e y: (a)
pictérica, onde a intensidade do sobreado sugere a quantidade de cargas; (b) gréfica.

A distribuicdo de cargas descrita pela funcao o é sempre positiva, independe de y e
aumenta da esquerda para a direita, como sugere o sombreado da fig.5.5(a). A carga
contida em um elemento de area de lados dz e dy é dada por

dg=odrdy =« (1+£> dx dy (5.15)
a
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e depende de onde este elemento esd localizado, como mostra a fig.5.5(b). No caso de
uma distribuicao bidimensional, a carga total ¢ da placa pode ser escrita de dois modos

alternativos e equivalentes,
b a
q:/dq:/dy/dxa (5.16)
placa 0 0

a b
q:/dq:/dx/dyo, (5.17)
placa 0 0

que dependem da ordem em que as integracoes sao feitas. Em ambas as representacoes,
a informacgao sobre a forma da placa aparece nos extremos de integragao. No caso da
eq.(5.16), efetuando a primeira integral, obtemos

/Obdy/o“dx a(1+7) /bdy [370‘@} . (5.18)

Nesta situacao intermediaria, a carga ¢ é expressa como uma integral em uma dimensao e
é importante notar que o fator [3a.a/2] no integrando corresponde & densidade linear de
carga ao longo de uma fita vertical de comprimento b. A integracao em y fornece a carga
total, dada por

ou

3
q= gab (5.19)

Se a eq. (5.17) houvesse sido escolhida, a primeira integral seria

[ /Obdya(Hg) = [wfa(i+2)0]. (520

Neste caso, o fator [a(1+z/a)b], no integrando da situagao intermediaria, corresponde a
densidade linear de carga de uma fita horizontal de comprimento a. A segunda integracao
fornece, novamente, o resultado (5.19).

e exemplo 4

Uma variacao do exemplo anterior consiste em cortar a placa em dois pedacos, ao longo
de uma das diagonais, e calcular a carga ¢’, contida no pedaco mostrado na fig.5.6.

Neste caso, a eq.(5.15) continua valida, mas as eqs.(5.16) e (5.17) precisam ser modifi-
cadas para incorporar a informacao que as integracoes devem ir de um dos lados da placa
até o corte. A reta que descreve este corte é determinada pelas equacoes

b
y:——x+be——gy+a (5.21)
a

e os equivalentes as egs. (5.16) e (5.17) sao

(ay/b)+a T b ay2 26Ly 3(1
' dg= | d d —):/d ay ey oa 5.22
! /placf /y/ v +a oya{lﬁ b +2] (5:22)



65

Figura 5.6: Representacao da placa triangular, em fungao de x e y.

(bx/a)+b a b2
q’:/dq—/dx/ dya 1+ >:/dxa{——2+b] (5.23)
placa 0 a

Em ambos os casos, a integracao fornece

¢ = —ab. (5.24)

e exemplo 5

Uma placa de material dielétrico, plana, circular, de raio R, mostrada na fig. 5.7, esta
carregada com a densidade de carga 0 = o (1 —2r/R), onde av é uma constante positiva e
r é a distancia medida a partir do centro. A densidade é nula para r = R/2, positiva para
r < R/2 e negativa para r > R/2, como sugere a 5.7(a), podemos esperar que a carga
total desse sistema seja negativa.

(o) (b)

Figura 5.7: Representagoes das cargas da placa cirular em fungao de r e 0: (a) pictérica,
onde a intensidade do sobreado sugere a quantidade de cargas; (b) grafica.

Em coordenadas polares planas, a carga contida num elemento de area de lados dr e
rdf é dada por

2r
dq:ardrd€:a<1—ﬁ)rdrd0 (5.25)
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e varia sobre o disco. Ainda que a fig.5.7(b) mostre areas iguais sob a curva, o elemento
de area rdr df da placa crescem com r e, por esta razao, a carga resultante é negativa.
Esta carga total é calculada por meio de uma integral dupla, que pode ser feita de dois
modos alternativos

q:/diiz:/oRdr/o%dﬁar(l——) / d@/drm(1—§) . (5.26)

Se efetuarmos inicialmente a integral em 6, obtemos

- /ORd'r {%o«r <1 - %)] (5.27)

e o integrando remanescente representa a carga contida em um anel de espessura dr,
situado a distancia r do centro, como mostra a fig.5.7(a). Se comegarmos pela integragao

em 7, escrevemos
2w 2
R
o= [(w <_ @ ) (5.28)
0 6

e o integrando representa a carga contida em um setor angular, como um pedaco de pizza
com abertura df. Ambos os casos correspondem a carga total

o R?

5 (5.29)

q=—

Poderiamos, também, estar interessados em saber a quantidade de carga contida em
regoes especificas do disco. Por exemplo, se desejarmos determinar a carga ¢’ contida na
regiao r > R/2, devemos calcular

q—/R / dear<1—ﬁ)——5f—20‘32. (5.30)

Neste exemplo, também, a informacao sobre a parte do disco a ser considerada em cada
caso ¢é incorporada nos extremos da integragao.

e exemplo 6
Para enfatizar o papel da forma do corpo na sua carga total, consideramos a mesma
densidade de cargas 0 = « (1 — 2r/R) do exemplo anterior distribuida, agora, sobre o

disco truncado mostrado na fig.5.8.

Neste caso, a carga total é expressa por

i= [ [ (-Z)+ [0 [wor(-2) . e
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Figura 5.8: Representacoes das cargas da placa circular truncada em fungao de r e 6:
pictorica, onde a intensidade do sobreado sugere a quantidade de cargas.

Comparando este resultado com a eq.(6.18), notamos que ambas tém o mesmo integrando,
mas diferem quanto aos extremos de integracao. Efetuando os cédlculos, encontramos

q = [Z—ZERZ] + {MRQ] — aR’ [— 3+ g—ﬂ . (5.32)

e exemplo 7
Considere uma placa dielétrica plana, circular, de raio R, carregada com densidade de
carga 0 = a (1 —3r?/R?) cos®0, onde o é uma constante positiva, r ¢ a distancia ao centro

e 6 é o angulo medido em relacao ao eixo z. A intensidade desta distribuicao é indicada
na fig.5.9.

o\—v

Figura 5.9: Representacoes pictérica das cargas da placa circular, em funcao de r e 6.

Formalmente, escrevemos

R 2 3,,,2
q= /dq = / dr/ df ar (1 — —2) cos?d . (5.33)
placa 0 0 R
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A integral angular é efetuada usando a relagao cos?f = [1 + cos(26)]/2 e obtemos

ar R?
YR

q=— (5.34)

e exemplo 8

Uma superficie S é obtida pelo corte de uma esfera de raio R e com centro na origem,
pelo plano z = a, como mostra a fig.5.10. Esta superficie é dielétrica e estd carregada com
densidade o = a cosfl, onde a é uma constante positiva e 6 é o angulo medido a partir do
eixo z. Desejamos determinar a carga total contida na superficie S.

100 am

1

1

Figura 5.10: Representacoes pictorica das cargas na superficie da calota esférica, em
funcao de r, 0 e ¢.

Em coordenadas polares, um elemento de area de uma esfera de raio R é dado por
dS = R?sen 0df dg e a carga contida nesse elemento é dada por

dqg =0 R?sen 0df dp = o cost R*sen 6 df d¢ (5.35)

e varia a medida que nos afastamos do ponto P. A carga total contida na superficie é
calculada por meio de uma integral dupla, que pode ser escrita como

Omax 2
q= / dg = / dQ/ dé o R*cosfsen 6 | (5.36)
superficie 0 0

onde 6, é o valor de # na borda da superficie, determinado por cosf.x = a/R. Efetu-
ando as integracoes, obtemos

Omax 2
q :/ df 2m o R*cosfsen 6 = 7o R? [1 — cosPpmax] = 7™ R? [1 — %] . (5.37)
0

Neste exemplo, também, a informacao sobre a parte da superficie a ser considerada é
incorporada nos extremos da integracao.
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e sistemas de coordenadas, o mundo e as representacoes do mundo

Para descrever matematicamente tanto as distribuicoes de carga como os seus efeitos, é
comum utilizarmos véarios tipos diferentes de sistemas de coordenadas: cartesiano, polar,
cilindrico e esférico. No apéndice D, apresentamos em seguida as principais caracteristicas
de cada um desses sistemas. Eles serao muito usados durante o curso e, por isso, é muito
importante que voceé tenha familiaridade com eles.

Coordenadas servem para descrever o mundo mas nao sao o mundo. Um lobo conhece
o mundo. Ele sabe como se alimentar, como procriar, como sobreviver. é por isso que a
espécie dos lobos existe ha tanto tempo. O mesmo vale para passarinhos e peixes... Os
seres humanos também conhecem o mundo e, parte desse conhecimento, é semelhante ao
dos lobos, passarinhos e peixes. Uma outra parte, entretanto, é bastante diferente, pois é
fortemente baseada no emprego de linguagens complexas. A linguagem brasileira escrita
é o que permite que vocé compreenda esse texto. No caso da fisica, o conhecimento do
mundo material também ¢é baseado no uso de linguagens, que sao bastante especificas,
diferentes da linguagem falada. H& bastante tempo, os fisicos compreenderam que as
linguagens da fisica, como todas as demais, possuem muitos elementos arbitrarios. Se, por
um lado, a linguagem permite o conhecimento do mundo, por outro, ela é uma invencao
humana e, portanto, nao é parte do mundo material. Em muitos casos, a descricao de
sistemas fisicos € feita com auxilio de elementos arbitrarios, mas nao pode depender da
escolha desses elementos. O caso dos sistemas de coordenadas é um bom exemplo desse
tipo de situagao, ja que a descricao de entidades fisicas nao pode depender da escolha da
origem, da orientacao dos eixos e do tipo de sistema adotados. Essas escolhas sao apenas
questao de conveniéncia.

e exerciclios:

1. a) Num ponto de 6nibus existe uma fila com 25 pessoas. Neste caso, é possivel pensar
em uma densidade linear de massa ao longo da fila? Ou em densidade de dinheiro nas
carteiras?

b) Faz sentido tentar descrever a distribuigao territorial de populagao do Brasil por meio
de uma funcao o, analoga a eq.5.147 Neste caso, o que seria equivalente a dg?

7

2. Um anel de raio R estd carregado com densidade de carga A senfcos(0/2). a) é
possivel saber se a substancia da qual o anel é feito é condutora ou isolante? b) Qual o
valor de sua carga total?

3. Um disco metélico de raio R tem um orificio central de raio r < R, no centro do
qual é colocada uma carga positiva que nao toca a placa. Qual dos diagramas abaixo
representa melhor a densidade superficial de carga do disco em funcao da distancia ao
centro?

4. No caso do exemplo 4, porque a carga de meia placa ¢’ é diferente de ¢/2, a metade
da carga total?
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e

caloi

5. Represente a distribuicao de cargas sobre um disco circular de raio a, cuja densidade
de cargas, descrita em coordenadas polares, é o, sendo o uma constante positva, para os
casos

a) o =a,para 0 <r <a/3,0 =0, paraa/3 <r <2a/3eoc=—a, para 2a/3 < r < a.
b) o =a(l —r/a).

c)o=0,para0<r <a/2eoc=acost, para a/2 <r < a.
d)o=0,para0<r<a/2eoc=a(l—r/a)cos’d, para a/2 < r < a.

6. No caso do exemplo 5:

a) Qual a carga contida na regiao r < R/27

b) Qual o valor ry da distancia ao centro para o qual toda a carga contida na regiao r < rg

é nula?

c¢) Calcule explicitamente a carga total contida na regiao r > rq.

7. a) Calcule a carga ¢” da parte da placa ezcluida quando passamos da fig.5.7 para a 5.8
b) Mostre que ¢ + ¢" = q.

c¢) Qual o valor de 6, para que a carga total seja nula?

8. Calcule a carga total de uma placa plana, circular, de raio R, carregada com densidade

de carga 0 = a (1 —3r?/R?) cost, sendo o uma constante positiva, r a distancia ao centro
e 0, o angulo medido em relagao ao eixo .

9. Faca uma andlise dimensional dos resultados dados pelas egs. (5.4), (5.10), (5.19) e
(5.37) e verifique se eles est@o corretos.

e respostas

3 -
raR?

6. a) i

b) o = g

0) g =R

7.a) ¢" = —aR*32.

) =1



Capitulo 6

cargas no atomo de hidrogénio
e no nucleo de ouro

e densidades volumétricas de carga

Em muitos sistemas fisicos as cargas elétricas estao distribuidas pelo volume de um
corpo material, como no caso de uma nuvem de chuva, de um atomo, de um nicleo
atomico ou de um proton.

Como nas distribuicoes continuas uni e bidimensionais, discutidas na aula 5, se subdi-
vidirmos um corpo, no qual as trés dimensoes sao relevantes, em pedacos muito pequenos
de volome dV, a distribuicao de cargas pode ser descrita por meio de uma densidade
volumétrica, que costuma ser representada por p. A densidade volumétrica de carga em
torno de um ponto P é definida por

_ Y 1
P=a (6.1)

onde dV é um elemento de volume envolvendo este ponto e dq é a quantidade de carga
contida nesse volume, como representado na fig.6.1.

Ay A
Figura 6.1: O elemento de volume dV', em torno do ponto P, contém a carga dgq.
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e exemplo 1

Célculo da carga total de um cilindro dielétrico de raio a e altura b, cuja densidade
volumétrica de cargas, descrita em coordenadas cilindricas, é p = «a(1 — r/a), sendo «
uma constante positiva.

A distribuicao de carga tem simetria cilindrica, pois depende apenas da distancia r ao
eixo do cilindro, caindo linearmente do valor a no eixo (r = 0) até se anular na superficie
(r = a). Assim, espera-se que a carga total seja positiva, como sugere a fig.6.2.

Figura 6.2: Representacao da ditribuicao de cargas em uma se¢ao reta do cilindro.

Em coordenadas cilindricas, o elemento de volume é dado por dr(rdf)dz e, a carga dq

dg=prdrdidz = a (1 - g) rdrdfdz . (6.2)

O valor da carga total no cilindro é a soma das cargas dq e é calculado pela integral tripla

amba?
= dg= [ d d do 1 ——)| = _ 6.3
K /cilindroq / Z/ r/ r a)] 3 ( )

e exemplo 2

Uma esfera dielétrica oca de raio interno a e externo b esta carregada com densidade
volumétrica de carga p = a (1 —r/b) cos?d, sendo o uma constante positiva, r a distancia
ao centro da esfera e # o angulo medido em relagao ao eixo z.

Essa distribuicao de carga nao tem simetria esférica, pois depende de 6. O seu valor no
interior da esfera é positivo e, ao longo de um dado raio, é maior para r = a, diminuindo
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gradativamente, até se anular na superficie externa. Além disso, o valor da densidade
também depende da direcao desse raio, sendo nula sobre o plano xy e maxima ao longo
do eixo z.

O elemento de volume localizado no ponto descrito pelas coordenadas esféricas (r, 6, ¢)
é escrito como

dV. = (dr)(rdf)(rsen 0do) , (6.4)

corresponde ao produto dos trés lados de um cubo infinitesimal e contém a carga
dg=p (r2dr sen 6§ df dgb) =« (1 — %) cos?6 (r2dr sen 6 df dgf)) . (6.5)

A carga total é calculada pela integral tripla

b m 27
= 2 1_C 2
0= [ = o Lo et (1 ) o
b r ™ 2m
= a/drr2 (1——)/ do sen@cosQH/ do . (6.6)
a b 0 0

A integracao em ¢ fornece um fator 27. Para efetuar a integral em 6, fazemos u = cosf ,
temos

™

T 30 2
d6 sen 0 cos?) = — = - (6.7)
3 3
0 0
e a carga total vale
atbh? a’ a*

e 0 atomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio é o mais simples dentre todos, sendo constituido por um elétron
e um préton ligados entre si pela atragao elétrica. O proton esta localizado praticamente
no centro do atomo, porque ele tem massa 1840 vezes maior do que a do elétron. Este
por sua vez, ocupa predominantemente as regides externas do atomo.

As propriedades do dtomo de hidrogénio sao muito bem descritas pela mecanica quantica.
Essa teoria afirma que o elétron pode estar ligado ao proton de diversos modos diferen-
tes, correspondendo a diversos estados do atomo. O estado em que o dtomo tem menor
energia ¢ chamado de estado fundamental e os demais, de estados excitados.
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De acordo com a mecanica quantica, a densidade de carga megativa do atomo de hi-
drogénio, no estado fundamental, tem simetria esférica e é dada por

p7<7’) = — pa 67(274/a0) , (69)

onde ag é uma constante conhecida como raio de Bohr. Apesar do nome, ela nao representa
a dimensao de nenhum objeto ou corpo. Ela corresponde a uma escala e é dada pela
seguinte combinacao de constantes mais fundamentais

47T€0 h2
ag =

: (6.10)

me €2

sendo gy a permisividade do espacgo vazio, h a constante de Planck, e a carga do elétron
e m, a massa do elétron, cujos valores sao dados no apéndice A. Seu valor numérico é

ap = 0,529 x 107 m . (6.11)

A densidade de carga dada pela eq.(6.9) estd representada na fig.6.3.

-0.2
-0.4

p/p,

-0.6
-0.8

1.0 | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 6.3: Distribuicao da carga negativa do estado fundamental do a&tomo de hidrogénio
em funcao da distancia ao seu centro.

Assim, a mecanica quantica fornece a seguinte imagem da distribuicao de carga do
atomo de hidrogénio no estado fundamental: a carga positiva esta praticamente no centro
do 4tomo em uma regido de raio da ordem de 0,8 x 10~ m, tamanho aproximado do
proton. Em volta dele, ha uma distribuicao volumétrica de carga negativa com densidade
p, ha origem, que cai a zero exponencialmente com a distancia ao centro do atomo. Essa
imagem do atomo pode parecer surpreendente, pois sua carga nao esta confinada em uma
regiao finita, mas sim, distribuida no espaco. Como conciliar essa imagem com a ideia
que o atomo é um pedacinho de matéria, concentrada numa pequena regiao do espago? O
que acontece é que o atomo inteiro esta de fato distribuido por todo o espaco, entretanto,
uma fracao qualquer de sua carga negativa, 99% dela, por exemplo, estd concentrada em
uma regiao finita, de dimensoes pequenas. Essa regiao corresponde ao tamanho efetivo do
atomo. Para justificar estas afirmacoes, calculamos em seguida a constante py, impondo
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que a carga total seja —e e estimamos o raio da esfera que contém 99% da carga negativa
do atomo no estado fundamental.

e calculo da carga negativa total

A carga total do atomo ¢é dada pela soma das cargas concentradas nos seus diferentes
pontos. O valor de p, ¢é determinado lembrando que o calculo da carga total deve fornecer
o valor conhecido —e, a carga do elétron. A carga contida em um elemento de volume dV'
em coordenadas esféricas é dada por

dg- =p dV = —p, e~ 2r/a0) 12 gen O dr dO dob . (6.12)

Ja a carga total pode ser expressa como

00 ™ 2
d5 = — Po / dr r* 6(2T/“0)/ db sen@/ do . (6.13)
0 0 0

Os extremos das integrais sao tais que todos os pontos do espaco possam ser varridos. As
integracoes em ¢ e em 6 produzem, respectivamente, fatores 27 e 2. Assim

g = —4mpy / drr? e~ r/a0) (6.14)
0

O resultado da integragao em r, dado pela eq.(3) do apendice B, permite escrever

o0

2
gy = — 4w py e~ /a0 (—%) (r2 + rag + %) = —mpy ap. (6.15)
0
Impondo ¢, = — e, encontramos
e
b= —=. 6.16
Po 7Ta8 ( )

e esfera que contém 99% da carga negativa do atomo

No célculo da carga negativa total apresentado acima, a variavel r foi integrada de zero
a infinito, uma vez que desejdvamos varrer o espago inteiro. A carga contida no interior
de uma esfera de raio R é calculada de modo analogo, sendo que, agora, a variavel r
varia entre zero e R. Assim, essa carga é dada por

) R
¢ (R) = —d4mpy e @/ (—@) (r2 +rag+ @)

2 2

0

S R*+R +a—3 ~(2R/a0) (6.17)
= Po |7 5 a+ 5 )€ . )
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Usando as eqs.(6.16) e (6.17), obtemos

2R 2R?
q_(R) = —e€ |:1 - <1 + a_o + ?) 6_(2R/a0):| (618)
0

Essa expressao descreve a carga negativa contida no interior de uma esfera de raio R.
Ela ¢é igual a —e para R — oo e menor para outros valores de R, como esperamos
intuitivamente. Para termos uma ideia da distribuicao de carga no estado fundamental
do atomo de hidrogénio, tabelamos alguns valores do raio da esfera e da carga contida em
seu interior:

R ag 2ap 3ag 4ayg Bag 00
¢ (R) —0.323e | —0.762e | —0.972¢ | —0.986e¢ | —0.998 ¢ —e

Tabela 6.1: Quantidade de carga negativa na esfera de raio R no estado fundamental do
atomo de H.

Essa tabela nos permite ver, por exemplo, que apenas 32,3% da carga negativa do
atomo estd no interior de uma esfera de raio ag. Ja no interior de uma esfera de raio
3ag se encontra 97,2% da carga. A tabela mostra, também, que pouco mais de 1% da
carga negativa esta fora de uma esfera de raio 4ag. Assim, o tamanho efetivo do atomo é
dado por dimensdes da ordem de 4ag, ou seja, 2 x 107 m. O dtomo é, ao mesmo tempo,
infinito e muito pequeno! A razao |¢~(R)/e| em fungao de r é apresentada na fig.6.4.

T
1

0.8

0.6} ]

L

q/e

0.4+ .

0.2

0.0 ——m—— I
0 1 10
r(10 "m)

Figura 6.4: A fracao da carga negativa do atomo de hidrogénio em fungao da distancia

ao seu centro.

e 0 nucleo do ouro

As densidades de carga p(r) dos nicleos atémicos comegaram a ser determinadas com
precisao em experimentos realizados na primeira metade da década de 1950. Os resulta-
dos obtidos indicam que a forma da fungao p(r) depende do nimero de prétons. Para
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nicleos leves, com poucos prétons, essa densidade é mais granular e varia bastante de
um nucleo para o outro. Entretanto, a medida que o ntmero de protons vai aumen-
tando, o comportamento do sistema vai se tornando mais coletivo e comegam a aparecer

regularidades.

Os resultados das medidas experimentais para o nicleo do ouro (Au), que contém 79
prétons e no isétopo mais abundante, 118 néutrons' correspondem a uma densidade de

carga dada por

_ Po
p(?”) - 1 ‘l— €(T_R1/2)/a I (619)

sendo py = 0.67¢/fm? a = 0.535fm e Ri/y = 6.41fm. A forma dessa densidade ¢
mostrada na fig.6.5 e podemos observar que ela é praticamente constante e igual a p,
para distancias menores do que 5fm. A partir dai, a densidade comeca a diminuir, sendo
praticamente nula para r ~ 10 fm.

)

densidade p (e/fm°)
Nooa

Figura 6.5: Densidade de carga positiva do nicleo de ouro em fungao da distancia ao seu

centro.

Medidas efetuadas para outros nicleos grandes produzem resultados parecidos. Fo-
ram elas que permitiram a construcao da imagem moderna do nicleo atdémico, como
sendo constituido por um carogo de densidade constante e de uma regiao superficial, com
densidade variavel.

Como no caso do atomo de hidrogénio, podemos nos perguntar sobre o valor da carga
contida no interior de uma esfera de raio R. A funcéo ¢(R) é dada por

R s 27 po
R) = d db do r? Q| —"=
q(R) /0 7’/0 /0 ¢ rsen {1 _i_e(rRl/Q)/a}

7,2

R
= 47Tp0/0‘ drm (620)

1Os dados utilizados nesta secio foram adaptados e ligeiramente arredondados a partir dos fornecidos
em H. Schechter e C. A. Bertulani, Introdu¢do & Fisica Nuclear, ed. UFRJ, 2007.
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Nao existe solucao analitica para essa integral e, por isso, ela precisa ser efetuada nu-
mericamente. O resultado da integracao quando R — oo é igual a 79, consistentemente.
A fig.6.6 mostra a dependéncia em r da fungao 4wr?p(r), que resulta da integracio da
densidade de carga sobre as variaveis angulares. Ela pode ser entendida como a distri-
buicao radial de cargas deste ntcleo, tem um valor médximo em torno de 5,5 fm e indica
que praticamente toda a carga esta contida numa esfera de raio da ordem de 9 fm.

Do e o] N S N
£ |
B 1500 : ]
Q_ L
o0 /
= 1000 R
w -
500 | ]
0 / . .
0 2 4 6 8 10

r (fm)

Figura 6.6: Densidade de carga positiva do nicleo de ouro em funcao da distancia ao seu
centro.

e exercicios

1. Para a densidade de carga p dada no exemplo 2, represente por meio de desenhos,
como as cargas estao distribuidas nos planos xy, rz e yz.

2. Faga a andlise dimensional dos resultados dados pelas eqs.(6.3) e (6.7) e verifique se
eles estao corretos.

3. Represente, por meio de desenhos nos planos xy, xz e yz, como estao distribuidas as
cargas sobre um cilindro dielétrico de raio a e altura b, cuja densidade volumétrica de
cargas, descrita em coordenadas cilindricas, é p, sendo o uma constante positiva para os
casos

a) p=a(l—r/a)cos,

b)p=a(l—r/a)(l—r/b).

c¢) Determine a carga total das distribuigoes (a) e (b).

4. Uma esfera dielétrica oca de raio interno a e externo b esta carregada com densidade
volumétrica de cargas dada em coordenadas esféricas por p = asen  sen 2¢, sendo o uma
constante positiva.

a) Represente, por meio de desenhos nos planos xy, rz e yz, como estao distribuidas as
cargas no sistema.

b) Determine a carga total.

5. Faca um desenho da distribuigao de cargas no atomo de hidrogénio, de acordo com a
densidade da eq.(6.9).
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6. Faca dois graficos para o atomo de hidrogénio: um, da densidade de carga negativa
em funcao da distancia ao centro do dtomo e, outro, da carga contida no interior de uma
esfera de raio R. Interprete a diferenga entre os dois graficos.

7. Qual seria o tamanho do atomo de hidrogénio se a densidade de carga negativa fosse
constante e igual a pg em toda a sua extensao? Compare o resultado com o tamanho
efetivo do atomo.

8. Considere a densidade de cargas do nticleo de Au dado pela fig.6.5.

a) Determine o nimero de prétons contidos em uma esfera de raio 5 fm.

b) Supondo que o raio do préton seja r, = 0,8fm, qual é a porcentagem do volume da
regiao r < 5fm efetivamente ocupado pelos prétons?

c¢) Usando os resultados do item anterior, estime a distancia média entre dois prétons na
regiao r < 5fm.

e respostas

3.¢) (a) > q=0; (b) = q=2mba [1 2],

3 2b
ma(b3—a?
4. D) = o)

8. a) 35,08; b) 14 %; c) 2,46 fm.
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Capitulo 7

carga elétrica e campo de Coulomb

e a conservacgao e os dois tipos de carga

A carga elétrica é uma entidade fundamental do eletromagnetismo e, atualmente, varias
das suas propriedades sao bem conhecidas, especialmente a existéncia de dois tipos, cha-
mados de positivo e negativo, que explicam as forgas de atracao e de repulsao. A ideia
de carga elétrica e a compreensao das suas propriedades, da maneira que temos hoje, tém
uma longa histoéria, que comegou na Grécia antiga e foi retomada a partir do século 17.
De acordo com alguns autores, Tales de Mileto (624-546 a.C.) foi o primeiro a observar a
atracao de pedacinhos de palha por ambar! atritado. No entanto, o registro mais antigo
relativo a fendmenos de eletrizacao estd no Didlogo de Timeu de Platao (428-348 a.C.).

A primeira referéncia moderna a estudos metddicos de fenomenos eletrostaticos estd no
livto De Magnete, de 1600, escrito pelo médico inglés William Gilbert que mostra, expe-
rimentalmente, que varios outros materiais, além do ambar, atraem objetos leves quando
atritados. Um desenvolvimento importante ocorreu cerca de um século depois, em 1720,
quando Sthephen Gray, pesquisador inglés, ao estudar a eletrizacao por atrito, propoe
o conceito de virtude elétrica para explicar as propriedades de corpos eletrizados!!. Em
1735, o quimico francés Charles Dufay, em uma carta publicada na revista Philosophical
Transactions of the Royal Society, resume suas pesquisas e afirma que existem dois tipos
de eletricidades, que chama de vitrea e resinosa e, também, relata que eletricidades do
mesmo tipo se repelem e de tipos diferentes se atraem. Dez anos mais tarde, em 1745, o
pesquisador francés Jean-Antoine Nollet propoe que os fenomenos elétricos poderiam ser
explicados pelo movimento, em dire¢oes opostas, de duas corrente de um fluido elétrico
que estaria presente em todos os corpos!?.

Um passo importante na direcao do entendimento atual da carga elétrica é dado por

! Ambar é o nome dado a uma resina féssil proveniente de arvores, utilizada desde a antiguidade para
fazer objeto e ornamentos; em grego, o ambar amarelo é chamado de élektron.

81
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Benjamin Franklin (1706-1790), jornalista, politico e estudioso estadunidense, que defende
a existéncia de um unico tipo de fluido elétrico. Segundo ele, um corpo com excesso
deste fluido esta carregado positivamente e, um com falta dele, negativamente. KEssas
ideias de Franklin, registradas em cartas a outros cientistasl® | levam & explicacio para os
efeitos elétricos observados nos corpos atritados como excessos ou faltas desse fluido, o
que constitui um importante avanco no entendimento dos problemas de eletricidade.

A ideia de um tnico fluido foi importante por associar a existéncia de dois tipos de
carga a sua conservacao, sendo consistente com o fato empirico de que cargas de um tipo
tém a capacidade de anular ou neutralizar as de outro tipo. Por exemplo, na eletrizagao
por atrito, dois corpos neutros sao transformados em corpos eletricamente carregados, que
passam a poder causar e sentir forgas elétricas. Por outro lado, essa capacidade desaparece
quando esses dois corpos sao colocados em contato por algum tempo, pois a carga de um
anula a carga do outro e ambos retornam ao estado anterior a eletrizacao. O entendimento
deste problema sofre uma grande transformacao quando, poucos anos antes de 1900, o
fisico inges J.J. Thomson descobre experimentalmente o elétron, que porta carga negativa
e, a época, foi considerado surpreendentemente leve e pequeno. Com isso, a ideia de fluido
elétrico passa a ser substituida pela nocao de que os processos de eletrizagao sao devidos
a migracao de particulas com carga negativa, os elétrons, de um corpo para outro.

No eletromagnetismo atual, a lei da conservagao da carga elétrica é muito importante.
Ela afirma nao ser possivel a producao de uma certa quantidade de carga de um dado
sinal sem a producao simultanea de igual quantidade de carga de sinal oposto. Ou,
alternativamente, que a soma algébrica das quantidades de carga de um sistema fechado
é constante. Essa lei de conservagao representa uma das ideias mais fundamentais da
fisica contemporanea, presente tanto no eletromagnetismo classico, como nas suas versoes
quantica e relativistica. Até hoje, nunca foi observada uma violacao dessa lei.

A lei da conservacao da carga elétrica define a possibilidade ou impossibilidade de
ocorrerem os processos naturais. No estudo de particulas elemementares, a carga do
elétron costuma ser representada por —e, sendo e um nimero positivo, e as cargas das
demais particulas sao expressas em unidades de e. Deste modo, dizemos que elétrons,
(e7), pions negativos (7~ ) e antiprétons (p) tém carga —1 e, enquanto que pésitrons (e™),
pions positivos (71) e prétons (p) tém +1e. Assim, a carga de um nicleo atéomico com
Z prétons é +Z e. Existem também particulas neutras, tais como o féton (), o neutrino
(v), o néutron (n) e o pion neutro (7°).

Em principio, podemos considerar muitas reacoes envolvendo estas particulas, tais
como
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n—p+e +v (0= +1-1+0) permitida,
n—p+et (0—=4+1+1) proibida,
Yy+n—>m1 +p 0+0——-14+1) permitida,
YyH+p—=T +n 0+1— —-1+40) proibida,
Y+Z—Z +et +e 0+Z—-2Z+1-1) permitida,
et +em = v+ (+1—=1—=0+0) permitida.

As reagoes nas quais hé variacao da quantidade total de carga entre as situagoes inicial e
final sao proibidas e nunca foram observadas experimentalmente. De fato, nao se conhece
uma tunica evidéncia onde haja variacao da quantidade de cargas de um sistema fechado,
o que nos leva a pensar na lei da conservacao da carga como uma lei absoluta.

e a quantidade de carga elementar

Uma outra propriedade importante das cargas elétricas é a sua quantizacao. Até o
presente, nunca foi observado experimentalmente um corpo ou uma particula livre que
tivesse carga elétrica, em modulo, menor do que e. Somente conhecemos corpos cujas
cargas sao multiplos inteiros de e. Esses resultados experimentais sugerem que e ¢é a
menor quantidade de carga observavel e, por isso, é considerada como a quantidade de
carga elementar. Assim, a carga elétrica de um corpo qualquer nao pode ser infinitamente
pequena nem assumir valores arbitrarios. Ela somente pode ser igual a um niimero inteiro
de cargas elementares e. E isso que queremos expressar quando dizemos que a carga
elétrica é quantizada.

O carater discreto da carga fica mais evidente em sistemas envolvendo poucas cargas
elementares. E esse, por exemplo, o caso dos atomos, nos quais nucleos que diferem por
apenas uma unidade de carga, tais como os do nitrogénio e os do oxigénio, correspondem
a sistemas com propriedades muito diferentes.

Quando estudamos corpos macroscopicos, mesmo 0s pequenos como um grao de areia,
nos quais as menores dimensoes consideradas correspondem a milhares de diametros
atomicos e o nimero de particulas envolvidas é enorme, a natureza discreta da carga
elétrica, ainda que presente, é dificil de ser percebida diretamente. Neste caso as quanti-
dades de carga podem ser consideradas como sendo continuas. Entretanto, ainda assim, o
carater discreto da carga elétrica continua a se manifestar de forma sutil. Em particular,
a neutralidade da matéria macroscopica, constituida por quantidades enormes de prétons
positivos e elétrons negativos, decorre do fato de as cagas dessas particulas serem, em
modulo, ezatamente iguais a e.

A mencao frequente a carga do elétron torna razoavel perguntar se o elétron € a carga
negativa elementar ou se ele é apenas uma particula portadora dessa carga elementar. Dois
fatos sugerem que o segundo ponto de vista deve ser adotado. O primeiro é que existem
muitas outras particulas que tém carga elétrica igual, em mddulo, a do elétron, tais como
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o proton, o positron, o muon, os mésons pi carregados etc. O segundo, é que o elétron
carrega também outro tipo de carga, além da elétrica, conhecida como carga leptonica.
Por razoes como essas, o estudo das particulas elementares leva a ideia que o elétron é
apenas um dos possiveis portadores da carga elétrica elementar, nao se confundindo com
ela.

Finalmente, ressaltamos que o fato de nao terem sido observados objetos carregados
com fracgoes da carga do elétron nao quer dizer que estes nao possam existir. De fato,
as particulas chamadas quarks, com cargas e/3 e 2¢/3, foram introduzidas para explicar
algumas caracteristicas de grupos de particulas que sofrem interagoes fortes. O grande
sucesso dessa teoria fez com que a enorme maioria dos fisicos passasse a trabalhar com
ela atualmente. Embora haja evidéncia experimental da existéncia de quarks confinados
em sistemas, nunca foi observado um quark livre. Um dos maiores desafios da fisica de
particulas contemporanea consiste em explicar porque isso ocorre.

Um outro grande problema aberto na fisica atual é explicar a quantizacao da carga
elétrica. As propostas mais recentes sao baseadas em argumentos topoldgicos: as cargas
poderiam ser uma espécie de nés de campos, dai advindo a sua natureza discreta e enu-
meravel.

e cargas puntiformes

A ideia de carga puntiforme aparece com grande frequéncia no eletromagnetismo. E
bastante difundida a ideia de que carga puntiforme é uma carga existente em um corpo
cujas dimensoes sao muito menores do que as distancias entre ela e outros objetos carre-
gados. Ou, alternativamente, que uma carga puntiforme é uma carga que existe em um
corpo que, por estar longe de outros, parece ser muito pequeno. Este tipo de abordagem,
apesar de ser muito comum, nao corresponde a nogao presente na fisica contemporanea.

A nogao atual do adjetivo puntiforme aplicado a carga elétrica foi emprestada da
fisica de particulas e se aplica a um ente sem extensao nenhuma, ou seja, cuja dimensao
corresponde a de um ponto matematico. Como tais particulas nao tém tamanho, elas nao
podem ser constituidas por outras partes sendo, portanto, elementares. E por este motivo
que os conceitos de particula puntiforme e elementar sao considerados como equivalentes.
Exemplos de particulas puntiformes-elementares sao elétrons, neutrinos e quarks. Neste
texto, usamos o conceito de carga puntiforme da fisica contemporanea.

Se uma carga elétrica estiver localizada em um corpo que tem dimensoes pequenas
em comparagao a distancia que o separa de outros corpos carregados, seus efeitos sobre
eles se aproximam aos de uma carga puntiforme. Por exemplo, duas moedas carregadas
eletricamente podem ser consideradas aproximadamente como puntiformes se a distancia
entre elas for da ordem de 1 metro, mas a qualidade da aproximacao piora se elas estive-
rem separadas por distancias da ordem de poucos centimetros. Em experimentos, o uso
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de corpos pequenos como portadores de cargas é conveniente porque isso permite que as
posicoes dessas cargas elétricas possam ser conhecidas com boa precisao.

e a eletrostatica

Os efeitos fisicos causados por cargas paradas ou em movimento em um dado refe-
rencial apresentam diferencas, que sao tanto mais importantes quanto maiores forem as
velocidades envolvidas. O comportamento de cargas restritas a condigao de repouso é
estudado no ambito de uma teoria particular, a eletrostdtica, englobada na teoria mais
geral do eletromagnetismo. Por ser mais simples e por si s6 interessante, ela costuma ser
tratada como introducao ao eletromagnetismo.

Na pratica, a condigao de repouso das cargas somente é rigorosamente satisfeita em al-
gumas poucas situagoes, normalmente em experimentos realizados em laboratério. Mesmo
assim a eletrostatica é muito importante, porque permite-nos compreender as carac-
teristicas principais de muitos fenomenos fisicos. Como exemplo podemos citar o estudo
do atomo de hidrogénio, formado por um elétron que se move em torno de um proton.
No atomo, o elétron estd em movimento e, por isso, a sua interacao com o préton nao é
rigorosamente eletrostatica. Entretanto, esse movimento é relativamente lento, e o pro-
blema pode ser tratado como sendo aproximadamente eletrostatico.

e a lei de Coulomb

Na eletrostatica, a lei de Coulomb, que descreve as forcas entre duas cargas elétricas
puntiformes e em repouso, € muito importante. A intensidade das forcas entre essas cargas
depende da distancia entre elas. Na segunda metade do século 18, muitos cientistas
procuraram medir a forga entre duas cargas elétricas. A expressao matematica para a
forca eletrostatica foi proposta, na década de 1780, por Charles Coulomb, fisico franceés,
a partir de experimentos por ele realizados. Tal expressao nao envolvia a carga elétrica
como a concebemos hoje, mas a quantidade de fluido elétrico contida em cada corpo. A
lei de Coulomb, como enunciada hoje, ¢ uma reinterpretagao da sua versao original.

Quando duas cargas puntiformes no vacuo sao colocadas proximas uma da outra, ocorre
uma interacao entre elas. Como o prefixo inter- indica, entre outras coisas, reciprocidade,
a palavra interacao designa uma acao mutua e reciproca.

No caso de duas cargas ¢; e ¢ no vacuo, puntiformes e em repouso, a interacao
eletrostatica se manifesta na forma de duas forcas, cada uma delas agindo sobre uma das
cargas, como mostra a fig.7.1. A carga ¢; sofre a forca devida a ¢, a carga ¢o sofre
a forca devida a ¢;. Estas forcas satisfazem a igualdade entre acao e reacao, de acordo
com a terceira lei da dinamica de Newton. Segundo a lei de Coulomb, essas forgas, tém
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Figura 7.1: Forcas representando a interagao entre duas cargas puntiformes em repouso:
(a) de mesmo sinal; (b) de sinais opostos.

as seguintes caracteristicas:
pontos de aplicagao: estas forcas estao aplicadas, respectivamente, em ¢, e ¢;
direcao das forgas: a da reta que une as cargas;

sentidos das forcas: repulsao para cargas de mesmo sinal e atracao para cargas de
sinais opostos;

modulo das forgas: chamando este médulo de F' e, de r a distancia entre as cargas,
temos

1
F=k |qgl 2 (7.1)

onde k£ é uma constante, que discutimos adiante.

Essas propriedades das forcas de interagao entre duas cargas representam o contetido
fisico da lei de Coulomb. Como toda lei fisica, ela corresponde a uma determinada des-
cricao da natureza, a um modo de ver o mundo. Para compreender melhor qual é a imagem
da natureza implicita na lei de Coulomb, notamos que a carga elétrica ¢ é uma grandeza
escalar, ou seja, que nao tem propriedades tais como direcao e sentido. Além disso, o
espaco onde as cargas estao localizadas é equivalente em todas as direcoes. Quando duas
cargas estao dispostas como na fig.7.1, a reta que as une é um eixo de simetria. Por isso
a direcao da forca entre as cargas tem necessariamente que ser a desse eixo.

Para justificar esta afirmacao, notamos que a fig.7.1, nas duas situagoes consideradas,
envolve cargas, que sao objetos fisicos, juntamente com sistemas de referéncia e vetores
posicao, que sao instrumentos matematicos construidos para auxiliar o nosso pensamento.
Estes ultimos nao podem influenciar as caracteristicas das forgas, que também sao enti-
dades fisicas. Quando pensamos apenas em cargas, o sistema formado por duas delas tém
simetria cilindrica, em torno do eixo que passa por elas. Como as cargas sao grandezas
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escalares, que nao possuem direcoes, se girarmos o sistema em torno deste eixo, nada
pode mudar. Por isso, a unica possibilidade para as forcas é que elas estejam orientadas
ao longo deste eixo de simetria.

O sentido da forga eletrostatica é um resultado empirico, o mesmo acontecendo com a
dependéncia da distancia relativa. Uma interpretagao interessante desta ultima é feita ao
estudarmos a lei de Gauss elétrica, que é uma das quatro leis fundamentais do eletromag-
netismo. Outra propriedade importante da lei de Coulomb é que as forcas de interacao
dependem linearmente das cargas: se uma das cargas muda, os modulos das forgas variam
proporcionalmente.

e universos hipotéticos

Um exercicio muito interessante que pode ser feito com uma lei fisica e que nos permite
compreender melhor a descricao da natureza contida nela, consiste em explorar o seu
contetdo negativo, ou seja, tentar compreender o que ela afirma que o mundo ndo é. No
caso da lei de Coulomb, podemos especular a respeito de universos hipotéticos, em que
as forgas entre cargas elétricas fossem diferentes das do nosso universo.

Em um universo hipotético poderia acontecer, por exemplo, que as cargas elétricas de
sinais opostos se atraissem para separacoes maiores que uma certa distancia e se repelissem
para separagoes menores que essa distancia. Ja a lei de Coulomb, que descreve o nosso
universo, diz que isso nao acontece; se as cargas se atraem a distancias grandes, elas
também o fazem a distancias pequenas. A forca nao muda de sentido quando variamos a
distancia entre as cargas.

A lei de Coulomb afirma ainda que a forca eletrostatica diminui com a distancia, pro-
porcionalmente a 1/72. Num universo hipotético, por outro lado, poderia acontecer que a
forga diminuisse com a distancia, proporcionalmente a 1/r ou 1/r3. Podemos, também,
imaginar algo ainda mais exdtico, como um universo em que as forcas de interagao au-
mentassem com a distancia. Nestes universos, atomos e moléculas seriam muito diferentes
dos do nosso mundo.

e as unidades de carga e a intensidade da forca elétrica

Para podermos operar com a lei de Coulomb ¢ preciso definir quantidade de carga de
forma mensurdvel. No Sistema Internacional (SI), que adotamos, a unidade de carga, é
o coulomb, cujo simbolo é C. Ela é definida a partir da unidade de corrente elétrica, o
ampére, representada por A, como sendo a quantidade de carga que atravessa, durante 1
segundo, a secao transversal de um fio percorrido por uma corrente elétrica de intensidade
constante e igual a 1 ampere. O ampere, por sua vez, € definido a partir da forca entre
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dois condutores percorridos por correntes elétricas.

Usando esta definigdo na eq.(7.1) e expressando os valores das duas cargas ¢; e ga em
coulombs, distancia r em metros e o médulo da forca F' em newtons, a constante k da
eq.(7.1) vale k = 8.987552 x 10°N m?/C?. No SI, a constante k é sempre colocada na
forma

1
k=

dmey

(7.2)

A constante ¢y é chamada de permissividade do vdcuo e seu valor é eg = 8,854 188 x
107'2C?/(Nm?) . A conveniéncia de definir a constante com o fator 47 fica clara mais
adiante.
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Figura 7.2: A forga elétrica F' entre duas cargas de 1 C, a 1 m de distancia uma da outra,
sustenta uma caixa com 900 mil toneladas de agua.

Um coulomb é uma quantidade de carga bastante grande, nao sendo, em geral, obser-
vada em experimentos de eletrostatica. Para termos ideia de quao grande essa quantidade
é, estimamos a forca entre duas cargas, de 1 C cada, separadas por uma distancia de 1
m. A lei de Coulomb nos diz que, neste caso, o médulo da forca vale

1
F=4% > _9510°N.
dmrey 12

Este resultado representa uma forca enorme. Por exemplo, corresponde aproximadamente
ao peso de uma massa de 900 mil toneladas. Essa é a massa de agua que caberia em um
paralelepipedo de lados 90 m x 100 m x 100 m, como indica esquematicamente a fig.7.2.

e a ideia de campo
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O conceito de campo é um dos pilares da fisica atual e, no eletromagnetismo, os campos
elétrico e magnético tém papel fundamental. No caso de cargas em repouso, existem
apenas campos eletrostaticos, diretamente relacionados a lei de Coulomb.

No caso de um sistema formado apenas por duas cargas puntiformes ¢; e ¢, esta lei
especifica tanto a forca que ¢; exerce sobre ¢go como a forca a que ¢q; estd sujeita devido
a ¢o. Essas forcas tém modulos e direcoes iguais e sentidos opostos. Deste modo, a lei
de Coulomb afirma que cada uma das cargas, ao mesmo tempo, exerce uma forca sobre a
outra e sente uma forga causada pela outra.

No caso de duas cargas ¢; e ¢, de mesmo sinal e localizadas respectivamente nos
pontos P; e Py, como representa a fig.7.3, a forca F, é exercida pela carga ¢ e sentida
pela carga ¢, enquanto que a forca ﬁg é sentida pela carga ¢, e causada pela carga q.
Pela lei da acdo e reacio, |Fy| = |Fbl.

%o}v
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Figura 7.3: Interacao eletrostatica entre cargas de mesmo sinal.

O que acontece quando a carga ¢y ¢ substituida por uma carga ¢, = 2¢,7 A lei
de Coulomb afirma que as novas forcas ﬁ{ e F;’ tém diregoes e sentidos idénticos aos
anteriores, mas seus médulos dobram. A interpretacao fisica deste resultado é bastante
interessante. A carga q;, apesar de nao ter sido alterada, passa a sofrer a forca Fr, que
¢ duas vezes mais intensa que ﬁl, porque a fonte desta forga tornou-se duas vezes mais
intensa. Em outras palavras, a nova carga situada em Py tem uma capacidade duas vezes
maior de exercer forcas que a anterior. Por outro lado, ao considerarmos a forga ﬁé agindo
sobre g5, vemos que ela dobra porque essa carga passa a ter uma capacidade duas vezes
maior que ¢o para sentir a forca causada por ¢;. Assim, vemos que o aumento da carga
no ponto Ps corresponde tanto a um aumento da sua capacidade de gerar forga no ponto
Py, como a um aumento da sua capacidade de sentir forga no proprio ponto Py. Essa
caracteristica que as cargas elétricas tém de simultaneamente gerarem e sentirem forgas
elétricas é um dos seus aspectos fundamentais.

O conceito de campo elétrico explora essa dupla caracteristica da carga. Ele permite
escrever a forca de Coulomb agindo na carga localizada em um certo ponto como o produto
de dois fatores: um, representando a propriedade que a carga naquele ponto tem de sentir
forca elétrica e o outro, representando a propriedade que a outra carga tem de gerar forca
elétrica naquela carga.
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Na situacao da fig.7.3 vimos que, ao dobrarmos a carga no ponto Py, o mdédulo da
forca agindo nela também dobra. Podemos descrever este fato escrevendo

Fy = [go] x l n (7.3)

— 7
drey 12 1 ’
onde 7 é o versor na direcao da reta que une as cargas, no sentido de P; para P,. A
grandeza
= a1 .
E1 = ") T
dmeg 1

(7.4)

representa a capacidade que a carga ¢; tem de gerar a forga elétrica Fy sobre a carga o,
colocada no ponto Py. Esse vetor E; é o campo elétrico da carga ;.

Para ilustrar o significado fisico do campo elétrico, comparamos trés cenarios diferen-
tes:
1. Inicialmente, consideramos uma regiao onde existe apenas o espaco vazio, sem ne-
nhuma carga elétrica.
2. Em seguida, uma carga ¢; € colocada em um ponto P; dessa regiao e, agora, o seu
campo elétrico E; preenche todo o espago, independente de existirem ou nao outras cargas
por perto.
3. Finalmente, uma carga ¢, ¢ colocada em um ponto Py, onde ja existe o campo El
da carga ¢;. Como a carga ¢, tem a capacidade de sentir forcas elétricas, quando ela é
colocada em P, , aparece sobre ela uma forca.

e 0 campo coulombiano

Costuma-se chamar de campo coulombiano o campo elétrico associado a uma carga
puntiforme e em repouso, ja que as suas caracteristicas podem ser obtidas a partir da lei
de Coulomb. Uma carga puntiforme ¢, fixa em um ponto caracterizado pelo vetor 77,
tem uma aura eletrostatica que preenche todo o espaco ao seu redor, representada pelo
seu campo E. Em um particular ponto P, caracterizado pelo vetor ©p, o campo é um
vetor, mostrado na fig.7.4, que tem as seguintes caracteristicas:
fonte de E : carga q;
ponto de aplicagao de E: ponto P;
direcao de E: ada reta que une o ponto onde estd a carga ao ponto P, onde se observa
o campo, que é paralela ao vetor (7p — 7) ;

sentido de E: apontando para a carga se ela for negativa ou no sentido oposto, se ela
for positiva;
médulo de E: é dado pela expressao

q 1
47T60 |’I?p —’I?q|2 '

|E] =
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Na caracterizacao do campo elétrico, o vetor 7p — 7, representa a posi¢ao do ponto P
a partir da posicao da carga ¢q. Notando que o versor associado a este vetor é dado por
(Tp—7y)/|7p—7,|, podemos sintetizar as trés ultimas propriedades do campo E escrevendo

—’—») _ q 1 (FP—FQ): q (FP—Fq)
dmey |Tp — Tyl? |Fp — Ty 4mey |[Fp— Ty

(7.6)

Figura 7.4: Campo elétrico E em 7p devido a uma carga puntiforme positiva g em 77,

e linhas de campo

Em muitas situagoes, é conveniente empregar representacoes visuais qualitativas para
descrever configuragoes de campos em problemas fisicos. Uma representagao muito ttil
¢ a baseada em linhas de campo, na qual o campo elétrico é representado por linhas
tangentes a ele em cada ponto, complementadas por flechas, que indicam o seu sentido.
As linhas de campo elétrico de uma carga puntiforme positiva divergem a partir do ponto
onde a carga estd e as de uma carga negativa convergem para a posicao da carga. A
fig.7.5 mostra linhas de campo de uma carga puntiforme positiva e de uma negativa, em
repouso. Embora na figura haja espago vazio entre as linhas, hd campo elétrico em todos
os pontos em volta da carga. O campo de uma carga puntiforme tem simetria esférica e
na figura estdo desenhadas apenas as linhas contidas no plano desta pagina. Além disso,
as linhas nao terminam no espaco vazio, mas se prolongam até o infinito. A intensidade
do campo ¢é indicada pela densidade de linhas: onde o campo é mais intenso, as linhas
sao mais préximas. Assim, em pontos distantes da carga, as linhas estao mais afastadas
umas das outras, o que indica uma intensidade de campo menor.

e 0 campo eletrostatico, o espaco e o tempo

O campo elétrico é um conceito muito importante na fisica atual e aqui enfatizamos
alguns dos seus aspectos, ja discutidos na aula 2. No caso eletrostatico, o campo corres-
ponde a uma aura existente em torno da carga, que representa a sua zona de influéncia
eletrostatica. Por estarmos tratando apenas de cargas imdveis, estas auras permanecem
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Figura 7.5: Linhas de campo elétrico de cargas puntiformes (a) positiva e (b) negativa,
em repouso.

sempre iguais. Como estamos empregando a palavra espago com o significado de um palco
formado por pontos, que existe independentemente da matéria, nao é apropriado afirmar
que uma carga elétrica modifica o espaco. Ela e o seu campo apenas existem no palco,
sem modifica-lo.

Uma segunda questao, semantica, diz respeito ao uso da palavra criar para descrever
a relagao entre uma carga e o seu campo. A palavra criar pressupoe que o criador existe
antes da criatura. Por isso, quando se diz que uma carga cria um campo, pode-se estar
sugerindo que a carga existe antes do seu campo. Entretanto, esta imagem nao é correta,
ja que uma carga e seu campo sempre existem simultaneamente, sao indissociaveis e uma
entidade nao pode preceder a outra. O mais correto é falarmos no campo associado a
carga ou no campo da carga. Esta interpretagao é refor¢ada pelo fato de a expressao (7.6)
para o campo coulombiano nao envolver o tempo, o que impede a interpretacao incorreta
que o campo emana da carga. Entretanto, o uso da palavra criar para descrever a relagao
entre carga e campo ¢ bastante difundida na literatura e, por isso, nés também a empre-
gamos de vez em quando.

e fisica e matematica

A matematica é a linguagem da fisica... Mas a relacao entre ambas nao é simples.
Na quase totalidade dos problemas, a matematica guia e conduz o nosso pensamento em
direcao ao entendimento do mundo natural. Entretanto, quando obtido, este entendi-
mento inclui muitos outros elementos que nao sao de natureza puramente matematica.

Retomemos, por exemplo, as eqgs.(7.3) e (7.4), que descrevem a forca que a carga ¢, da
fig.7.3 sofre, devido a presenca da carga ¢;. A equacao da forga pode ser escrita de duas
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maneiras alternativas

= G1q2 1
Fy, = — 7.7
2 ey 12 " (7.7)
aq 1
= — ) 7.8
o x [ 5 7] 75)

Do ponto de vista matematico estas duas formas sao totalmente equivalentes. Entretanto,
isso nao acontece com os seus conteidos ontoldgicos pois, na primeira, as duas cargas sao
tratadas de modo simétrico enquanto que a segunda sugere que cada uma delas desem-
penha um papel diferente e, deste modo, induz uma interpretagao fisica.

A equacao para o campo também pode ser escrita de modos matematicamente equiva-
lentes, como

o F
E, = 2, (7.9)
q2
g 1
= 47T€0 ﬁ?”. (710)

O primeiro modo sugere que o campo é uma entidade que depende da forca, enquanto
que, no segundo, o campo ¢ tratado de forma autonoma e independente. No passado, o
campo elétrico costumava ser ensinado com base na eq.(7.9), onde a carga ¢y deveria ser
muito pequena e era chamada de carga de prova. A razao é que a forga era considerada
uma grandeza mais mensuravel do que o campo, mas esta ideia é fragil pois, se a carga
é mensuravel, o campo também o é. Com o passar do tempo, esta visao foi superada
por outra, baseada na eq.(7.10), na qual o campo é tratado como entidade auténoma,
que existe de forma independente. Esta mudanca de visao de mundo foi motivada tanto
pelo estudo de ondas eletromagnéticas como por desenvolvimentos tedricos associados a
teoria quantica de campos. Neste curso, os campos, sejam eles elétricos ou magnéticos,
sao tratados como entidades autonomas.
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tions on Electricity, publicado em 1751. FALTA COMPLETAR

e exercicios

1. Identifique quais das reacoes abaixo sao proibidas pelo principio de conservagao da
carga elétrica.

a)p—on+tet+uv,
b)p+e = p+n+v,

c) et +e” —>fy—|—p+p,
)7t +p—7t+7°

e) m —|—p—>7r+—|—7rf+n.

2. Como seria uma experiéncia de indugao eletrostatica em um universo em que a forga
entre cargas aumentasse com a distancia relativa?

3. Considere um universo hipotético em que cargas elétricas de sinais opostos se atraem
para separacoes maiores que a distancia D e se repelem para separagoes menores que D.
Descreva o movimento de duas cargas de sinais opostos, abandonadas em repouso neste
universo hipotético, a uma distancia de separacao d > D.

4. Considere duas esferas idénticas, de raio R, cada uma delas contendo uma carga pun-
tiforme ¢ em algum ponto do seu interior. Usando a lei de Coulomb, calcule a incerteza
no modulo da forca F' entre as esferas quando os seus centros estao separados por uma
distancia d. Mostre que as esferas se comportam como cargas puntiformes quando d é
muito maior que R.

5. Um nucleo de hélio tem dois néutrons e dois prétons. Os protons se repelem ele-
trostaticamente, fazendo com que o nucleo tenda a explodir. A atracao gravitacional,
por outro lado, tende a manter as particulas juntas. E possivel atribuir a estabilidade
do ntcleo a atracao gravitacional? A lei de gravitagao de Newton afirma que a inten-
sidade da forca de interacao entre duas massas m; e msy, separadas pela distancia d, é
dada por Fyy = Gmymy/d*, onde G = 6,67 x 107 Nm?/kg?. A massa do préton é
m, = 1,67 x 1072"kg e sua carga é e =1,6 x 1079 C.

6. Sao dadas duas cargas negativas ¢q; e ¢, localizadas respectivamente nos pontos des-
critos por vetores 7 e 7. Escreva a expressao do campo elétrico Fy da carga g no
ponto 7. Usando esse campo, mostre que a carga ¢o repele a carga ¢.

e respostas

1. proibidos: b), d) .

2 1
4. o (R+2d)2 < F < 15 e
5. Nao, pois Fy ~ 1,2 x 10! Fpy.
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6. O campo Fy = 4;{260 ﬁ aponta para a carga ¢o; a forca que age sobre ¢; é F} =

a1 E, , antiparalela a F5 e, portanto, corresponde a uma repulsao.
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Capitulo 8

campo de Coulomb:
principio da superposicao

e principio da superposicao

Uma carga puntiforme ¢, em repouso em um ponto 7, cria um campo elétrico que,
observado em um ponto P determinado pelo vetor 7p, é dado por

= @ (Tp— Fl)

E(rp) = 1 S - (8.1)
€N ’T p—7T 1‘

Se, na mesma regiao do espaco houver uma segunda carga ¢q, localizada em 75, 0 campo

resultante no ponto P é dado pela soma vetorial das contribui¢oes das duas cargas e escrito

como

= = _ 4 (rp —71) @ (Fp —T2)
47?60 "I?p—’l?1|3 47T€() |7?p—7?2|3 ’

(8.2)

Esta expressao, apesar de simples, tem uma caracteristica muito importante, a de que o
campo de uma carga nao se altera em presenca de outra. Que a natureza seja assim nao é
6bvio e o contrario poderia acontecer. A independéncia dos campos nesta expressao fica
evidente se notarmos que El nao se altera se o valor de ¢y for aumentado ou diminuido.

De modo geral, quando em uma regiao do espaco hé varias cargas, o campo elétrico

resultante em um ponto P é dado pela soma vetorial dos campos de cada uma das cargas.
Se houver N cargas ¢;, cada uma delas na posicao 7, o campo elétrico resulatnte E(7p)

97
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é dado por

B =Y By =Y 2 e = 75) (8.3)

1 4:71'60 |’Fp — Fjlg

Jj=1

Assim, no contexto do eletromagnetismo cldssico, as cargas interagem, mas os campos
nao. O campo de uma carga nao se altera na presenca de outras. Os campos das varias
cargas apenas se superpoem. Esta nocao constitui o principio da superposi¢ao, expresso
matematicamente pela eq.(8.3).

O principio da superposi¢ao é muito importante no eletromagnetismo. Do ponto de
vista matematico, ele decorre do fato de que a expressao do campo de uma carga punti-
forme ¢é linear em ¢. Para perceber isto, imaginemos qua a carga g» na eq.(8.2) também
esteja localizada no ponto 7. Neste caso, podemos escrever

B(ip) = -0 (7p — 71) L @ (Fp—7) _ (@ +q) (Fp—71) . (8.4)

N 47T€0 |7_"p—7?1|3 47T€0 |7?p—7?1|3 47T€0 |FP—F1|3

Ou seja, a soma dos campos € igual ao campo produzido pela soma das cargas. Resultados
deste tipo sé valem se o campo depender linearmente da carga.

e campos e forgas

A forma geral do campo de uma carga puntiforme, dada pela eq.(8.1), foi obtida a
partir da lei de Coulomb, o que indica que forcas e campos sao entidades relacionadas.
Quando varias cargas ¢ - - - ¢y coexistem em uma regiao do espaco, o campo resultante
que elas produzem em um ponto P qualquer é dado pela soma vetorial das contribuicoes
individuais, como indica a eq.(8.3). Se colocarmos uma nova carga ¢ neste ponto P, ela
passa a sofrer uma forga resultante F , dada por

Jj=1 Jj=1

sendo ]% a forca que a carga ¢; exerce sobre ¢. Assim, a eq.(8.3) indica que a forga
resultante que atua sobre a carga ¢ é a soma vetorial das forgas entre cada carga g; e ela.
Cada par interage como se nao hovesse outras cargas na regiao. A forga entre duas cargas
nao ¢ alterada pela presenca de uma terceira carga. Este é o contetido do principio da
superposicao.

Embora a lei de Coulomb seja valida apenas para cargas em repouso, o principio da
superposicao vale também para os campos produzidos por cargas em movimento. O
resultado (8.5), apresentado aqui no contexto particular da eletrostatica, é parte de um
outro, muito geral e importante. Quando uma carga ¢, nao importa se em repouso ou em
movimento, estd em um ponto P, a forca elétrica que age sobre ela é dada por

—

F=qE. (8.6)
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onde F é o campo elétrico naquele ponto, que pode ser devido a superposicao das contri-
buigoes tanto de cargas em repouso como de cargas com velocidades e aceleragoes.

e exemplo 1: dipolo elétrico

Um dipolo elétrico é um sitema formado por duas cargas de sinais opostos e iguais
em moédulo. Considere o dipolo elétrico formado pelas cargas puntiformes ¢ = +q e
g2 = —q, em repouso, respectivamente, nas posicoes +(d/2) ke —(d/2) k, como mostra a
fig.8.1. Desejamos calcular a expressao do campo elétrico E , criado por este sistema, em
todo o espaco.

b ¥

v

Figura 8.1: Dipolo elétrico.

O campo elétrico E (p) do dipolo, em um ponto P representado pelo vetor 7p é dado,
de acordo com o principio da superposicao, pela soma vetorial dos campos criados em
7p pelas cargas ¢; e ¢o, representados respectivamente por Ei(7p) e Eo(7p). Usando a

expressao (8.1) para o campo de uma carga puntiforme, com 7 = cf/Q e Ty = —cf/2, com
d = d k, escrevemos
E(ip) = Ey(7p) + Ea(7p) (8.7)
sendo
) . (Fr—dp2) . . (Fe+dr2)
El(Fp) = 1 3 e EQ(’FP) = — 4 3 - (88)
méo ‘Fp—d/z‘ T€o Fp+d/2‘
Escrevendo o vetor 7p em coordenadas cartesianas,
Fp=Xi1+Yj+Zk, (8.9)
obtemos
d d 1’ ’
Fp—§:Xz+Yj+(Z—§)k—> p — :X2+Y2+(Z——> (8.10)
d 7’ >
Fp+§:Xz+Yj+<Z+—>k—> Pp+ = :X2+Y2+(Z+—) -(8.11)
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Em funcao das coordenadas X,Y, Z, o campo elétrico pode ser escrito como

= q
E(rp) = 4meq

Xi+Yj+(Z-d/2)k  Xi+Yj+(Z+d/2k (8.12)
(X2 4 Y24 (Z—d/2)2° [X24Y24(Z+d/2)2*"

O contetdo deste resultado fica mais claro se o expressarmos em coordenadas cilindricas,
usand 7= X 7+ Y j. Neste caso, temos

N
E(TP) [7’2+(Z—d/2>2]3/2 [7’2+<Z+d/2)2]3/2

= 8.13
47’[‘60 ( )

7+ (Z—d)2)k fuwz+wmk]

Como esperado, este campo tem simetria axial e nao depende do angulo azimutal 6.

Esta expressao, que descreve o campo elétrico do dipolo em um ponto genérico do
espaco, torna-se mais simples em situagoes particulares. Por exemplo, sobre o plano xy a
coordenada Z se anula e o campo resultante é dado por

- q dk
E(r,Z=0)=— 372
Ameo [r2? + d2/4]

(8.14)

e, em qualquer ponto, é antiparalelo ao eixo z.

Uma outra situacao simples é a do campo sobre o eixo de simetria, onde 7= 0. Neste
caso, temos

. g [(Z-d)2) (Z+d/2)]
E(r=0,7)= Amey ||Z—d/2P  |Z+d/2)?

(8.15)

Nos pontos Z = +d/2, o valor de E diverge, pois eles estao sobre as cargas. Para
interpretar o campo nos demais pontos, é preciso tomar cuidado em garantir que os
denominadores sejam sempre positivos. Fazendo isso, obtemos

- q 27d ~
Z > df2 E= 1
> df - dmey (22 —d2jap " (8.16)
4 ¢ 2(Z2%+d2/4) -
0> 7>-d2 —» E=- 1
dj2>27>—-d/2 — Tney (22— @)1 k (8.17)
; °27d -
—dj2> 7 — B=--1 (8.18)

ey (22 —d2j4)?
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e exemplo 2: duas cargas de mesmo sinal

A expressao do campo produzido no ponto P por duas cargas ¢1 = g2 = ¢, sejam elas
positivas ou negativas, situadas nos pontos 7, = (d/2) k e 7, = —(d/2) k, pode ser obtida
invertendo o sinal do segundo termo da eq.(8.13). Assim,

i) = 1 P4 (Z—d/2)k P+ (Z+d/2)k

— 4d7eq 2+ (Z — d/2)2]3/2 "+ (2 + d/2)2]3/2 (8.19)

As caracteristicas deste campo sao bastante diferentes das do dipolo. Por exemplo, no
pleno zy, onde Z = 0, ele reduz-se a
— q 27
E(r,Z=0)=
( ) 47T€(] [7"2+d2/4]3/2

(8.20)

e aponta na direcao radial. Na fig.8.2, mostramos as linhas dos campos resultantes no
caso de um dipolo e de duas cargas positivas, juntamente com as contribuicoes individuais.
Nesta figura, é importante notar que, em conformidade com o principio da superposicao,
as linhas de campo de cada uma das cargas permanecem retilineas e inalteradas pela
presenca da outra. Ja as linhas curvas representam os campos resultantes, dados pelas
somas vetoriais das contribuigoes individuais. Seria incorreto, portanto, interpretar estas
figuras como indicando que uma carga pode deformar a linha de campo da outra.

Figura 8.2: Campos de duas cargas.
e distribuicoes continuas

Existem muitos sistemas, tais como os fios, placas ou esferas, discutidos nas aulas 5
e 6, nos quais cargas estao distribuidas em corpos extensos. Estes sistemas carregados
produzem campos elétricos que podem causar efeitos fisicos a sua volta. As expressoes
que descrevem estes campos podem ser determinadas usando o resultado (8.1), que s6 é
valido para cargas puntiformes, por meio de uma estratégia mateméatica. Inicialmente,
dividimos a distribuicao de cargas em elementos dq, escrevendo dg = \dl, ou dg = odS
ou dqg = pdV, se ela tiver uma ou duas ou trés dimensoes. Em seguida, pensamos
neste pedacinho de carga como sendo aproximadamente puntiforme e escrevemos sua
contribuicao dE ao campo no ponto de observacao P como
i) = 40 TP =) (8.21)

Amey |rp — 13

E importante notar que, nesta expressao, o fator que representa a quantidade de carga
é representado por dq(7,) e inclui uma dependéncia em 77, ja que a densidade de carga
pode variar de um ponto a outro do corpo.
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O campo resultante no ponto P é obtido pela soma das contribuicoes individuais e,
formalmente, escrevemos

E(7p) = / dE . (8.22)
corpo

Este procedimento é empregado nos exemplos apresentados a seguir.
e exemplo 3: fio uniformemente carregado

Um fio retilineo, de comprimento L, carregado com uma densidade linear de carga A,
constante e positiva, estd disposto ao longo do eixo z, como mostra a fig.8.3. Desejamos
calcular o campo elétrico produzido por esta distribuigdo, em um ponto P= (X,Y, 7),
genérico e fora do fio.

z
+Lf2--
\?P(a, b, c)
>
N
A e AT
-L/2 -

Figura 8.3: Fio retilineo de comprimento L.

Como o sitema é unidimensional, inicialmente dividimos o fio em pequenos trechos de
comprimento dz, e cada trecho do fio tem carga

dqg = M\dz (8.23)

que pode ser considerada puntiforme. A posigao 7, do ponto onde se localiza este elemento
de carga e o ponto 7p onde se deseja calcular o campo sao dados por

7=zk, (8.24)

Fp=Xi+Yj+Zk. (8.25)

Assim, o elemento de campo elétrico dE gerado pela carga dq é dado pelo vetor

Nz [Xi4Y]+(Z—2)k]

dE = .
dmey (X2 + Y2+ (Z — 2)%)3/2

(8.26)

O fator /X2+4 Y2+ (Z — z)? representa a distancia do ponto z, onde estd o elemento
de carga dgq, ao ponto P, onde se observa o campo. Ela depende de z porque a carga
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esta distribuida ao longo do fio e, portanto, os diversos elementos da carga dq estao a
diferentes distancias do ponto P. Para calcular o campo total em P, usamos o principio
da superposicao, somando as contribuicoes de cada pedacinho do fio, escrevendo

FE = dz

: 8.27
L Ame [X2HY2+(Z - 2)2P2 (8.27)

. /W A [Xi+ Y+ (Z - 2)k]

Para considerar todas as contribuicoes, a integragao ¢é feita no intervalo —(L/2) < z <
(L/2). Esta equagdo tem a estrutura

E=E,i+E,j+E.k (8.28)

e corresponde a trés equacoes escalares

L/Qd )\ X
E, = : 8.29
/L/2 Z47reo (X2 + Y2+ (Z — 2)?)3/2 ( )

L2y .
E, = d |
! /L/2 * dreg (X2 + Y2+ (Z —2)2PP/2° (8.30)
L2y 7 )
Bl : 8.31
/—L/z “dme, [XPAY?+ (Z— 2P (8.31)

O célculo dessas integrais fornece o campo em coordenadas cartesianas. Entretanto,
devido a simetria axial do problema, convém utilizar coordenadas cilindricas, onde a
coordeada radial é definida pela relacao 7= X i +Y j e o campo elétrico pode ser escrito
como

E=Ei+E.E, (8.32)
L2 A r

E. = d , 8.33

/_L/2 : Ameo [r2 + (Z — 2)?P/2 ( )

Lz o\ (Z — 2)
E, = d , . 8.34
/—L/2 : 47T€0 [7'2 + (Z — Z>2]3/2 ( )

sendo 7 o versor da direcao radial. A resolucao das integrais esta no apéndice 77, e seus
resultados sao

4 —z 1
/dZ [7“2 + (Z _ 2)2]3/2 - "2+ (Z — 2)2 ) (8.35)

r 1 Z—z
/dz 72+ (Z — 2)2]3/2 T 2+ (Z—2)? (8.36)
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Assim, o campo elétrico criado pelo fio no ponto P é dado por

F A1 Z— L2 Z+L/)2 .
- dme VEZH(Z-LRE T+ (Z+L]27

1 1 R
<\/r2 (Z —L/2)? \/7"2 + (Z+ L/2)? )k] . (8:37)

Este resultado representa o campo elétrico criado pelo fio em todo o espaco e depende
apenas da densidade de carga A, do seu comprimento L e das coordenadas do ponto de
observagao.

e 0 campo a grandes distancias

Como a carga total contida no fio é nao nula, quando o seu comprimento for muito
menor do que a distancia do ponto de observacao a ele, a expressao do campo do fio deve
se reduzir a de uma carga puntiforme. Podemos ser tentados a testar esta ideia tomando o
limite L — 0 na eq.(8.37). Fazendo isso, entretanto, obtemos um resultado inconsistente,
o que indica que é preciso proceder com mais cuidado. Para valores de L pequenos compa-
rados a distancia de observacao, usamos as seguintes relagoes aproximadas, apresentadas
no apéncice 77 e dadas por

V2 H(ZE L2222+ 22+ ZL =2+ 22 \/1+(Z L)/(r? + Z2)
~ 2+ 72 1+ (ZL)/2(r* + Z%)]] | (8.38)

1

TRz TR 2] (8.39)

Usando estes resultados na eq.(8.37), e definido R = v/r2 + Z2 = VX2 + Y2 + Z2, escre-
vemos

_ A 1 72 Z - AL 1 X2 4+Y? .
E = — (1-=)r+=Fk| = — — | T+ 2k
41eg L’R ( RQ) rt R3 1 4mey R3 [( r ) Tt ]

¢ Xi+Yj+Zk
T dmey (X2 Y24 Z2)327 (8.40)

onde usamos ¢ = A\ L. Assim, de fato, a grandes distancias do fio o seu campo tende ao
de uma carga puntiforme, igual a total do fio.

e 0 campo do fio infinito
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Outro limite interessante é aquele no qual a distancia de observacao do campo é muito
menor do que o comprimento do fio. Tomando o limite L muito maior do que as outras
dimensoes na eq.(8.37), obtemos

A
4meg

E =

f
_ 8.41
: (8.41)

que corresponde a um campo radial em coordenadas cilindricas, que independe da co-
ordenda Z. A razao desta caracteristica é que um fio infinito é simétrico em relacao a
qualquer coordenada Z.

e exercicios

1. Desenhe, em escala, o vetor campo elétrico do dipolo estudado no exemplo 1, nas
posicoes:

F=0;F=dk;7=—dk; 7= (d/4)k;7=—(d/4)k.

2. O campo elétrico de um fio uniformemente carregado, de comprimento L, foi calculado
no exemplo 2. A partir do resultado obtido, mostre que

a) o campo é radial em pontos do plano de simetria do fio (Z = 0). Escreva a expressao
do campo e faca um desenho representando as linhas de campo nesse plano;

d) o campo em pontos do eixo z, fora do fio, é dado por

q k
dmeg (Z2 — L2/4)

E =

Sugestao: determine o limite da expressao (8.37) para r — 0. Para mostrar que a com-
ponente radial do campo se anula, considere a expansdo de [r? + (Z & L/2)?]7'/2, usando
(1+2)"~14+nx, para z < 1.

3. Quatro fios retilineo, de comprimento L, carregados com uma densidade linear de carga
A, constante e positiva, estao sobre o plano xy, dispostos na forma de um quadrado, com
lados paralelos aos eixos x e y e com centro coincidente com a origem do sistema de
coordenadas. Determine o campo elétrico produzido por esta distribuigao, em um ponto
P=(0,0,Z2) do eixo z, partindo do resultado (8.37).

e resposta

>

o AL 47z
3. E=7
T€0 (Z24L2/4)\/Z2+L12/2
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Capitulo 9

principio da superposicao:

distribuicoes unidimensionais

e exemplo 1 - anel uniformemente carregado

Neste exemplo, calculamos o campo elétrico E criado por um anel de raio R, carregado
com uma densidade de carga linear A, constante e positiva, no ponto P= (0,0, Z) do seu
eixo. O anel esta no plano xy, com centro na origem do sistema de coordenadas, como
ilustra a fig.9.1.

1
Pl
(\ g r\-dq, R

dq

Figura 9.1: Anel carregado

Para calcular o campo criado por uma distribuicao continua de cargas a partir da
expressao (8.1) para o campo de uma carga puntiforme, é preciso cortar matematica-
mente a distribuicao em pedacinhos infinitesimais. No caso do anel, estes pedacinhos tém
comprimento R df e, portanto, a carga contida em cada um deles é

dg=\Rdf . (9.1)
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As posigoes 7p do ponto P e 77, do elemento de carga dq sao dadas por
ip=2k, (9.2)
7, = Rcosfi+ Rsen 07 . (9.3)

Usando estes resultados na eq.(8.21), obtemos o campo dE criado pelo pedacinho de anel
no ponto P, dado por

ARdO

47eg

—Rcosfi — R sen 954—212:

dE = (R2 + Z22)3/

(9.4)

O campo elétrico E criado por todos os pedacos do anel no ponto P, pelo principio da
superposicao, ¢ a soma de todos os dF e escrito como

= 2 AR |—Rcosfi— Rsen 0]+ Zk
E = de _
/0 47eg (R2 + Z2)3/2 ) (9.5)
que tem a estrutura
E=E,i+E,j+E.k, (9.6)
com
—\ R2 2m
E, = df cosf) =0, _
4rey (R2 + Z2)3/2 /0 cos 0 (9.7)
)\ R2 27
b, = df sen 6 = _
Y Are, (R2 +Z2)3/2/0 sen 0, (9.8)
A RZ o AN 2nRZ
B = df = . 9.9
4rey (R2 + Z2)3/2 /0 Amey (R2 + Z2)3/2 (9.9)

Notando que a carga total do anel é ¢ = 27 R A\, o campo elétrico em P pode ser escrito
na forma compacta

o q YA ~
E(07 07 Z) = 47T€0 (RQ +Z2>3/2

(9.10)

Este resultado indica que o campo elétrico ao longo do eixo z tem a direcao do versor 2
e € paralelo ao eixo para Z > 0 e antiparalelo para Z < 0.

e 0 papel da simetria

O resultado (9.10) corresponde a um campo sobre o eixo z, paralelo a ele. Isto decorre
da simetria da distribuicao de cargas em torno deste eixo. Para ilustrar este ponto,
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calculamos novamente o campo elétrico, dividindo a distribuicao de cargas em quatro
setores: A - 0<60<7/2,B - 7/2<0<7,C - 7<60<31/2,D —
37/2 < 0 <27. O calculo dos campos elétricos produzidos por esses setores é totalmente
analogo ao anterior, sendo a tunica diferenca o intervalo de integracao angular. Assim, por
exemplo, o campo E 4, criado pelo setor A, é determinado por equagoes correspondentes
as (9.7)-(9.9) com 6@ variando entre 0 e /2, que produzem

Baw=—7 260 = +R;2)3/2 | (9.11)
Baz = 4260 > (R:f ?2)3/2 : (9.13)
O campo total tem a forma
By = 4;60 " +RZ2)3/2 _Ri—Rj+ %k (9.14)
Analogamente, as contribui¢oes dos demais setores sao dadas por
Bp= 4;60 = +RZ2)3/2 :R% —Rj+ % k , (9.15)
Ec = 47;\% 7 +RZ2)3/2 :R% +Rj+ % k: , (9.16)
i = 4;\60 " +RZ2)3/2 ~Ri+Rj+ %k . (9.17)

Deste modo, o campo de cada um dos quadrantes tem componentes nas diregéos x, y e z.
Entretanto, devido a simetria do problema, as componentes x e y tém sinais opostos e, na
soma E = E A+ E B+ EC + ED, apenas a componente z sobrevive. Assim, recuperamos
o resultado (9.10).

e 0 campo a grandes distancias

A distancias muito grandes do anel, podemos usar a aproximagao |Z| > R e a expressao
(9.10) tende a
g Z

E(|Z| > R) = Tres 12 ki (9.18)

idéntica a do campo coulombiano. Ou seja, a grandes distancias do anel, a sua forma
torna-se irrelevante e apenas a carga total que ele contém é percebida.
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e exemplo 2 - dois anéis carregados

Dois anéis de raio R, ambos com centro sobre o eixo z e paralelos ao plano xy, estao
eletricamente carregados. O anel 1, com densidade linear A constante e positiva, esta
situado no plano z = —b e o anel 2, com densidade linear —\ constante e negativa, esta
no plano z = b. Neste exemplo determinamos o campo elétrico E, criado pelo sistema,
ao longo do eixo z. Este problema pode ser resolvido a partir do resultado (9.10), pois o
principio da superposicao permite escrever E = El + Eg, com

= q Z+b -
E 7Z) = k 1
0.0, 2) = o T z e o (9-19)
- q 7 —b N
E Z)=— k 2
2(07 07 ) 47T60 (RQ + (Z _ b)2)3/2 ! (9 0)
Efetuando a soma, obtemos
- Z+b Z—b ~
7(0,0,2) = 4 i k. (9.21)

4meg | (R2+ (Z +1)2)3/2 N (R2 + (Z — b)2)3/2

No caso b — 0, que corresponde aos dois anéis com cargas opostas estarem superpostos,
E — 0, como esperado.

e exemplo 3 - anel com densidade de carga variavel

Calculamos, agora, o campo elétrico criado por um anel de raio R, carregado com
densidade linear de carga A\ = acosf, sendo a uma constante positiva, em um ponto
P=(0,0,7) do seu eixo. O anel estd no plano zy, com centro na origem do sistema de
coordenadas, como mostra fig.9.2.

Figura 9.2: O campo aponta na direcao —x, o que é coerente com a geometria da distri-
buicao de cargas.
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Para calcular o campo, dividimos o anel em pedacinhos matematicos de comprimento
R df, que contém carga

dg=ARdf = o Rcosfdb . (9.22)
As posigoes do ponto P e do elemento de carga dg sao dadas por

ip=Zk (9.23)

7, = Rcosfi+ Rsen 07 . (9.24)

O campo dE criado pela carga dq em P é obtido a partir da expressao coulombiana, dada
por (8.21), e tem a forma

= aRcostdd (—Rcos0i— Rsen 0 + Zk)

dE = 9.25
47T€0 (R2 + 22)3/2 ( )
O campo criado por todos os pedacos do anel é dado por
- 2 aRcost) (—Rcosfi— Rsen 0]+ Z k)
E= do 9.26
/0 4meg (R2 + Z2)3/2 ( )

co1m as COHIpOHGHtGS

27 2
«Q aT R
E, = df cos’ 0 = — , 9.27

47T€0 (R? + Z2 3/2 /0 €08 dey (R2 + Z2)3/2 (9:27)

«
Ey:_47T€0 R2+22 572 / df cosf sen 0 =0, (9.28)

o RZ
= d6 cos 6 9.29
Amey (R2+ Z2)3/2 /0 cosv, (9.29)

sendo que a integracao em (9.27) foi feita usando cos?d = [1+cos(26)]/2. Assim, obtemos

QT R2 ~
1
drey (R? 1 222

E(0,0,2) = — (9.30)

Este resultado indica que, no ponto P, o campo elétrico aponta na direcao —i. Para
desenvolver uma intuicao acerca deste resultado, veja o exercicio 1.

e exemplo 4

Neste caso, consideramos novamente a distribuicao de cargas do exemplo 3, com o
propésito de determinar o campo elétrico criado no ponto P = (0,0, Z) pela metade da
distribuicao situada a frente do plano yz, na regiao x > 0.
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O célculo do campo elétrico é totalmente andlogo ao do exemplo anterior até a eq.(9.26),
onde a integragao deve ser feita no intervalo —m/2 < 6 < 7/2. Neste caso, os resultados
do apéndice 7?7 fornecem

am R?
E,=— , 9.31
dreq 2 (R? + Z2)3/2 (9:31)
E,=0, (9.32)
2a RZ
E. = . )
dey (R2 + Z2)3/2 (9.33)
e o campo resultante tem a forma
Q R TR . -
E A — L +27 k| . .34
(0,0,2) = dmey (R? + Z2)3/2 [ 2 ! + ] (9-34)

e exercicios

1. Para a situacao discutida no exemplo 3, faca um desenho em perspectiva mostrando
as direcoes e sentidos dos campos criados em P por pedacinhos de carga contidos em cada
um dos quatro quadrantes do anel. Convenca-se que o campo resultante esta, de fato, na
direcio —i, como indica o resultado (9.31).

2. Considere a distribuigao de cargas do exemplo 3 e calcule o campo elétrico criado no
ponto P = (0,0, Z) pela metade do anel situada a direita do plano zz.

3. Considere um anel de raio R, carregado com densidade linear A = « sen 6, sendo «
uma constante positiva.

a) Faca um desenho da distribuigao de cargas.

b) Calcule o vetor campo elétrico no eixo do anel.

e respostas

- R2 A
2. E= 47reo 2 (R2+22)3/2 i

3. b) E = — e (RQJFRW J ; confronte o seu desenho do item a) com a fig.9.2 e convenga-

se que este resultado é razoavel, quando comparado a eq.(9.31).



Capitulo 10

principio da superposicao:

distribuicoes bi e tridimensionais

e exemplo 1 - disco uniformemente carregado

Um disco de raio R, situado no plano zy, com centro na origem do sistema de coordenadas
e mostrado na fig.10.1, estd carregado com uma densidade de carga o, constante e positiva.
Desejamos calcular o campo elétrico criado pelo disco em um ponto P do eixo z, de
coordenadas (0,0, Z).

Z A
| — 3 A
E(P): €(’)()

S}
F
S)
«

Figura 10.1: Disco carregado.

Devido a simetria axial da distribuicao de cargas, trabalhamos em coordenadas cilindricas.
A cargas dq em um elemento de superficie dS é dada por

dg=o0dS =ocrdrdd . (10.1)

As posicoes do ponto de observacao P e do elemento de carga sao dadas pelos vetores
ip=2k, (10.2)
7, =rcosf i+ rsen . (10.3)
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Considerando dq como uma carga puntiforme, escrevemos o seu campo como

JE — ordrdd | —rcosh i — rsen 3925 + 7k (10.4)
4meg (r2 + 22) /
O campo elétrico criado pelo disco é dado por
R 2 o ~ ~
» o — 01— 0 Zk
P o= // dE:/ dr / a0 " rcosf i rsen32]+ (10.5)
disco 0 0 47T€0 (7-2 + Z2> /
e tem a estrutura
E=E,i+E,j+E.k, (10.6)
com
(—rcosf)
Ee = | d =0, 10.7
/ g / 47‘(’60 (r2 + 22)3/2 (10.7)
—rsen 0)
By =) d =0 10.8
! / g / 47’(’60 742 + 22)3/2 ’ (10.8)
A 2ro 7 1
Be= ) d =222 e ——— |, (109
/ ' / 47T€0 (r2 4 Z2)3/2 dmeqy | Z| 1+ R?/ 22 ( )

sendo que, na tultima expressao, a integracao foi feita usando a varidvel v = r? + Z2.
Lembrando que a carga total do disco é ¢ = mR?0, obtemos o campo resultante, dado por

= q 2 A

4meg

1

BRI

~

(10.10)

Este resultado descreve o campo criado pelo disco em qualquer ponto do eixo z.
e limite |Z| > R

Quando o ponto Z de observacao do campo for muito maior do que o raio do disco,
seu campo deve tender ao de uma carga puntiforme. De fato, para Z > R, podemos usar
o resultado aproximado discutido no apéndice ?7.

1 LR
V1t R2jZ: 272

e reescrever a eq.(10.10) como

- q 2 A R? A qg 1 Z -
E Z =— | =] = [1-(1- k= — — k;, (10.12
(0,0,12]> E) 47eg (RQ) |Z| [ ( 272 dmey Z2 17| (10.12)

(10.11)
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que é o campo de uma carga puntiforme ¢ em um ponto P do eixo z.
e limite 7 — 0

Para pontos muito préximos do disco, no limite Z — 0, é mais conveniente usarmos a
eq.(10.9), para escrever

Z
=k, (10.13)

o
260| |

—

E£(0,0,Z — 0) =

>

e o campo independe do raio R.

e exemplo 2 - disco com densidade de carga variavel

Um disco de raio R, situado no plano xy e com centro na origem do sistema de coor-
denadas, esté carregado com uma densidade de carga o = a(1 — r?/R?), onde « é uma
constante positiva e r é a distancia ao centro do disco. Nosso objetivo é calcular o campo
elétrico num ponto P do eixo z, de coordenadas (0,0, Z).

A carga contida em um elemento de area dS é dada por

2

dg=ordrdd =« (1—%)7%170(10. (10.14)

Os vetores 7p e 7, sao dados pelas eqs.(10.2) e (10.3) e a contribui¢do de um elemento de
carga para o campo é escrita como

I = (1 —r2/R2)rdrdf |—rcosfi—rsen0j+ Zk (10.15)
4dmeq (72 +Z2)3/2
O campo resultante tem a forma
- N 1—72/R?) r | —rcosfi— 0j+Zk
E:// dE:/dr/dGa( /) | Zreosh Tsen3/2‘7+ (10.16)
disco 0 0 47.‘-60 (7’2 + ZQ)
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e suas componentes sao

E, = / dr/ gp L=/ r (creost) (10.17)

4meg (T2+ZQ)3/2
1_ 2 2 _
E, = / dr/ do r/E) rseneg)2:07 (10.18)
4me (T2+Z2)/
R 27 1— 2 2 VA 9 7 R .3 2
Ez:/dr/dea( r?/R*) r 32:71'04 /dr(r T/P;l
0 0 4meg (r2+ 22)*?  Ameo Jo o (24 22)¥
R

2ra Z 1 Z?
= — 12 1 72
dreg [ Vit 222 R? ( et \/T2+Z2)

sendo que a integracao em £, sobre r foi efetuada com o auxilio da varidvel u = r? + Z2.

, (10.19)

Assim, o campo elétrico do disco sobre um ponto P do eixo z é dado por

= 2ra Z 27°% + R?
E(0,0,2) = vz 22 (10.20)
drey R | Z]

Este resultado pode ser reexpresso em termos da carga total ¢ do disco, que ¢ dada por

/dr/ dem<1——) —Q%RZ (10.21)

" 47 27% 4+ R?] -
7(0,0,7) = 47‘360 32{ IV 72 + |—Z+’}k; (10.22)

Assim,

e limite |Z| > R

Para analisar o limite Z > R, escrevemos v R? + Z? = |Z| \/1 + R?/Z? e expandimos
a raiz quadrada da eq.(10.22) até terceira ordem, usando o resultado (??) do apéndice 77,

2

\/1—1—3:214—%—%, (10.23)

com x = R%/Z?. Assim, o campo a grandes distancias do disco ¢ dado por

7 A
E(0,0,|Z] > R) = 4L ZE ks (10.24)

que é o campo de uma carga puntiforme gq.
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e exemplo 3 - coroa circular

Uma coroa circular, situada no plano xy, com centro na origem e raios interno e externo
iguais a a e b, respectivamente, esta carregada com uma densidade superficial de carga
o =arsen #, onde o é uma constante positiva e 6 é o angulo medido em relacao ao eixo
x. Nosso objetivo é calcular o campo elétrico criado por esta distribuicao de cargas em
um ponto P = (0,0, Z) do eixo z.

A densidade de cargas é positiva no intervalo 0 < # < 7 e negativa para 7 < 6 < 27.
A carga contida em um elemento de area dS é dada por

dg=0dS =[arsen§]|rdrdf . (10.25)

Os vetores 7'p e 7, sao dados pelas eqs.(10.2) e (10.3) e o campo de dg é escrito como

L ar?senfdrdd |—rcosfi—rsenf |+ Zk
dE = 10.26
4meq [ (r2 + Z2)3/2 ( )
O campo resultante é determinado pela soma das contribuicoes dE
P /bdr /%dé’ ar?senf |—rcoshi— rsenfj +Zk | (10.27)
o Jo dmeg (r2 + 22)Y

com as componentes

b 27 2 _
B - /dr/ g or senf ( 7’00883)2 0. (10.28)
o« o dmeo (124 22)%

b 2m 2 o
B _ /dr/ g Or senf ( 7"sen(9)2
o Jo dmey (12 4 72)Y

o b 3 o V+22%  a*+227
= - T r 57 = T — (10.29)
dmeo  Jo  (r2 + 22) dreg VB2 + 22 Va? + Z2
b 2m 2 0 VA
E. = /dr/ g LT —=0. (10.30)
o« o dmeo (124 22)%
sendo que a integragao de E, em 6 foi feita usando sen?d = [1 — cos(26)]/2 e a parte

radial com o auxilio da varidvel u = r? + Z2.
Estes resultados mostram que o campo elétrico da coroa circular sobre um ponto P do
eixo z aponta na direcao —j e é dado por

- ar [¥+2722 a*+227%7 .

£(0,0,2) = — _ _
002 == e (Vs vz 22)

(10.31)
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e exemplo 4 - meia superficie esférica

Uma superficie semi esférica de raio R, com centro na origem do sistema de coordenadas
e situada na regiao z < 0, como mostra a fig.10.2, esta carregada com densidade de
carga o, constante e positiva. Nosso objetivo é calcular o campo elétrico criado por esta
distribuicao na origem.

Q
i
I
*
@
+
—a

n

‘l“'.. ".’ *A‘.. )-. “"\_ IR ’_.'J’ ““ e S -’.- + .
) % o + o ol o+ O OO
Figura 10.2: Meia superficie esférica carregada

A carga contida em um elemento de area dS é dada por
dg=0dS =0 R*sen 0dfdo . (10.32)
Os vetores do ponto P de observacao e do elemento de carga sao dados por

Pp =0, (10.33)
7, = Rcosp sen 0 1 + R sen ¢ sen 0 j + R cosf k. (10.34)

O campo de dq é dado por

— Rcos¢ sen 0 i — R sen ¢ sen 0 ] — Rcost k
3

o R% sen 0df d¢

47reg

dE =

(10.35)

e o campo total é

/ de / do U:;ZIOH —cos¢sen 0 i — sen ¢ sen 0 j —cosf k], (10.36)
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co1m as COHIpOIlthGS

™ 2m 4]
E, = / df / do g > [—cospsen 0] =0, (10.37)
0 0 dmeg
T T o sen
E, = db do [—sen ¢psen 0] =0, (10.38)
0 0 dmeg
T 2 osen
E, = db do [—cosf |
2no [T sen (20) 7wo
= — de = . 10.39
4meg /0 2 4meq ( )

Deste modo, o campo elétrico da meia superficie esférica na origem do sistema de coor-
denadas aponta na direcao z e é dado por

— m™o

. 1 .
E(0,0,0) = —_—

47eg ey 2R

(10.40)

onde usamos a carga total ¢ = 27 R2.

e exemplo 5 - cilindro uniformemente carregado

Um cilindro de raio R e altura H, carregado com uma densidade de carga p, constante
e positiva, tem sua base sobre o plano zy, com centro na origem do sistema de coordendas,
como mostra a fig.10.3. Desejamos calcular o campo elétrico em um ponto P = (0,0, Z)
do eixo Z, com Z > H .
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Figura 10.3: Cilindro carregado

A quantidade de carga contida em um elemento de volume dV é dada por

dq = prdrdfdz (10.41)
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e as posicoes do ponto P e do elemento de carga sao dadas por
ip =2k, (10.42)

7, =rcosf i +rsen ]+ 2k . (10.43)

O elemento de campo tem a forma

dE =

(10.44)

4re (12 +(Z — 2)?]3/2

prdrdfdz [—rcos@%—r sen 05 + (Z—z)/%]

e o campo resultante é dado por
H R 2 ; s ;
— — - 9 - 9 Z - k
E:/ dE:/ dz/ dr/ do pr reos 12 reen 32—:(2 2) , (10.45)
cilindro 0 0 0 dmeg 2+ (Z — 2)7%
com componentes

H R 27
pr (—rcosf)
E, = [ dz | dar | dao —0, 10.46
/0 Z/O 70/0 dmey [r?2 + (Z — 2)2]3/2 ( )

R 2
pr (—rsen 0)
= 10.4
i [0 =0 04D

H R 27
pr (Z — =)
E, = d d do
/0 Z/O T/O Are [r2+ (Z — 2)2°2
H R B
= 27T—'0 / dz/ drr (Z-2)
meo Jo 0 [r2 +(Z — )32
_ 2mp /Hdz (Z —z) (Z —z)
dmey Sy

VT (Z—2r 12—
Para calcular a integral de E, em 7, usamos a varidvel u = r?+(Z —z)? e para a integracao
em z, empregamos v = R% + (Z — z)?. Lembrando que estamos interessados apenas no
caso Z > H, para o qual z é sempre menor do que Z entre os limites de integracao,
obtemos

. (10.48)

q 2
E(0,0,Z>H) = 47Tp

[H VRt (Z-HE - VR + 22] k. (10.49)
TEQ

Este é o resultado para o campo do cilindro em um ponto P do eixo z acima dele. Como
a densidade de carga p é uniforme, a carga total no cilindro é ¢ = p (7 R?> H) e este campo
pode ser reexpresso por

= 2 ~
E(0,0,Z>H) = 47‘360 e [H+ VR (Z—-H? - VR + 22| k. (10.50)
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e limite |Z| > R

No limite Z > R, a eq.(10.41) deve se redizir a expressao de Coulomb para uma carga
puntiforme. Para mostrar isto consideramos, inicialmente, o limite Z > R, escrevendo
VR2+(Z+H)?=|Z+H|\J1+R/(Z+H)?, VR*+ 22 = |Z| \/1 + R?*/Z?, expan-
dimos as raizes quadradas até segunda ordem, usando o resultado (10.23), e o campo tem
a forma

, g 1 1 17 -
E Z) = — - — 1 k. 10.51
0or<2 = o ltm o3y

Em seguida, tomamos o limite Z > H e usamos a relacao 7?7

1
1—=x

~1+x. (10.52)

Lembrando que estamos considerando o caso Z > H, obtemos o resultado esperado

. 1 -
E(0,0,R< Z,H < Z) = 4736 k. (10.53)
0

e exercicios:

1. Calcule o campo do disco do exemplo 1 considerando-o como uma superposicao de
anéis, usando o resultado (9.10).

2. E dado um cilindro de raio R e altura H, carregado com uma densidade volumétrica
de carga p, constante e positiva, como o representado na fig.10.3. Mostre que o campo
do disco, eq.(10.10), pode ser obtido a partir da eq.(10.50), no limite H — 0.
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Capitulo 11

fluxo do campo elétrico

e introducgao

As caracteristicas dos campos elétricos de distribuicoes de cargas em repouso podem ser
conhecidas por meio do principio de superposicao de campos, partindo da expressao do
campo elétrico dE no ponto P, devido ao elemento infinitesimal de carga dq, dada na eq.
(8.1)

dg 7p—1y

dE =

I~ 3
dmey |Fp — 7]
sendo 7p e 77, os vetores posi¢ao do ponto P e do elemento carga dg. Essa expressao foi

obtida a partir da lei de Coulomb para a interagao entre duas cargas puntiformes em
repouso.

Embora a lei de Coulomb tenha um papel importante no eletromagnetismo, ela nao
aparece na descricao da estrutura da teoria eletromagnética apresentada na segunda aula.
A razao é que a teoria descreve a relacao entre campos e cargas, independentemente do
seu estado de movimento, ou seja, tanto em repouso, como em movimento uniforme ou
acelerado. Como a lei de Coulomb tem dominio limitado, mesmo sendo muito boa dentro
desse dominio, ela nao é uma das leis fundamentais do eletromagnetismo.

Como mencionado na aula 2, as leis basicas que descrevem os campos produzidos por

cargas e correntes sao quatro e estao reunidas nas equagoes de Maxwell, mostradas na
tabela 11.1.
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Lei Contetdo Representacao

Gauss elétrica Cargas elétricas criam campos elétricos q— E

Faraday Variacoes temporais de campos magnéticos
criam campos elétricos % —E

Ampere Correntes e variagoes temporais de

campos elétricos criam campos magnéticos I— B
Maxwell E_B
Gauss magnética nao existem cargas magnéticas A Gmag

Tabela 11.1: As leis do eletromagnetismo e seus conteudos.

A primeira equagao de Maxwell que abordamos é a lei de Gauss elétrica na forma
integral. Esta lei relaciona cargas elétricas a campos elétricos e é valida para qualquer
sistema eletromagnético.

e fluxo de um vetor

A lei de Gauss é formulada em termos do fluzo do vetor campo elétrico sobre uma superficie
fechada. Por isso, antes de estudar esta lei, discutimos o conceito genérico de fluxo de um
vetor sobre uma superficie.

A nocao de fluxo de um vetor foi desenvolvida na mecéanica dos fluidos, com o propédsito
de descrever, de modo preciso, a quantidade de liquido ou gas que passa sobre uma
superficie. A ideia é andloga a que utilizamos para quantificar o nimero de pessoas que
atravessam a porta de uma estacao de metro. Como sabemos, pessoas nao atravessam
superficies materiais. Por isso, para contar o nimero de pessoas que atravessam a porta
da estacao, costumamos empregar uma superficie matemdtica apoiada nos batentes desta
porta e contamos o numero de pessoas que atravessam esta superficie. Na estagao do
metrd ha, em geral, pessoas entrando e saindo ao mesmo tempo.

Para poder descrever este tipo de situacao costumamos, também, associar um versor
n a superficie matematica, que pode tanto ser orientado para dentro como para fora da
estagdo. Supondo que o tenhamos orientado para fora da estagdo, como na fig.11.1(a),
pessoas que saem da estacao se movem paralelamente a n e dao origem a um fluxo positivo,
enquanto que pessoas que entram correspondem a fluxos negativos.

Superficies acopladas a vetores sao chamadas de superficies orientadas. Se a superficie
for plana, basta grudar um versor n a um dos seus lados, como na fig.11.1(b). Se ela for
curva, o versor . em cada ponto ¢ escolhido como sendo perpendicular ao plano tangente
a superficie naquele ponto, como na fig.11.1(c). Uma superficie orientada qualquer pode
ser pensada como sendo constituida por elementos dS, planos, cada um deles associado a
uma normal.



Figura 11.1: (a) Superficie matemética na porta do metr6 e a sua normal orientada para
fora; (b) Superficie plana orientada; (c) Superficie curva orientada e as normais em varios
pontos.

No seu sentido comum, a palavra fluxo sugere que algo estd passando de um lado para
o outro de uma superficie matematica, e falamos em fluxo de pessoas, fluxo de dgua, fluxo
de calor ou mesmo, em fluxo de conhecimento. No caso da fisica, entretanto, a palavra
¢ usada de modo distinto, pois é aplicada a campos vetoriais. No caso de um campo
qualquer descrito por um vetor K, seja ele gravitacional, elétrico ou magnético, o conceito
de fluxo de um vetor sobre uma superficie visa descrever, quanto este vetor espeta uma
superficie matematica colocada na regiao onde ele existe. Por isso, no eletromagnetismo,
falamos de fluxo de um vetor sobre uma superficie e, nao, através de uma superficie. Neste
contexto, a palavra fluxo se desvia um pouco do seu significado coloquial, embora continue
a ser empregada por razoes historicas.

De modo geral, o fluxo de um vetor qualquer K sobre elemento de superficie dS é

definido por
dbz =K -ndS (11.1)

onde dS ¢ a area do elemento de superficie e 1 é o versor normal a ela. De acordo com
ela, o fluxo de K sobre dS é nulo quando K e n sao ortogonais, o que ocorre quando K é
paralelo a superficie. Isso corresponde a idéia intuitiva de que um vetor paralelo a uma
superficie nao a espeta. Por outro lado, o fluxo sera tanto maior numericamente quanto
mais proximo da perpendicular a superficie for o vetor K. E muito importante notar que,
apesar de depender das orientacoes de K e n, o fluxo é uma grandeza escalar positiva ou
negativa, dependendo do angulo entre & e 7.

n
n

O fluxo total de um vetor através de uma superficie S qualquer é dado pela soma dos
fluxos sobre os elementos dessa superficie. Ou seja,

@gz//d@g://ﬁ-ﬁdS, (11.2)
S S

onde a integracao deve varrer toda a superficie S.
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e exemplo 1

Calculamos o fluxo do campo gravitacional ¢ na superficie da Terra, sobre uma su-
perficie matematica horizontal de lados a e b, mostrada na fig.11.2.

Figura 11.2: O referencial e a superficie matematica.

Usando o sistema de referéncia da figura, o campo gravitacional é descrito por

~

G=—gk. (11.3)

Como a superficie é plana, a normal a cada um dos seus elementos ¢ a mesma, sendo
paralela ao versor k. Para ‘uma superficie aberta, como a da fig.11.2, ha duas escolhas
possiveis para a normal: +k e —k. Escolhendo a normal no sentido —|—k e notando que o

elemento de superficie é dado por dS = dxdy, o elemento de fluxo de g sobre a superficie
dS é dada por

db; = (—g k) -k dS = —g dzdy . (11.4)

O fluxo total através da superficie da mesa vale, entao,

://Sd@,:/obdy /Oadx(—g):—g ab (11.5)

sendo que o sinal negativo indica que o campo gravitacional espeta a superficie no sentido
oposto ao do escolhido para a normal a superficie. No SI, a unidade de fluxo de campo
gravitacional é m?/s?.

e exemplo 2
Caélculo do fluxo do campo gravitacional ¢ na superficie da Terra, sobre uma superficie

matematica plana e retangular, de lados a e b, inclinada do angulo a relativamente a
horizontal, como na fig.11.3.
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Figura 11.3: O referencial e a superficie inclinada.

O campo gravitacional é
G=—gk. (11.6)
Escolhendo a normal para cima temos

i =sen a4 cos a k (11.7)

e sendo dS = dxdl, onde dl é um elemento de comprimento paralelo ao lado b, o elemento
do fluxo sobre dS vale

dd; = (—g l%) . <sena J + cosa l%) dS = —g cosa dxdl . (11.8)

O fluxo total sobre a superficie inclinada é dado por:

b a
P; = / dl/ dx[—gcosa] — g abcosa . (11.9)
0 0

Note que, para a = 0 obtemos o resultado do exemplo anterior. Por outro lado, o fluxo
se anula quando o = 90°, uma vez que, neste caso, o campo gravitacional nao fura a
superficie.

e exemplo 3

Célculo do fluxo do campo vetorial F=ax i+Bx j+yay ]Af, onde a;, [ e 7y sdo constantes,
sobre a superficie da fig.11.4, considerando as normais nos varios trechos apontando no
sentido positivo dos eixos z, y e z.

Neste particular problema é conveniente considerar separadamente as contribuicoes dos
fluxos através de cada uma das superficies, 1, 2 e 3 da figura e escrevemos

Dy =D+ D%+ D% (11.10)
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z 4

o
Figura 11.4: A superficie sobre a qual calculamos o fluxo.

Os elementos de superficie sio dS' = dx dy, dS? = dr dz e dS® = dy dz e as normais

sson! =k, n?=jen®=1.

De modo geral, o fluxo ¢ dado por d®z = F-hdS e, no presente caso, temos

d@% = F-a'ds! =~zydrdy, (11.11)
do% = F-i?dS? = fu dr dz, (11.12)
3 _ o303 _
dds = F-n°dS* =axdydz. (11.13)
Os varios fluxos sao dados por
. b a CL252
D :/ dy dx[—vyzy| = T (11.14)
0 0
9 ¢ @ a’c
®%= [ dz | dr[Bx] = 57 : (11.15)
0 0
c b
% :/ dz | dylax]=0. (11.16)
0 0

Na eq.(11.16) usamos o fato que, ao longo da superficie 3, z = 0. Assim, o fluxo total é
dado por

a’b? a’c
op = v tb5 (11.17)

e exemplo 4

Calculamos o fluxo do campo elétrico de uma carga ¢, puntiforme e positiva, situada
na origem do sistema de coordenadas, sobre uma superficie circular de raio a, paralela ao
plano zy, cujo centro estd sobre o eixo z e dista h da origem, indicada na fig.11.5.
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Figura 11.5: A carga q e a superficie circular com centro no eixo z, distante h da carga.

Como existe simetria em torno do eixo z, é conveniente o uso de coordenadas cilindricas.
Para calcular o fluxo dividimos a superficie em elementos de lados dr e rdf, com area
dS = r dr df. Escolhendo a normal no sentido positivo de z, temos n = k. Assim, um
elemento de superficie orientada é descrito por

AdS =rdrdik. (11.18)

O campo elétrico da carga ¢ em um ponto P genérico é dado por (eq.8.1)

o q (Fp—Tq)
Ep =
F 47T60 |77p—7?q|37

e neste caso especifico a carga estd na origem e 7, = 0. O vetor posicao de um ponto P
sobre a superficie circular pode ser escrito na forma:

Fp=7+hk, (11.19)
sendo 7" 0 vetor paralelo ao plano x,y que liga o eixo z ao ponto P. Assim,
. P+ hk
[ B .
41eg (r2 + h2)3/2
O fluxo sobre um elemento de superficie elementar é dado por

dby = E-ndS

7+ h k . hrdrdf
a4 _Tr : [r dr d k:} - 4 MR (11.01)
4meq (T2—|—h2)3/2 Amegy (r2+h2)3/2

(11.20)

O fluxo total sobre a superficie circular vale

q hr
b- = d de . 11.22
E // / 7“/ dreg (r2 + h2)3/2 ( )
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O integrando nao depende de 6 e a integral nessa variavel produz um fator 2. Assim,

2rq h [ r
@“ == d _— =
E dreg /0 " (r2 + h2)3/2

a

2w qh 1
drey (r?+ h2)/? .

R P
= 3 [1 W] : (11.23)

Este resultado tem varias caracteristicas interessantes. O fluxo é positivo para uma carga
positiva e negativo para carga negativa, condizente com o fato de o campo espetar a
superficie no sentido da normal no caso de carga ¢ > 0, ou no sentido oposto no caso de
q < 0. Como esperado, o fluxo se anula quando a tende a zero, porque o fluxo sobre uma
superficie de area nula é necessariamente nulo. Ele também se anula quando h é muito
grande, porque a intensidade do campo elétrico diminui com a distancia.

e exemplo 5

Calculo do fluxo do campo elétrico de uma carga ¢, puntiforme e positiva, situada na
origem do sistema de coordenadas, sobre uma calota esférica de raio R, cuja circunferéncia
tem raio a e centro em z = h, como indica fig.11.6.

< ¢

X

Figura 11.6: A carga puntiforme e a calota esférica.

Neste caso é conveniente usamos coordenadas esféricas. O elemento de &rea é
dS = R?senf df d¢ e o versor normal coincide com o da direcao radial e temos n = 7.
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O campo elétrico da carga g é

A

q (FP—Fq> qQ r

E= = — 11.24
dreg |Fp — Ty Ameg R? ( )
onde usamos 7; = 0 e 7p = R7. O elemento de fluxo é dado por
dd; = E-ndS
qg R _,
= — R 0dod
4dmey R3 sett ¢
q
= 0dod 11.2
pr— sen o, (11.25)
e o fluxo total sobre a calota é
0 27
’ q q q h
- = do d 0 = 2w |1 — O, =— |1——=1|, 11.26
E /0 /0 ¢ dmeg sen dmeg ™ |1 — cos b 2¢ [ R} ( )

onde o angulo 6, foi determinado pela condicao h = R cos,.

Para poder comparar este resultado com o (4.26), do exemplo anterior, eliminamos o
raio b da calota usando a relagao R? = a® + h? e reescrevem a eq.(11.26) como

ey
= e [1 W] : (11.27)

Este resultado é idéntico ao do exemplo anterior, e é muito importante compreender
porque isto acontece.

e tubos de campo

A identidade entre os resultados dos calculos apresentados nos exemplos 4 e 5 nao é
uma coincidéncia. O fluxo do mesmo campo elétrico sobre as duas superficies diferentes
depende de a e h, apenas através do quociente a/h. Isso quer dizer que o fluxo nao varia
quando a e h sao multiplicados por um mesmo fator. Por exemplo, o fluxo do campo
elétrico sobre uma superficie circular situada a certa distancia da carga ¢ igual ao fluxo
através de outra superficie circular de raio duas vezes maior e situada duas vezes mais
longe da carga, como mostra a fig.11.7(a).

Esta caracteristica de o fluxo nao variar quando a e h sao multiplicados por um mesmo
fator pode ser explicada com o seguinte argumento intuitivo. As linhas de campo da carga
elétrica sao retilineas e saem da carga positiva em todas as diregoes do espaco. Aquelas
que se apoiam na borda do circulo de raio a definem uma superficie conica, cujo vértice
estd na carga elétrica, como pode ser visto na fig.11.7(b). Como linhas de campo nao
se cruzam. As linhas que estdao no interior da superficie conica nao podem passar para
fora dela, ficando confinadas no seu interior. Assim, as mesmas linhas que furam uma
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Figura 11.7: (a) Os fluxos de campo elétrico da carga puntiforme sobre as duas superficies
sao iguais. (b) As linhas de campo apoiadas na borda da circunferéncia definem uma
superficie conica, o tubo de campo. (c) Linhas de campo nunca atravessam o tubo de
campo.

superficie circular apoiada sobre a parede interna do cone vao furar outra, colocada mais
adiante, como na fig.11.7(c). E esta a razdo intuitiva pela qual o fluxo nio se altera
quando o disco de raio a do exemplo 4 é transformado na calota de circunferéncia de
raio a do exemplo 5, pois as bordas de ambas estao apoiadas sobre o cone. Apesar de
esta justificativa ser baseada em um argumento qualitativo, ela é respaldada por razoes
matermaticas muito sélidas.

Para compreender isto retomemos a eq.(11.25), que determina o fluxo do campo elétrico
de uma carga puntiforme sobre um elemento de drea dS = R?sen 6 df d¢ de uma superficie
esférica, dado por

ddy =

sen 6 df d¢.

T €

A caracteristica importante deste resultado é que o fluxo depende apenas dos angulos
e é completamente independente do raio R. Por isso, o fluxo sobre de uma superficie
esférica nao se altera quando um dos seus elementos dS ¢é substituido por um outro
dS" = R?senfdf do, determinado pelos mesmos angulos, mas com raio diferente, como
indica a fig.11.8(a).

O fluxo também nao se altera se ligamos o elemento dS" & superficie original por meio
das superficies laterais, como na fig.11.8(b), ja que o campo elétrico é ortogonal as normais
a elas. Deste modo, os fluxos sobre a calota esférica da fig.11.8(a) e sobre a superficie
deformada da fig.11.8(b) sao iguais. Pelo mesmo raciocinio, podemos mostrar que o fluxo
se mantém constante quando outras deformacoes do mesmo tipo sao produzidas em outras
partes da calota.

Este argumento mostra que, se realizamos sucessivas transformacoes infinitesimais
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Figura 11.8: (a) Elemento superficial dS’, que substitui o elemento dS com os mesmos
df e d¢, mas diferentes raios. (b) Calota deformada.

deste tipo, podemos tranformar continuamente a calota em qualquer outra superficie,
mantendo o seu fluxo constante. Esta situacao € ilustrada na fig.11.9, na qual o fluxo do
campo da carga ¢ é o mesmo para todas as superficies mostradas.

| L \ -
——

>

Figura 11.9: Varias superficies apoiadas no tubo de campo da carga g. O fluxo de campo
elétrico sobre todas elas é o mesmo.

e exercicios

1. Desenhe um trecho de um plano cuja normal é n = \/Lg (5 +j— l%)

2. No exemplo 2 qual é o valor do fluxo para a = 135°7

3. O fluxo de dgua através de um cano é sempre o mesmo, independentemente do diametro
ser o mesmo em toda a sua extensao. O fluxo do campo elétrico sobre qualquer superficie
apoiada em um tubo de campo tem o mesmo valor. Ha relacao entre estes fatos? Explique.

4. (a) Se a superficie circular do exemplo 4 for dividida em 100 partes de igual érea,
o fluxo sobre cada uma delas sera 100 vezes menor que o fluxo sobre a circunferéncia?
Explique.

(b) Se a calota do exemplo 5 for dividida em 100 partes de igual area, o fluxo sobre cada
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uma delas serd 100 vezes menor que o fluxo sobre a calota esférica? Explique.

5. Usando o resultado da eq.(11.27), calcule o fluxo do campo elétrico através de uma
superficie fechada que contém a carga elétrica. Sugestao: envolva a carga por meio de
uma superficie esférica.

6. Usando o resultado da questao anterior, determine o fluxo através da face de um cubo
que contém uma carga puntiforme ¢ em seu centro.



Capitulo 12

lei de Gauss elétrica

e introducao

A lei de Gauss elétrica, a primeira das equagoes de Maxwell a ser abordada neste texto,
estabelece uma relacao entre o fluxo do campo elétrico sobre uma superficie fechada e a
carga elétrica no seu interior. Um relacao direta entre carga e campo elétrico aparece na
expressao do campo de Coulomb, mas ha uma diferenca muito importante entre os dois
casos, envolvendo seus dominios de validade. Enquanto a expressao do campo de Cou-
lomb vale apenas para cargas em repouso, a lei de Gauss se aplica a cargas com quaisquer
tipos de movimento e, por isso, é geral.

e a expressao da lei

A Lei de Gauss elétrica relaciona o fluxo ® 3 do campo elétrico E sobre uma superficie
matemadtica fechada S a carga elétrica total gy, contida no seu interior, por meio da
expressao

O :#E-ﬁdS — fine (12.1)
S

€0

Em casos nos quais a carga elétrica esta distribuida de modo continuo em uma regiao do
espaco, é conveniente expressar a lei de Gauss por

- 1
@E:ﬂﬂﬁdsz—///pdv, (12.2)
s €0 1%
onde p é a densidade volumétrica de carga e V' é o volume interno a superficie S.

Consideremos, por exemplo, o sistema fisico que contem cargas distribuidas, como na
Y ) Y
fig.12.1. Para aplicar a lei de Gauss ¢é preciso adotar uma superficie matematica fechada

135
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qualquer, denominada superficie gaussiana e, em seguida, orienta-la. Por convencao, isto
é feito escolhendo o versor n normal a cada elemento de area dS apontando para fora da
superficie S.

subsistema

Figura 12.1: (a) Sistema de pequenas cargas e superficie matemédtica fechada; (b) um
elemento de superficie e o seu vetor normal.

A lei de Gauss representada pelas eqs.(12.1) e (12.2) tem validade geral, independente-
mente de as cargas no interior da superficie S estarem paradas ou em movimento, terem
distribuicoes volumétricas, assimétricas, ou de qualquer outro tipo. Pode parecer estranho
que uma lei tao geral seja formulada com base em equagoes que envolvem uma superficie
matematica fechada S, que pode ser escolhida arbitrariamente. E este fato, entretanto,
que assegura a generalidade da lei pois, se tomarmos uma outra superficie, os lados es-
querdo e direito das eqs.(12.1) e (12.2) mudam, mas as igualdades entre ele se mantém.

e a lei de Coulomb e a lei de Gauss

A lei de Gauss representa um postulado sobre o universo fisico e nao pode ser deduzida
a partir de outras leis. Entretanto, no caso particular de sistemas com cargas estaticas,
a lei de Gauss pode ser obtida a partir da lei de Coulomb, por meio de manipulagoes
matematicas, sem a necessidade de hipéteses fisicas adicionais.

e carga no centro de superficie esférica

Para discutir a relacao entre as leis de Coulomb e Gauss elétrica, consideramos o caso
de uma carga puntiforme q e calculamos o fluxo do seu campo elétrico sobre uma superficie
esférica fechada, de raio R, com centro na carga, como mostra a fig.12.2.

O elemento da superficie em coordenadas esféricas é dS = R?senfdf d¢ e o versor
normal a ela, apontando para fora, é n = 7, sendo 7 o versor da direcao radial. O campo
elétrico em um ponto qualquer dessa superficie é

— (12.3)
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Figura 12.2: Carga puntiforme no centro da superficie matematica esférica: (a) positiva,
(b) negativa.

e o seu fluxo sobre a superficie esférica é dado por

. T 27 1
& = (D E-ndS= [ do | do R?send | —L-—
o= ff 7 onas= [ [ao resens ()

q T 27 q
= / dé’sen@/ dp =—. (12.4)
dmey Jo 0 €0

Esse fluxo é positivo para uma carga positiva e negativo para carga negativa. Este resul-
tado corresponde a lei de Gauss para o caso de uma carga puntiforme fixa no centro de
uma superficie gaussiana esférica.

e carga no interior de superficie qualquer

A seguir, mostramos que a eq.(12.4) continua vélida para uma carga puntiforme no
interior de uma superficie fechada qualquer, deformando a superficie esférica da situacao
anterior.

Na aula 11, vimos que os fluxos de E sobre superficies que se apdiam nas paredes
de um mesmo tubo de campo sao iguais. Por isso, o fluxo de E é 0 mesmo sobre as
superficies fechadas representadas nas figs.12.3(a) e (b). Efetuando sucessivas deformagoes
infinitesimais deste tipo, podemos obter qualquer superficie fechada, sem que o fluxo total
sobre ela se altere. Uma deformacao possivel de ser construida deste modo ¢ a ilustrada
pela superficie da fig.12.3(c).

Este argumento permite-nos concluir que, para uma carga puntiforme ¢, valem as
relagoes

@E:ﬂ E-ﬁdS:ﬂ E-hdS=-.=1 (12.5)
S Sa €0
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(@) (b) (c)

Figura 12.3: O fluxo do campo elétrico da carga puntiforme em repouso tem o mesmo
valor quando a superficie fechada é deformada.

onde 57,9, -+ sao superficies fechadas quaisquer que envolvem a carga q.

e carga fora da superficie gaussiana

Em casos em que a carga q esta fora da superficie fechada S, o fluxo do campo elétrico
sobre ela é nulo. Para mostrar isso, partimos do resultado anterior, eq.(12.5), considerando
as superficies S, S2, S3 e S4+S5, da fig.12.4, que podem ser obtidas umas das outras por
meio de transformacoes continuas.

Figura 12.4: Os fluxos do campo elétrico de uma carga puntiforme em repouso através
das superficies Sy, Sa, S3 e Sy + S5 sao iguais.

Em particular, quando o pescoco que liga as duas partes da superficie S3 fica muito
estreito, esta superficie torna-se equivalente as superficies Sy e S5 juntas. Por isso, escre-

Vemos
<I>E:ﬂﬁ-ﬁdS:#E-ﬁdS:ﬂEﬁdS:# E-ads=L. (126
S1 So S3 Sa+Ss €0
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A ltima igualdade pode, também, ser expressa por

#E-ﬁd5+ﬁﬁ-ﬁdszi. (12.7)
S4 Ss €0

Como, pela eq.(12.5), a integral sobre S, sozinha ja é igual a ¢/ey, podemos concluir que

#E-ﬁdSzO : (12.8)
S5

Este resultado indica que o fluxo do campo elétrico de uma carga puntiforme ¢ sobre uma
superficie fechada qualquer que nao a envolve é nulo. Note que isso nao significa que o
campo FE seja nulo na superficie Sj.

e varias cargas

No caso de um sistema de n cargas estaticas gy, ..., q,, usamos o principio da super-
posicao, pois o campo elétrico total em qualquer ponto do espaco é dado pela soma vetorial
dos campos das cargas individuais naquele ponto. Como E = E; + --- 4+ E,,, escrevemos

ﬂﬁ-ﬁdb’:#ﬁl-ﬁdS+---+#ﬁn-ﬁdS. (12.9)
S S S

Para cada uma das contribuig¢oes individuais, temos

#Ek hds =% (12.10)

S €0

se gy estiver dentro da superficie .S ou

ﬂﬁk-ﬁdS:O, (12.11)
S

se qr estiver fora de S. Assim, todos os resultados discutidos podem ser englobados na
expressao

ﬂﬁ hds = Tt (12.12)

S €0

onde S é uma superficie fechada qualquer e ¢ ¢ a carga total encerrada por esta su-
perficie. Esse resultado corresponde a ler de Gauss na forma integral.

e a imagem da natureza associada a lei de Gauss elétrica

A lei de Gauss afirma que o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada
¢ proporcional a carga elétrica contida no seu interior. Em particular, para o caso de
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uma carga puntiforme, o fluxo do campo sobre uma superficie esférica com centro na
carga independe do seu raio. Isto quer dizer que os fluxos sobre uma superficie com raio
muito pequeno e outra, com raio muito grande, sao iguais. Ou, o que é equivalente,
que nao é possivel que uma linha de campo atravesse apenas uma dessas superficies;
ela necessariamente atravessa as duas. Esta caracteristica indica que nao existem linhas
de campo que nascem ou morrem no espago contido entre as duas superficies esféricas.
Deste modo, o espago vazio nao gera nem sorve campo elétrico. No caso estatico, o fato
do fluxo nao depender da superficie fechada que encerra a carga é consequéncia da forca
de Coulomb depender do inverso do quadrado da distancia a carga.

Para tornar essa ideia mais clara, podemos especular o que aconteceria com o espaco
em um universo ficticio (uf) em que o campo elétrico dependesse do inverso da distancia
da carga ao cubo, sendo expresso por

- 1 q .

=95 12.13
f 47r60r3r ( )

O fluxo através de uma superficie esférica de raio R com centro na carga seria dado por

— (DE. dS = L 4] pe (1 ]e
Dy = ﬁiEuf ds_ﬁi {47%0 Rg} [R*sen6 df d¢ | = {R} LJ . (12.14)

Neste caso, o fluxo depende de R, diminuindo a medida que a superficie esférica cresce.
Nesse universo ficticio o espaco funcionaria como um sorvedouro de campo elétrico, pois
existiriam linhas de campo que nascem na carga, atravessam uma superficie mais préxima
a ela, mas nao atravessam outra mais distante, como ilustra a fig.12.5(b).

(a) (b)

Figura 12.5: Linhas de campo de carga puntiforme: (a) no universo fisico; (b) no universo
ficticio no qual o campo é proporcional ao inverso da distancia ao cubo.

Voltando ao nosso universo fisico, facamos de conta que nés conhecemos a lei de Gauss,
mas ignoramos a lei de Coulomb. Neste caso, podemos deduzir a expressao do campo
coulombiano. A carga elétrica é uma grandeza escalar e, necessariamente, a direcao do
seu campo em um ponto P é a da reta que une a carga a este ponto. Por isso, o campo
de uma carga puntiforme colocada na origem do sistema de coordenadas tem a forma

E() =E(r)#, (12.15)
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onde 7 é o versor da dire¢ao radial e E(r) é uma fungao que depende apenas da distancia
do ponto considerado a carga. Para aplicar a lei de Gauss, escolhemos uma superficie
matematica esférica S, de raio R, com centro na carga. O versor normal a esta superficie
én=r e o elemento de fluxo é dado por

d®; = E(F)-ndS = E(R)dS . (12.16)
Integrando sobre todos os elementos da superficie, a lei de Gauss fornece

E(R)S=1, (12.17)

€0
onde S = 471 R? é a 4rea total. Assim, obtemos

1 g g 1
AT R? ¢y 4dmeg R

E(R) (12.18)
Este resultado pode ser positivo ou negativo, dependendo do sinal de ¢. Juntando as
egs.(12.15) e (12.18), recuperamos a expressao vetorial para o campo coulombiano. A
importancia desta discussdo é que ela joga luz sobre o fator 1/R%, com § = 2, da eq.(12.18).
Em muitos textos, o fator ¢ é tratado como um fator empirico, como algo a ser extraido da
natureza por meio de medidas. Entretanto, o resultado (12.18), baseado na lei de Gauss,
nos ensina que o fator § = 2 se origina na expressao da area da superficie esférica e que
tem, portanto, um carater geométrico. Assim, o fator 6 = 2 tem relagdo com o numero
de dimensoes de uma superficie no nosso espago tridimensional. Deste modo podemos,
também, escrever 6 = N — 1, onde N corresponde ao numero de dimensoes do espaco no
qual as linhas de campo podem se distribuir.

Esta perspectiva permite-nos pensar em uma lei de Gauss generalizada para um espaco
de N dimensoes, em que o campo elétrico fosse dado por

_ 1 q
_SNGO’

Ex(R) (12.19)

onde Sy é a area da superficie de raio constante naquele espaco. Assim, S3 = 47 R? nos
fornece a eq.(12.18), enquanto que

|
Sy =21 R — Ea(R) = —2

= — 12.20
2reg R’ ( )

4
2 €0
Podemos ter uma intuicao sobre estes resultados pensando que as linhas de campo em

um espaco com N dimensoes se dispersam em N diregoes diferentes e que, quanto mais
as linhas se dispersam, mais rapidamente o campo enfraquece com a distancia.

e além da lei de Coulomb



142 CAPITULO 12. LEI DE GAUSS ELETRICA

Na eletrostatica, as leis de Gauss e Coulomb sao equivalentes. Entretanto, a lei de
Gauss vale também para o caso de cargas em movimento, situacao para a qual a lei
de Coulomb nao vale. Cabe, entao, a pergunta: o que acontece com o campo elétrico
de uma carga em movimento, que permite que uma das leis continue valida e a outra,
nao? Esta questao é discutida em maior detalhe, mais adiante neste curso. No presente
momento, somente podemos adiantar uma explicacao bastante qualitativa, baseada na
ideia de linhas de campo.

O campo coulombiano, eq.(12.15), é esfericamente simétrico como representado na
fig.12.6(a). No caso de uma carga em movimento uniforme ao longo do eixo horizontal,
as linhas de campo elétrico permanecem retas, mas ficam mais proximas umas das outras
na dire¢ao perpendicular ao movimento, como ilustra a fig.12.6(b). J4 quando a carga
é acelerada, as linhas se encurvam e podem ter configuragoes semelhantes as mostradas
na fig.12.6(c). Em todos os casos, o movimento provoca apenas uma redistribui¢ao das
linhas de campo no espaco e, por isso, o fluxo total do campo elétrico sobre qualquer
superficie fechada que envolva a carga tem o mesmo valor. E deste modo que a lei de
Gauss permanece véalida.

|
Th——

N/
(a) (b) (c)

Figura 12.6: Linhas de campo elétrico de uma carga puntiforme (a) parada; (b) com
velocidade constante na diregao horizontal; (¢) com aceleracao na diregao horizontal.

e exemplo 1

Para ganhar familiaridade com os aspectos conceituais da lei de Gauss, aplicamos
a expressao (12.12) ao dipolo elétrico formado por duas cargas puntiformes +¢ e —q,
separadas pela distancia d e dispostas simetricamente sobre o eixo z, discutido no exemplo
1 da aula 8. O campo elétrico deste sistema, dado pela eq.(8.13), tem a forma

B(i) = 1 FH(Z—d/2)k T+ (Z+d/2)k
dmeo |24 (2 —d/21P” 2+ (Z+d/2)7?

Como superficie gaussiana, escolhemos uma superficie cilindrica de raio R e altura H > d,
com tampas nos planos z = +H/2 e z = —H /2, como mostra a fig.12.7
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Figura 12.7: Dipolo elétrico e superficie gaussiana cilindrica.

O fluxo do campo elétrico ® 5 sobre esta superficie fechada ¢ dado pela soma das
contribuicoes das trés partes indicadas na figura. Os elementos de fluxo sao

dd, = E -7 dS, =E -krdrdd

(H-d)2 (H +d)/2
p -+ (H = /A7 (H o+ 47

q
4dmeq

] rdrdd  (12.22)

dby = E -1ydSy = E - (—k)rdrdf

(H-dj2 (A +d)/2 rdrdd (12.23)
72+ (H +d2/4°% [+ (H — d)?/4]*

9
4dmeq

dq)g = E 7’L3d53 E rRdfdz

R - R
[R2+ (2 = a2 (R4 (2 + d/2)7"

q
4dmeq

Rdodz  (12.24)

A partir das eqs.(12.22) e (12.23), concluimos que d®y = —d®;. Assim, o fluxo total é
dado por

Qs = //d<1>1+// d@g—l—// d@gz// dPs
51 Sz 53 SS
H/2
:/ /d& g R R ]
H/2 47reo

R2+ (= —d/22P  [R?+ (2 +d/2)7
_ 4 2WRQ/H”GZZ

dme —H/2

: - ! =0. (12.25)
(B2 + (2 —d/22? (R + (2 +d/2))""

Para obter a tultima igualdade, usamos o fato que o integrando é uma funcao impar em
z e que a integral de qualquer funcao impar em um intervalo simétrico é nula. Como a
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carga interna a superficie é dada por ¢.x = +¢ — ¢ = 0, a lei de Gauss expressa pela
eq.(12.1) ¢é satisfeita.

Um dos propositos deste exemplo é mostrar que, na lei de Gauss, o valor de ¢y é
dado pela soma algébrica das cargas contidas no interior da superficie gaussiana. Um
outro é deixar claro que um campo elétrico nao nulo E pode ter um fluxo nulo sobre uma
superficie fechada. Intuitivamente, isto pode acontecer em casos, como o do dipolo, em
que existem as mesmas quantidades de linhas de campo entrando e saindo da superficie
fechada. Como a normal a superficie aponta para fora, linhas que entram correspondem
a fluxos negativos enquanto que as que saem, a fluxos positivos. Assim, ha também uma
soma algébrica para os fluxos parciais e o fluxo total pode ser nulo.

e as aplicacoes da lei de Gauss

A lei de Gauss, expressa pela eq.(12.1), pode ser aplicada a duas classes diferentes de
problemas. Uma delas, representada simbolicamente por ¢ — E , corresponde a determi-
nar o campo elétrico a partir das cargas e é discutida nas aulas 13 e 14. A outra, do tipo
E — q , envolve obter propriedades das distribuicoes de cargas a partir das caracteristicas
do campo elétrico. Em particular, este é o caso de condutores em equilibrio eletrostatico,
discutido nos exemplos que seguem.

e condutores metalicos em equilibrio eletrostatico

A estrutura de um corpo metalico envolve uma rede cristalina, formada por {os posi-
tivos, no interior da qual os elétrons livres tém apenas movimento térmico. Quando este
corpo € colocado em presenca de um campo externo, estes elétrons livres adquirem um ou-
tro movimento, coletivo, no sentido oposto ao campo. As situagoes mostradas na fig.12.8
envolvem uma carga puntiforme (), positiva, no vacuo, com o seu campo coulombiano e
a mesma carga em presenca de um prego metélico.

A relagao entre a carga () e o campo EQ que ela produz é a mesma nos dois casos.
Quando o prego é colocado em presenca da carga (), aparecem forgas tanto nos fons da
rede cristalina como nos elétrons livres. Os ions tém massa grandes, estao acoplados a
rede cristalina e reagem muito pouco a presenca da carga (), enquanto os elétrons se
movem até que o sistema se equilibre. Estes deslocamentos provocam aciimulos de cargas
na superficie do corpo metalico, que também passam a criar um campo elétrico, indicado
na fig.12.8(b). Este campo é chamado de induzido e costuma ser representado por Eina.
Ele existe tanto dentro como fora do prego e o campo resultante E, em todo o espaco, é
dado por

E=Eg+ Enq . (12.26)
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Figura 12.8: Linhas de campo elétrico (a) de carga puntiforme Q); (b) das cargas induzidas
em um prego pela presenca de Q).

e equilibrio no interior do metal

O que caracteriza a situacao de equilibrio eletrostatico em um corpo metalico é a
auséncia de movimentos coletivos dos seus elétrons livres, indicando que nao ha forcas
agindo sobre eles. Consequentemente, no equilibrio eletrostatico, o campo resultante E
no interior do condutor é nulo. Caso isso nao acontecesse, os elétrons livres sofreriam
forgas F=—¢FE ese moveriam, o que corresponde a um desequilibrio.

Este argumento vale tanto para os corpos globalmente neutros, como o prego do nosso
exemplo, como para os carregados, com excesso ou falta de elétrons. Por isso, para um
corpo metalico, seja ele neutro ou carregado, vale a equivaléncia

—

equilibrio eletrostatico <» E =0, (12.27)

em todos os pontos do seu interior.

e a localizacao das cargas

Usando a lei de Gauss, podemos mostrar que distribuicoes de cargas existentes em
corpos metélicos em equilibrio eletrostatico estao necessariamente localizadas nas suas
superficies externas. Em um condutor em equilibrio, tal como, por exemplo, um ele-
troscépio carregado, as distribuicoes de carga estao em repouso, indicando que E=0
em qualquer ponto do seu interior. Assim, o fluxo deste campo é nulo sobre qualquer
superficie gaussiana dentro do condutor e, pela lei de Gauss, @5z = 0 — gine = 0. Como
isto vale para qualquer superficie S, fechada e totalmente contida dentro do metal, pode-
mos concluir que a carga total é nula em todo o seu interior. Nao estando os excessos de
cargas no interior do condutor, eles estao necessariamente na sua superficie externa.
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e 0 equilibrio na superficie

Cargas distribuidas em superficies externas de corpos metalicos em equilibrio permane-
cem em configuracoes estaveis. Por exemplo, quando transferimos uma certa quantidade
de elétrons para um corpo metélico neutro, ela fica distribuida sobre a sua superficie ex-
terna e cada elétron repele todos os demais. A forca resultante que age sobre um dado
elétron na superficie, devida a repulsao de todos os demais, tem uma componente ﬁn,
normal a ela e outra, F’t, tangencial.

Na situacao de equilibrio, a densidade superficial de carga pode variar de um ponto
a outro do corpo, mas ¢ independente do tempo. Como os elétrons, que poderiam se
deslocar ao longo da supericie do corpo nao o fazem, concluimos que a componente ﬁ’t
é nula sobre qualquer elétron, o que indica que o mesmo acontece com componente Et
do campo elétrico. Ja a forca F, é nio nula e aponta para fora da superficie, tendendo
a expelir o elétron do metal, sendo contrabalanceada pela forca que confina os elétrons
livres no seu interior.

e exemplo 2 - o poder das pontas

Tomemos novamente um corpo metalico com excesso de elétrons. Se ele for uma esfera
de raio R, a simetria do problema determina que as cargas negativas fiquem uniformemente
distribuidas na sua superficie externa, com densidade superficial constante, como mostra
a fig.12.9(a). Entretanto, caso a forma do corpo seja outra, as cargas também ficam
distribuidas na sua parte externa, mas a densidade de carga varia de um ponto a outro.

—y

&=
= "
- E-:' .

(@) (b)

Figura 12.9: Condutores metalicos carregados: (a) esfera; (b) corpo com ponta.

Em particular, se o corpo possuir uma ponta, a densidade de carga tende a ser maior
nesta regiao, como sugere a fig.12.9(b). Este efeito é conhecido como poder das pontas
e ocorre porque a ponta é caracterizada por uma curvatura pronunciada da superficie
do metal e a forca tangencial F, que age em um dado elétron naquela regiao provém de
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elétrons distribuidos de modos bastante assimétricos nas demais partes do corpo. Por
exemplo, no caso do elétron B da figura (b), todas as cargas a sua esquerda o empurram
para a direita e, para que possa haver equilibrio, é preciso que existam muitos elétrons
acumulados a sua direita.

De modo geral, o critério para que uma distribuicao de cargas se estabilize sobre a
superficie de um corpo metalico é que a forca tangencial F, sobre cada carga seja nula.
Nesta situagao, ocorre também algo muito interessante. Como o campo E} de cada carga
qr na superficie do metal existe em todo o espaco, tanto dentro como fora dele, devemos
ter >, Ek = 0 em todos os pontos do interior do corpo.

e exemplo 3

Uma casca esférica metalica eletricamente neutra, de raio interno a e externo b, envolve
uma carga positiva ¢, no centro do sistema mostrado na fig.12.10. Nosso interesse é
determinar as densidades de carga nas superficies interna e externa da casca esférica.

Figura 12.10: Casca esférica metélica neutra com carga puntiforme no centro da cavidade;
a linha pontilhada representa uma superficie gaussiana no interior do metal.

O fato de o condutor estar em equilibrio implica que o campo eletrostatico em todo
o seu interior é nulo. Por isso, para qualquer superficie gaussiana totalmente imersa no
interior do metal, tal como a indicada por uma linha pontilhada na figura, o fluxo do
campo elétrico é nulo e, pela lei de Gauss, a carga elétrica no seu interior também deve
ser nula. Dai concluimos que héa carga negativa induzida na superficie interna, de raio
a, e que a carga total nessa superficie deve ser —q. Como o metal é globalmente neutro,
deve haver carga positiva +q distribuida na superficie externa, de raio b.

Neste caso particular, em que o corpo metalico é uma casca esférica neutra com uma
carga no centro da sua cavidade oca, a simetria do sistema permite afirmar que as cargas
induzidas nas superficies interna e externa estao uniformemente distribuidas, como mostra
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a fig.12.11(a). Por isso, as densidades de carga nestas duas superficies sdo dadas por

q
e = — —— 12.28
Oint 4m a? ( )
a (12.29)

Oext = A7 b2 .

e exemplo 4

Uma variacao do problema de uma carga envolta por uma casca esférica é mostrada na
fig.12.11(b), na qual a carga é movida do centro do sistema. No equilibrio eletrostético,
o campo resultante continua nulo no interior do metal e podemos concluir que a carga
total induzida na superficie interna de raio a vale —g. Agora, entretanto, nao podemos
inferir de modo simples a forma da densidade superficial de cargas oy, ja que ela varia
ao longo da superficie. Intuitivamente, podemos esperar que haja maior quantidade de
cargas negativas induzidas na regiao da superficie interna mais préxima a carga e menor
densidade de cargas na parte mais distante dela. Este rearranjo na distribuicao de cargas
na parte interna da casca quando passamos da situacao (a) para a (b) da fig.12.11 acontece
para que o campo no interior do metal permaneca nulo.

Neste tipo de problema, é importante que nao sejamos induzidos a pensar no metal
como um tipo especial de matéria capaz de fazer o campo elétrico desaparecer, pois nao
é isso o que acontece. Apenas, o metal possui elétrons livres, que podem se mover com
facilidade e, se houver um campo elétrico no seu interior, estes elétrons se deslocam. Os
casos das figuras (a) e (b) envolvem as mesmas quantidades de elétrons, que se movem de
modos diferentes em direcao a superficie interna da casca e se estabilizam em configuragoes
diferentes, produzindo sobre ela densidades oy, que diferem de um caso para outro.

densidades
uniformes

Figura 12.11: Casca esférica com carga ¢ (a) no centro da cavidade; (b) fora do centro;
(c) distribuida sobre a superficie externa.

Na parte externa da casca, as distribui¢oes de cargas positivas nos casos (a) e (b) sao
idénticas. Como elas nao podem ser influenciadas pelos interior do metal, onde o campo
¢ nulo, a sua distribuicao é determinada pelas interagoes coulombianas entre cada carga
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na superficie e as demais. O critério para a estabilidade é que a forca tangencial F, sobre
cada carga seja nula e isto s6 depende da forma da superficie externa. Por isso, também
na configuragao (b), a densidade de cargas o ¢ dada pela eq.(12.29).

Para completar esta discussao, notamos que se a carga ¢ tocar o metal, a superficie
interna se descarrega e o excesso de carga +¢q no condutor fica distribuido na superficie
externa da casca esférica Neste caso, a simetria do condutor permite concluir que o ex-
cesso de cargas se distribui uniformemente na superficie externa da casca, como mostra a
fig.12.11 (c), e a densidade superficial de cargas continua a ser dada pela eq.(12.29).

e exemplo 5: blindagem

Retomamos a situagao mostrada na fig.12.11, para discutir o que ocorre quando a
superficie externa da casca metélica ¢ aterrada. Com o aterramento, elétrons da Terra,
atraidos pelas cargas positivas, se movem até que a carga na superficie externa da casca
se anule. O campo no interior do condutor continua sendo nulo e a distribuicoes de cargas
negativas na superficie interna nos casos (a) e (b) permanecem inalteradas, como indicam
as figs.12.12. Estas configuracoes descrevem tanto a situagao em que a superficie externa
estd aterrada quanto a posterior a remocao do aterramento.

Figura 12.12: Casca metdlica aterrada na superficie externa (a) com a carga +¢ no centro
da cavidade; (b) com a carga da cavidade deslocada do centro.

As figuras evidenciam uma caracteristica interessante das distribuigoes de cargas no
interior do metal. Nos dois casos, depois que o sistema se estabiliza, cada um dos elétrons
distribuidos sobre a superficie interna da casca cria um campo elétrico que se superpoe aos
dos demais, dando origem a um campo E_. Este campo se soma ao campo E da carga q
e, em todos os pontos do espaco no exterior da superficie de raio a externa a casca, tanto
os que estao no interior do metal quanto os que estao do lado de fora dele, Eq +E_ =0.
Deste modo, os efeitos elétricos de cargas existentes no interior de um condutor aterrado
nao podem ser percebidos fora dele. Este fenomeno é chamado de blindagem elétrica.

Um efeito relacionado foi observado em 1836 pelo fisico inglés Michael Faraday, que
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estudou experimentalmente o comportamento de campos elétricos no interior de metais.
Neste processo, ele desenvolveu a ideia do que ficou conhecido como a gaiola de Faraday.
No seu experimento, a gaiola era uma estrutura metalica, no interior da qual pessoas
podiam ser colocadas. Desde que os seus pés estivessem isolados eletricamente da gaiola,
essas pessoas nao sofriam qualquer efeito de campos elétricos externos Eext, mesmo os de
descargas muito intensas. Tals campos induzem cargas na superficie externa da gaiola,
que produzem um campo Emd, sendo que a soma Eext + Emd se anula em todos os pontos
do seu interior.

Atualmente, gaiola de Faraday é o nome genérico dado a caixas feitas de placas ou

telas metalicas, muito usadas na pratica para proteger pessoas e equipamentos de campos
elétricos indesejados, sejam eles produzidos no interior ou no exterior da gaiola.

e exercicios

1. Considere um universo ficticio no qual o campo elétrico de uma carga puntiforme seja
dado por

Fo_L a7
.

dmeg 1
a) Continua sendo verdade que o fluxo do campo de uma carga sobre uma superficie fe-

chada qualquer que ndo engloba a carga é nulo?
b) O espago neste universo é eletricamente neutro?

2. No caso do exemplo 1, desenhe as linhas de campo produzidas pelas cargas do dipolo
e discuta

a) os sinais dos fluxos ®; e @5, sobre cada uma das tampas do cilindro gaussiano;

b) a razao pela qual ®3 é nulo;

c) se os fluxos ®;, Py e 3 permanecem os mesmos no caso da superficie cilindrica de raio
R ter suas tampas nos planos z = +H/2 e z = —2H.

3. Uma casca esférica metdlica, de raio interno a e externo b, carregada com carga +q,
envolve uma carga puntiforme —2q, colocada no centro do sistema. No equilibrio ele-
trostatico, quais sao:

a) as quantidades de carga total nas superficies interna e externa da casca metdalica?

b) as densidades superficiais de cargas nas superficies interna e externa?

4. Uma casca condutora tem uma carga +q¢ no seu interior, como mostra a fig.12.11.
Trace as linhas de campo nas situagoes

a) em que a carga estd no centro da distribuigao.

b) em que a carga estd fora do centro da distribuigao.

5. Uma carga q estd localizada no centro de um cubo de aresta L.

a) Qual o valor do fluxo do campo elétrico sobre a superficie ciibica?

b) Qual o valor do fluxo sobre uma das faces do cubo?

c¢) Suas respostas aos itens anteriores se alteram se a carga for afastada do centro do cubo,
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mas permanecer em seu interior?
e respostas
. (a) nao; (b) néo.

1
2. (a) &1 >0e Dy <0 (c) ®q, sim; Py e $3, ndo; entretanto, Gy + P3, sim.
3. (a) +2¢, na interna e —¢, na externa.

(

b) Oint = 5y € Oy = — 1
5. (a) L (b) 5&; (c) em (a), sim e em (b), nao.
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Capitulo 13

lei de Gauss - exemplos com simetria
esférica

A lei de Gauss, uma das leis bésicas do eletromagnetismo, tem validade geral. En-
tretanto, nem sempre se pode calcular o campo elétrico de uma distribuicao de cargas
usando apenas essa lei. Este cédlculo é possivel em casos de distribuicoes de cargas de si-
metrias especificas, que permitam que a direcao do campo elétrico seja conhecida a priori.
Sé nestes casos é possivel escolher superficies gaussianas adequadas a determinacgao da
intensidade do campo.

e exemplo 1: carga puntiforme

Voltamos ao caso do calculo do campo elétrico de uma carga puntiforme ¢, usando a lei de
Gauss. Este problema ja foi discutido na aula anterior mas, aqui, enfatizamos a questao
da escolha da superficie gaussiana.

A carga elétrica é uma grandeza escalar e seu campo deve ter a direcao radial. Além
disso, como todas as direcoes ao seu redor sao equivalentes, a intensidade do campo deve
depender apenas da distancia do ponto considerado a carga.

A representacao do campo de uma carga puntiforme por meio de linhas de campo

evidencia esta simetria pois a sua distribuicao é isotrépica, como ilustrado na fig.14.1.
Assim, a natureza escalar da carga elétrica permite-nos escrever

E(7) = E(r)7 . (13.1)
Entretanto, ela nao permite conclusoes acerca de FE(r), a intensidade do campo. Neste

caso, para calcular a intensidade do campo elétrico da carga E(r) é possivel usar a lei de
Gauss.

153
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(a) (b)

Figura 13.1: (a) O campo de uma carga puntiforme positiva e (b) suas linhas de campo.

De modo geral, o emprego da lei de Gauss para calcular campos elétricos envolve algu-
mas sutilezas, que apontamos a seguir. Na expressao da lei para uma carga puntiforme,

dada por
#E-ﬁdS: 4.
S €0

E, q e g sao grandezas fisicas, enquanto que S, n e dS sao entidades matematicas. Além
disso, a integracdo envolve uma somatéria de elementos de fluxo d®z(r) = E(7) - ndS
sobre pontos em posicoes diferentes da superficie S, caracterizados pelo vetor 7. Se esta

superficie fosse discretizada, escreveriamos A®;, = FE(ry) - npdSk e a lei de Gauss teria a
forma

E(#) - #ndSy + - + E(F) - igdSy + - = 62 (13.2)
0
O problema de calcular o campo elétrico por meio da lei de Gauss corresponde a obter
o vetor E(7,) em um particular ponto 7, a partir da expressao (13.2). Para poder resol-
ver um problema deste tipo, é preciso escolher com arte a superficie gaussiana, pois ela
determina tanto n como dS.

No caso da carga puntiforme, é conveniente escolher uma superficie gaussiana esférica,
com centro na carga e o raio genérico r. Com isso, os versores n normais a superficie
gaussiana, tornam-se paralelos ao campo elétrico e temos n = r. Isto permite uma
simplificagdo no lado esquerdo da expressao da lei, pois, usando a eq.(13.1) escrevemos

ﬂsﬁ -7 dS :ﬂs E(r)dS. (13.3)

Como a superficie gaussiana é esférica, o campo tem intensidade E(r) constante sobre ela
e, por isso, temos

# E(r)dS = E(r) ﬁi dsS = E(r)S, (13.4)
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com S = 4mr?. Assim, com uma escolha adequada da superficie gaussiana, obtemos
E(r)S = q/¢ e, consequentemente,

_a 1
 Ameg T2

E(r) (13.5)

Este resultado para a intensidade do campo indica que o seu sinal é o mesmo de q.

E muito importante ressaltar que a estrutura matematica da lei de Gauss permite
apenas a determinagao da intensidade FE(r) do campo. Para reconstruir o vetor campo
elétrico, usamos a eq.(13.1), para escrever

qg 1

E = 5
dmeg T

(13.6)

que é, como esperado, a expressao do campo coulombiano.
e exemplo 2: esfera uniformemente carregada

Estudo do campo elétrico em todo o espaco criado por uma distribuicao de carga esférica
de raio R, com densidade volumétrica p constante.

O fato de a distribuicao de cargas ter simetria esférica remete a conclusao que o seu
campo elétrico deve ter a mesma simetria, sendo radial e com uma intensidade E(r) que
depende apenas da distancia ao centro do sistema. Isto acontece porque, se a esfera
carregada sofrer uma rotacao em torno de um eixo que passa pelo centro do sistema, a
forma da distribuicao de carga permanece a mesma e, portanto, o seu campo elétrico nao
pode mudar.

Por isso, no caso da esfera uniformemente carregada, o campo elétrico tem a forma
genérica

E(F) = E(r) 7 (13.7)

e a lei de Gauss é usada para determinar a intensidade E(r). Tal como no caso da carga
puntiforme, escolhemos uma superficie gaussiana esférica de raio r, concéntrica com a
distribuicao de cargas, que é conveniente por dois motivos: a normal a ela é n = 7,
paralela ao campo e a intensidade de campo elétrico E(r) tem o mesmo valor sobre ela.

Estas duas caracteristicas e a eq.(13.7) permitem escrever o fluxo do campo elétrico como

E-ndS=({p E(r)dS = E()S, (13.8)
fenos-f

com S = 4nr?.

Para aplicar a lei de Gauss, existem duas situagoes a serem consideradas, pois o ponto
onde calculamos o campo pode tanto estar fora como dentro da regiao com cargas.
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Figura 13.2: Superficies gaussianas para determinar E(r) (a) fora (r > R) e (b) dentro
(r < R) da regido com cargas.

e campo fora da distribuicao

Neste caso, usamos uma superficie gausssiana S com r > R, a carga interna a ela vale

47

Qint = P?Rs (13.9)
e, usando (13.8) a lei de Gauss fornece
Gt p 47 R® pR3
E(r < R)dmr? = =% = & — BE(r <R) = : 13.10
(r < R)dmr €0 € 3 (r<R) 3re ( )

e campo dentro da distribuicao

Para superficie gaussiana com r < R, a carga interna ¢;,; depende do valor de r, e para
densidade volumétrica constante temos

43
Gint =P —5— - (13.11)
Usando (13.8) e a lei de Gauss, obtemos
,  pdmr? pr
E(r < R)dnr® = — — E(r<R)=-—. (13.12)
€0 3 360

Os resultados (13.12) e (13.10) fornecem as intensidades do campo elétrico dentro e
fora da distribuicao de cargas. Para obter o vetor campo elétrico em todo o espaco,
empregamos a eq.(13.7) e escrevemos

L pr . p

Br<r=Li=L 13.13
(7" - ) 360 " 360 ™ ( )

Br>R =" f (13.14)
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Estes campos sao radiais e tém o sentido saindo do centro da esfera para cargas positivas
e, entrando neste para cargas negativas.

Para tornar este resultado mais transparente, é conveniente reexpressa-lo em termos
da carga total ¢ = p47R3/3 contida na esfera carregada. Assim, temos

—

— q T

Er<R)= — — 13.15
= q r
Er> R)= — . 13.16
(r= R) 4dey 13 ( )
E
PR o it
38[) :
!
R r

Figura 13.3: Modulo do campo elétrico de uma distribuicao esférica de cargas com den-
sidade volumétrica constante p.

O modulo deste campo é mostrado na fig.13.3 e tem varias caracteristicas interessantes:

- O campo é nulo no centro da distribuicao de cargas; isto ocorre porque ela é simétrica
em relacao aquele ponto e, ali, um vetor campo elétrico nao nulo teria direcao arbitraria.
- O campo no interior da esfera carregada cresce linearmente com o raio, até atingir o seu
valor maximo na superficie.

- O campo no exterior da esfera é idéntico ao de uma carga puntiforme ¢ no seu centro.

Esta tultima caracteristica é muito geral nas distribuicoes de cargas com simetria
esférica. Ainda que no seu interior a dependéncia da intensidade do campo com a distancia
ao centro tenha peculiaridades da distribuicao, no seu exterior tudo se passa como se a
carga total do sistema estivesse localizada no seu centro.

e exemplo 3: superficie esférica uniformemente carregada

As cargas de uma esfera metélica carregada e em equilibrio eletrostatico estao unifor-
memente distribuidas sobre a sua superficie. Para determinar o campo elétrico criado
por esta distribuicao, consideramos uma superficie esférica de raio R, carregada com uma
densidade superficial o, constante.
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Para aplicar a lei de Gauss, consideramos dois casos, os de pontos internos e externos
a distribuicao, mostrados na fig.13.4.

Figura 13.4: Superficie de raio R com distribuicao uniforme de cargas e superficie gaus-
siana na regiao (a) r < R; (b) r > R.

Devido a simetria da distribuicao de cargas, o campo tem a forma genérica dada pela
eq.(13.7). Por isso, escolhemos superficies gaussianas esféricas, com versores normais que
apontam para fora, dados por n = 7. Esta escolha permite-nos escrever

#E -7 dS :ﬂ E(r)dS = E(r)S (13.17)
sendo S = 4mr?.

No caso de pontos r < R, internos a superficie, a carga encerrada pela superficie
gaussiana é nula e a lei de Gauss fornece

E(r)dnr? =0 — E(r < R) = 0. (13.18)

J4 para pontos r > R, a carga no interior & superficie gaussiana é ¢ = 47 R%0 e temos

q q 1
E(r)dm? = = — E(r > R) = —.
(r)dmr €0 (r ) ey 12

(13.19)

Como a lei de Gauss determina apenas a intensidade F(r), o vetor campo elétrico precisa
ser reconstruido usando a eq.(13.7) e temos

E(r<R)=0, (13.20)

- q T

E(r>R)=— —. 13.21
(r>R) 4rey 13 ( )

Para determinar o campo elétrico sobre a superficie esférica, com r = R, é preciso em-
pregar alguns resultados que somente serao apresentados na proxima aula. Aqui, apenas
mencionamos a sua expressao, dada por

1 q 7
2 4meq 13

(13.22)
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Figura 13.5: Moédulo do campo elétrico de uma distribuicao superficial de cargas em esfera
de raio R.

O grafico do médulo do campo é mostrado na fig.13.5 e é interessante compara-lo com a
fig.13.3, obtida no caso da esfera uniformemente carregada. Em ambos os casos, os campos
na parte r > R, externa a distribuigao, sao idénticos ao de uma carga puntiforme colocada
na origem r = (. Este é um resultado muito geral e vale para qualquer distribuicao de
cargas com simetria esférica. Ja na regiao r < R, os resultados para as duas distribuicoes
sao muito diferentes. A eq.(13.18) mostra que o campo resultante no interior de uma
superficie uniformemente carregada é nulo. Este resultado pode parecer surpeendente,
pois cada elemento de carga da distribuicao cria campo tanto dentro como fora da esfera.
Entretanto, a soma de todas estas contribuicoes é nula em qualquer ponto do interior da
esfera carregada. O fato do valor do médulo do campo em r = R parecer descontinuo
decorre da aproximacao de superficie carregada com expessura nula.

e exemplo 4

Célculo do campo elétrico em todo o espago criado por uma distribuicao esférica de raio
R, com densidade variavel p(r) = po(1 — ar/R), sendo py e a constantes positivas, e r a
distancia ao centro da esfera.

Neste exemplo, embora a distribuicao de cargas varie com a distancia r ao centro do
sistema, continua havendo simetria esférica e também vale o argumento de que ela nao
muda quando o sistema sofre uma rotagao em relagao a qualquer eixo que passe pelo seu
centro. Assim, o campo elétrico deve ter intensidade constante sobre superficies esféricas
concéntricas com o sistema, dire¢do radial e ter a forma dada pela eq.(13.7).

A fig.13.6 mostra a fungao p(r) para diferentes valores de a. No caso de a = 0,
recuperamos a situacao do exemplo 2, com densidade constante. Dependendo do valor
da constanta «, a distribuicao de cargas pode mudar de sinal no interior da esfera. Para
0 < a <1 a carga é positiva na esfera toda. Se a > 1, a densidade é positiva para
r < R/a, e negativa para r > R/a. No centro da esfera a densidade é positiva para
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qualquer valor de o > 0.

Figura 13.6: Densidade volumétrica em funcao da distancia ao centro para diferentes
valores de « positivo.

Para aplicar a lei de Gauss, tomamos superficies gaussianas S esféricas de raio r, com
centro na distribuicao e consideramos os casos r < R e r > R. Em ambos, a normal a
superficie em cada ponto é dada por n = 7, onde 7 é o versor da direcao radial. O fato
de a eq.(13.7) se aplicar a este problema permite-nos escrever

#E ndS = ﬂ r)dS = E(r)S = E(r)4nr?. (13.23)

Sendo o elemento de volume em coordenadas esféricas dado por dV = r?sen 0drdfdeg, no
caso r < R, que corresponde a pontos internos a distribuicao, a carga ¢;,; encerrada pela
superficie S de raio r é

T T 21 r
, N , ar’\ 4 3ar
QintZ/dT /dQ/dqﬁp(T)TQsen@:élﬂ/ dr’ po ( 7 ) r2:§7rr3p0 (1— 4R>(13.24)
0 0 0 0

Assim, a intensidade do campo elétrico obtida a partir da lei de Gauss é dada por

4 3 3
47r*E (r < R) = 3 T Po (1 - 43;) ™ - E(r<R)= 3p_20 (1 46;;) (13.25)

Para pontos r > R, externos a distribuicao, a carga interna a superficie gaussiana S é
dada pela carga total da esfera
R s 2w

:/dr/ /dgbp( )r sen9—47r/0Rp0 (1—%) r2dr:§7rR3p0 (1—%) (13.26)

0 0 0
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e a lei de Gauss fornece

R3p0 3a, 1

1- =05, (13.27
3, 0T ) (1327)

4
b E(r > R) = — 7Ripy (1- %) 5 B(r > R) =
360 4

Para obter o vetor campo elétrico, incorporamos a diregao e o sentido usando a eq.(13.7)
€ escrevemos

- 0 3ar\ _

Er<R)=—11- 13.28
(r - ) 360 ( 4R ) " ( )

E(r > = l—— == —. 13.2
(r2 R) 3eo ( 4 ) r3  dmeyrd (13.29)

A intensidade deste campo para alguns valores de o é mostrada na fig.13.7.

Figura 13.7: Intensidade do campo para diferentes valores da constante a.

Um outro aspecto importante é que, na superficie da esfera, o valor do campo elétrico

E(R) = % (1 - %) P (13.30)

calculado nas duas eqs.(13.28) e (13.29); outro é que o campo é nulo na origem para
qualquer valor de «.

Na regiao externa a distribuicao de cargas, o campo elétrico é, como nos exemplos
anteriores, igual ao campo de uma carga puntiforme ¢, no centro da esfera. Mas os
diferentes valores de « definem situagoes fisicamente diversas. Quando o < 4/3, a carga
total g, é positiva e o campo elétrico na regiao externa a distribuicao de cargas é radial,
saindo da esfera. Se a > 4/3 a carga total é negativa e o campo radial tem sentido
entrando na esfera. Para a = 4/3 a carga total é zero e, portanto, o campo é nulo na
regiao externa a esfera carregada.

No interior da esfera carregada o campo elétrico tem direcao radial saindo do centro
para r < 4R/3a e entrando para r > 4R /3« e, é nulo em r = 4R /3a.
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e exercicios

1. Para quais das distribuicoes abaixo pode se conhecer de antemao a direcao do campo
elétrico? E para cada um destes casos, qual é a superficie gaussiana que permite o célculo
da intensidade do campo?

(a) Esfera de raio R com distribuicao p(r, 6), sendo r a distancia ao centro da esfera e 6
o angulo com o eixo z;

(b) Fio infinito com distribuigao uniforme de cargas;

(¢) Cilindro infinito com distribuicao p(r), sendo r a distancia ao eixo do cilindro;

(d) Fio finito com distribui¢ao uniforme de cargas;

(e) Cilindro finito com distribui¢ao superficial de cargas constante;

(f) Anel de raio R com distribui¢do uniforme de cargas;

(g) Disco de raio R com distribui¢ao uniforme de cargas.

2. Um cubo de aresta L tem densidade volumétrica de carga p constante

a) Determine o fluxo do vetor campo elétrico sobre uma superficie ctibica de aresta a
contida no interior da distribuicao de cargas;

b) E possivel calcular o campo elétrico desta distribuicao de cargas usando a lei de Gauss?

3. Um neutron é uma particula eletricamente neutra, mas que possui carga elétrica
distribuida em seu interior. Supondo que a distribuicao de cargas discutida no exemplo 4
se aplique ao néutron,

a) Determine o valor de a que descreve o néutron;

b) Determine o campo elétrico E em todo o espago;

¢) Faga um grafico de F(r) em fungao de r;

d) Represente o campo elétrico do néutron por meio de flechas.

4. Uma casca esférica de material dielétrico e com raio interno a e externo b, é carregada
com densidade volumétrica de carga p, constante e positiva

a) Determine o campo elétrico E(r) em todo o espaco:

b) Faga um grafico E(r) x r.



Capitulo 14
lei de Gauss - aplicacoes

A validade da lei de Gauss é geral. Entretanto, apenas para algumas situacoes ela permite
o calculo de campos elétricos produzidos por distribuicoes de cargas. Nestes casos é preciso
que as distribuigoes de cargas tenham simetrias que permitam que a dire¢ao e o sentido do
campo elétrico sejam conhecidos de antemao. Nestas situacoes é possivel a determinacao
da intensidade do campo elétrico.

e exemplo 1 - plano infinito

Estudamos o campo elétrico de um plano infinito carregado com uma densidade su-
perficial de carga o, constante e positiva, em um ponto P que dista d dele. Para situar o
problema, supomos que este plano esteja apoiado sobre os eixos x e .

Planos infinitos carregados nao existem na natureza, ainda assim, eles constituem um
limite muito util para alguns problemas fisicos. Por exemplo, as cargas em um condutor
em equilibrio eletrostatico ficam distribuidas sobre a sua superficie, em camadas muito
finas. Em pontos extremamente préoximos do corpo, a sua superficie pode ser pensada
como um plano infinito. A situacao é semelhante ao que acontece com a Terra: para
construir uma casa, a sua superficie pode ser bem aproximada por um plano.

Neste problema a simetria da distribuicao de cargas permite-nos concluir que a direcao
de E deve ser perpendicular ao plano. Isto ocorre porque todo eixo perpendicular a um
plano infinito carregado com densidade uniforme é um eixo de simetria. Se a distribuicao
de cargas for rodada em torno deste eixo, a situacao fisica nao muda. Como o vetor
E ¢ sempre perpendicular ao plano, todas as linhas de campo sao paralelas entre si.
Além disso, para uma distribuicao positiva, as linhas se afastam do plano, como mostra

a fig.14.1(a).
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Assim, o campo elétrico tem a estrutura geral
E=FEk para 2>0, (14.1)
E=—FEk para z<0. (14.2)

A lei de Gauss é empregada para determinar a intensidade E do campo e, para a sua
aplicagao, é conveniente escolher uma superficie gaussiana S na forma de um cilindro com
superficie lateral S3 perpendicular ao plano e bases S; e Sy de area A, paralelas a ele,
como mostram as figs.14.1(b) e (c¢). Como em principio, a intensidade do campo poderia
depender da distancia ao plano, tomando as duas bases equidistantes dele, podemos nos
assegurar que o valor de E é o mesmo sobre elas.

Sy(drea A)

Priioet ot | S | il ol i b é’.'

S+ g + +/
s :__:) +0 l’ >}
G o+ + o+ 4
= .
S U S, (drea A)
.

(@) (b) (©)

Figura 14.1: Plano carregado e superficie cilindrica gaussiana

As normais as superficies S; e Sy s@o, respectivamente, n; = k e ny = k, enquanto que
a normal n3 a superficie lateral do cilindro é uma combinacao linear de i e j.

Para tal superficie fechada S, o lado esquerdo da lei de Gauss tem a forma

ﬂﬁ-ﬁdé‘ //E-ﬁldSl+//E-ﬁ2d52+//ﬁ-ﬁ3d33
S S1 So S3
— //Eds1 +//Ed52 = EA + EA, (14.3)
51 52

usando o fato que E-fz=0e que a intensidade do campo ¢ a mesma em qualquer ponto
das tampas do cilindro.

A carga interna a superficie gaussiana é
Gint = 0 A, (14.4)

portanto, a lei de Gauss fornece

A
908A="" s p=". (14.5)
€0 260
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A intensidade do campo elétrico Eé independente da distancia d a superficie carregada.
Para construir o vetor campo, recorremos as eqs.(14.1) e (14.2) e escrevemos

E(z>0) =2k, (14.6)
260
- g -
Blz<0)= -1, (14.7)
260

E importante enfatizar que este resultado bastante simples corresponde ao campo elétrico
criado em um ponto do espaco por todas as cargas contidas no plano infinito, tanto as
que estao fora como as que estao dentro do cilindro gaussiano. E incorreto pensar que as
expressoes (14.6) e (14.7) representam o campo criado apenas pela carga ¢;,; dada pela
eq.(14.4).

e exemplo 2

Duas placas planas de metal, quadradas, de lado L, sao colocadas paralelamente uma
a outra, separadas por uma distancia fixa d. Uma delas tem carga positiva ¢, e a outra
carga negativa - ¢. Nosso objetivo é determinar o campo elétrico do sistema em todos os
pontos do espaco.

-

(b)

(a)

Figura 14.2: Duas placas planas quadradas de lado L, paralelas, separadas pela distancia
fixa d. (a) Linhas de campo quando L e d tém dimensoes comparaveis; (b) linhas de
campo quando d < L.

Este tipo de sistema, conhecido como capacitor, que aparece com bastante frequéncia
no estudo do eletromagnetismo, acumula energia elétrica, como discutimos mais adiante.
Na situacao de equilibrio eletrostatico, as cargas estao distribuidas em cada placa predo-
minantemente na superficie mais préxima da outra placa, de forma simétrica, devido ao
efeito de indugao. Para adquirir uma intuicao de como estas cargas estao distribuidas,
fazemos um exercicio mental imaginando que, inicialmente, a distancia d entre as placas
seja muito maior do que a sua dimensao L. Neste caso, o sistema se assemelha a um
dipolo elétrico, as linhas de campo estao espalhadas por todo o espaco, a indugao mutua
¢é pequena e as cargas estao espalhadas sobre todas as faces das placas, com concentragoes
maiores nas regioes mais pontudas.
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A medida que as duas placas vao sendo aproximadas, os efeitos da induc¢ao aumentam e
as cargas passam a se concentrar, predominantemente, nas faces internas das duas placas,
como sugere a fig.14.2(a). Esta concentracao aumenta a medida que a distancia diminui
mas, em qualquer caso, sobram cargas nas partes externas e nas bordas do capacitor.

Estas cargas distribuidas do lado de fora do capacitor criam campos que sao res-
ponsaveis por efeitos fisicos importantes. Contudo, elas também dificultam bastante o
calculo do campo elétrico produzido pelo sistema. Por isso costumamos considerar a
condicao d < L, na qual a distancia entre as placas é muito menor do que as suas di-
mensoes L pois, para o calculo do campo elétrico podemos desprezar os efeitos de bordas
e considerar os planos metalicos infinitos. Nesta aproximagao é possivel usar a lei de
Gauss para calcular o campo elétrico. Discutimos duas solugoes para este calculo, pois a
comparagcao entre elas é instrutiva.

solugao 1

Neste caso, usamos o principio da superposi¢ao. Para isso, consideramos o sistema
como dois planos infinitos, calculamos os campo E+ e E_7 respectivamente, dos planos com
cargas positiva e negativa. Supondo que o plano com cargas negativas esteja apoiado sobre
os eixos e y e lembrando que as densidades de carga sao 0 = ¢/L* e 0. = —q/L* = —o0,
as eqgs. (14.6) e (14.7) fornecem

Eitz>d)= 2k, (14.8)
260
- o -
260
- o -
E (:2>0)=——F, (14.10)
260
- 2N
E (2<0)=—k. (14.11)
260

Note que os argumentos dos campos definem a regiao de validade de cada expressao.

Usando o principio da superposi¢ao, determinamos o campo resultante em todo o
espaco, escrevendo

E=FE +E_. (14.12)

Usando as eqs.(14.8)-(14.11), temos
E(z>d)=E(z<0)=0, (14.13)
E(0 <z < d) :—:—01%. (14.14)

Esta superposicao de campos estd indicada na fig.14.3.
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Figura 14.3: Linhas de campo (a) da placa com cargas positivas; (b) da placa com carga
negativas; (¢) das duas placas separadas pela distancia d.

Os campos das distribuicoes de cargas positivas e negativas sao uniformes, tém sentidos
opostos e independem da distancia entre as placas. Na regiao interna, eles se somam e
a intensidade do campo resultante é o/(2¢y) + 0/(2¢p) = 0 /€p, enquanto nas regioes fora
das placas os campos antiparalelos se anulam.

solugao 2
Nesta segunda solucao consideramos as duas placas de uma s vez.

Como as placas sao consideradas infinitas, existe uma simetria em torno do eixo z e o
campo elétrico em qualquer regiao do espaco deve ter a forma genérica

E = Ek. (14.15)

Na fig.14.4 apresentamos as duas placas metélicas carregadas e trés superficies gaussi-
anas cilindricas Sy, Sg e S¢, cada uma delas com a superficie lateral Ss, perpendicular as
placas com a base Sy, imersa no metal e com base S, no espacgo vazio, sendo z, o indice
usado para A, Be C.

Para calcular o fluxo do campo elétrico sobre estas trés superficies e usando o indice x
para A, B e C' escrevemos

¢E:ﬂﬁ'ﬁd5x:// E-ﬁxldSer// E~ﬁ12dsx2+// E Mgy dSy,.  (14.16)
s Say Say S

Em todos os casos, a integral sobre S, ¢é feito na regiao do metal onde o campo ¢é nulo
e ela se anula. Além disso, no integrando sobre S,,, temos E- N., = 0, estas integrais
também se anulam e apenas as integrais sobre S,, nos espagos vazios, sobrevivem. Para
aplicar a lei de Gauss usamos n4, = —k, np, = ke N, = k, juntamente com a eq.(14.13)
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+++++++++++++

Figura 14.4: As duas placas carregadas e trés superficies gaussianas cilindricas S, S,
Sc.

€ escrevemos

b5, = // B (—k)dSa, = —Ea,Sa, = Lhint (14.17)
Sa, €0
b5 = // E-kdSp, = Ep, Sp, = 120t (14.18)
B Spy €0
b5, = // E-kdSe, = Ec,Se, = 26t (14.19)
Scl €0

onde E,,, Ep, e Eg sao os valores das intensidades dos campos sobre as bases das
respectivas superficies gaussianas no espaco vazio. Inspecionando a fig.14.4 vemos que as
cargas internas a estas superficies valem qg4,,, = 0, ¢p,,, = —0S5B, € qc,,, = 0. Podemos
concluir, portanto, que E4, = E¢, = 0 e que Eg, = —0/¢. Recorrendo a eq.(14.15)
reconstruimos o vetor campo elétrico, que é dado por

E =0 fora das placas, (14.20)

S]]
I

|

|
o~

entre as placas. (14.21)

Como esperado, estes resultados sdo idénticos aos das eqs.(14.13) e (14.14).

Esta segunda solucao do problema envolve uma sutileza relativa a aplicacao da lei
de Gauss. A eq.(14.21) representa o campo resultante entre as duas placas e, portanto,
envolve contribuigoes das cargas positivas e negativas. Entretanto, na segunda solucao, o
calculo deste campo resultante foi efetuado considerando a superficie Sg, apoiada apenas
na placa negativa. A pergunta que fica é de que modo as informagoes acerca da placa
positiva foram incorporadas a solucao global? Isto aconteceu quando usamos a informagao
que o campo elétrico é nulo no interior do metal da placa negativa. Na situacao da fig.14.4,
o campo nulo no interior do metal é resultado da superposi¢ao dos campos das duas placas.
Desta forma a contribuicao da placa positiva esta implicitamente considerada.
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e exemplo 3 - fio infinito

O campo elétrico de um fio infinito, carregado com densidade linear uniforme A de
carga positiva, também pode ser calculado por meio da lei de Gauss. Isto acontece
porque a simetria da distribuicao de cargas permite-nos conhecer a direcao do campo com
antecedéncia. A direcao do campo elétrico em qualquer ponto do espaco é perpendicular
ao fio carregado, pois se girarmos o fio de 180° em torno deste eixo, a distribuicao nao se
altera e o mesmo deve acontecer com o campo. Orientando o fio paralelamente ao eixo z,
a estrutura geral do campo elétrico é dada por

E = E(r)?, (14.22)

onde 7 é o versor da direcao radial em coordenadas cilindricas e a intensidade do campo
elétrico F deve depender apenas da distancia r ao fio. A direcao e sentido do campo estao
indicados na fig.14.5.

A BEEAEEE
<IN EEEETEE’
(a) ' (b)

Figura 14.5: Representagoes do campo elétrico do fio infinito (a) o fio de frente; (b) o fio

de lado.

Para calcular a intensidade do campo elétrico usando a lei de Gauss é preciso escolher
uma superficie gaussiana conveniente. A simetria da distribuicao sugere uma superficie
cilindrica S, com eixo coincidente com o fio carregado, como mostra a Fig.14.6, pois o
campo elétrico é perpendicular a superficie cilindrica lateral S; e e paralelo as bases S e
SQ.

S

s

Sy ;
Ss

Figura 14.6: O fio infinito e uma superficie gaussiana cilindrica.

O fluxo do campo elétrico sobre a superficie gaussiana é dado por

¢E—ﬁE-fzdS—//E~ﬁ1dS1+//E-ﬁ2d52+//ﬁ-ﬁ3d53 (14.23)
S

S1 Sa S3
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A fig.14.6 indica que as normais a superficie gaussiana sao dadas por ny = —k, no = k
e ng = 7. Usando a eq.(14.22) concluimos que as integrais sobre S; e Sy se anulam e,

portanto,
// iy dSy = // r)dSy = E(r) Sy = E(r) 27 rH. (14.24)
55 53

Usando a lei de Gauss com ¢;,,; = AH, obtemos

E(r )QWTH_)\—H—)E()

. 14.25
€0 2meg ( )

O vetor campo elétrico é determinado com o auxilio da eq.(14.22) e tem a forma

AT

E= 14.26
27?(—:0 r2’ ( )
Esse resultado ja foi obtido no exemplo 7?7 da aula 7?7 a partir da lei de Coulomb. A

solucao com uso da lei de Gauss é bem menos trabalhosa.
e exemplo 4 - cilindro infinito

E dado um cilindro infinito de raio R, comprimento infinito, carregado com densidade
volumétrica p uniforme e positiva. Desejamos calcular o campo elétrico que ele produz
em todo o espaco.

Este campo pode ser obtido por meio da lei de Gauss devido a simetria da distribuicao,
que permite conhecer de antemao a sua direcao. Analogamente ao caso do fio infinito, a
direcao do campo elétrico em um ponto P qualquer do espago é perpendicular ao eixo do
cilindro, porque ele é simétrico em relacao a perpendicular ao seu eixo. A distribuicao
de cargas nao se altera se a rodarmos de 180° em torno deste eixo e o mesmo acontece
com o campo, como indica a fig.14.7. Por isso, a sua forma genérica também é dada pela
eq.(14.20).

Portanto, também neste caso, uma superficie gaussiana cilindrica, com eixo coincidente
com o do cilindro carregado, é conveniente para o cdlculo da intensidade do campo elétrico
usando a lei de Gauss.

Nas duas situacoes, os fluxos do campo sobre as superficies gaussianas sao dadas por

%_#E-ﬁds_// E~ﬁ1d51+// E~ﬁ2d52+// E-fsdSs,  (14.27)
S 51 52 53

~

com ny = —k,

o ://S E - f3dS; = //S r)dS; = E(r)S; = E(r)27r H. (14.28)

=

e ng =7 e, usando a eq.(14.22), obtemos

>»
)
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cilindro fisico

Figura 14.7: O cilindro fisico e as superficies gaussianas cilindricas na regiao com cargas
e fora dela.

Para pontos internos ao cilindro, r < R, a carga interna a superficie gaussiana é dada por

Gint = pr°H (14.29)
e a lei de Gauss fornece
2
H
BrrrH=""" S Etr<R) =" (14.30)
€0 260

Ja para pontos r > R, externos ao cilindro carregado, temos

Qint = 1071-}%2 H
e, portanto,
R?’H R?
BororH="""" s pur>R) =21 (14.31)
€0 2607"

Os vetores campos elétricos sao reconstruidos com o auxilio da eq.(14.20) e obtemos

Er<p =2 (14.32)
260
- pR* 7
Eir>R)=——. 14.33
r=R) =552 (14.33)

A fig.14.8 mostra o grafico da intensidade do campo elétrico em funcao da distancia o
eixo do cilindro. Ela cresce de zero no eixo, dada a simetria do sistema, até o valor pR/¢g
na superficie do cilindro, e cai com o inverso da distancia, como acontece com o campo
elétrico do fio infinito, carregado com carga uniformemente distribuida.
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Figura 14.8: A intensidade do campo elétrico em funcao da distancia ao eixo do cilindro.

e exemplo 5

No exemplo 3 da aula 13, abordamos o caso de uma superficie esférica de raio R
carregada com densidade superficial ¢ constante e calculamos o seu campo elétrico em
pontos internos e externos a ela, dadas pelas eqs.(13.19) e (13.20). O campo sobre a
superficie foi apenas mencionado mas, agora, o calculamos explicitamente.

Para determinar o campo sobre um ponto P da superficie da esfera, decompomos a
distribuicao de cargas em duas partes, mostradas na fig.14.9. Uma delas corresponde a
um pequeno disco, de raio a com centro em P e a outra é o restante da distribuicao. Esta
ultima tem a forma de uma esfera com um pequeno buraco e é, portanto, semelhante a
um olho com a sua pupila.

(b) (c)

Figura 14.9: (a) A esfera e um ponto P sobre a superficie de raio R; (b) e (c¢) decomposigao
da figura (a).

Usando um sistema de coordenadas com origem no centro da distribuicao e chamando
de (0,Yp,0), com Yp = R a coordenada do ponto P, os resultados (13.19) e (13.20)
fornecem

E(Yp—¢€) =0 (14.34)

~

= q J
E(Y; = 14.35
(Yp +€) dmey (Yp +¢€)? ( )

onde € é um infinitésimo. Lembrando que ¢ = 047w R?, o resultado para o lado de fora da
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esfera também pode ser rescrito como

—

o

E(Yp+e€) = -t Q(e) (14.36)
0

onde Q(¢) indica contribui¢oes da ordem de € e, portanto, muito pequenas.

O préximo passo consiste em calcular o campo Ep produzido pelo disco na superficie
da distribuicao e com centro no ponto P. Para pontos muito proximos do disco, ele se
torna equivalente a um plano infinito, Ep pode ser obtido a partir das eqs.(14.6) e (14.7)
e temos

Ep(Yp—e¢)= =5 (14.37)
€o
Ep(Yp +¢) = 233 . (14.38)
€o

Assim, o campo devido ao restante da distribuicao, mostrada na fig.14.9(b) nas proximi-
dades do ponto P é determinado pela diferenca Fp = F — Ed e dado por

— — 0 ~
0

ou seja, este campo é continuo nas vizinhangas de P e, por isso, no ponto P temos

— g -

e exercicios

1. Uma coroa esférica metdlica de raio externo a e raio interno b esta descarregada quando
é colocada no seu centro uma carga elétrica puntiforme +gq.

(a) Determine as densidades de carga nas superficies interna e externa da coroa esférica.
(b) Determine, usando a lei de Gauss, o campo elétrico em todas as regides do espaco.
(c) Faga um grafico da intensidade do campo elétrico versus a distancia ao centro da
coroa.

(d) A coroa esférica tem alguma influéncia no campo da carga +¢ no seu centro?

(e) O que acontece com as distribuigoes de cargas se a casca esférica externa é aterrada?
(f) Usando a lei de Gauss determine o campo elétrico em todas as regides do espago.

(g) A coroa esférica tem alguma influéncia no campo da carga +¢ no seu centro, quando
a superficie externa é aterrada?

2. Um cilindro metélico muito longo, de raio a, é carregado com carga positiva e densi-
dade superficial 0. Uma casca metalica cilindrica de raio 2a é colocada coaxialmente com
o cilindro macico interno.

(a) Determine o campo elétrico das cargas deste sistema em todas as regioes do espago.
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(b) Faga um grafico da intensidade do campo elétrico em funcao da distancia do eixo.
(c) Discuta o papel da casca cilindrica de raio 2a sobre o campo elétrico no espago ao
redor do sistema.

3. Um cilindro de raio R e comprimento infinito é carregado com carga positiva de den-
sidade volumétrica p = por/R, sendo py é constante positiva, e r é a distancia ao eixo do
cilindro.

(a) Determine o campo elétrico em todas as regides do espago.

(b) Faga um grafico do médulo do campo elétrico E versus a distancia r ao eixo.

(c) Vocé pode fazer alguma afirmacao sobre o material deste cilindro?

4. Uma esfera isolante macica de raio R possui uma densidade volumétrica de carga
constante igual a py.
(a) Usando a lei de Gauss mostre que o campo elétrico em qualquer ponto no interior da
esfera é dado por:

-4 0 -

E(r <R) = Ly

360

(b) Uma cavidade esférica é produzida na esfera, com raio a < R. Usando o resultado
acima e o principio de superposi¢ao de campos elétricos mostre que o vetor campo elétrico
nos pontos do interior da cavidade é dado por:

= Po
EF=—a
350

5. Uma placa muito extensa de de material dielétrico e espessura b, esta carregada com
carga e densidade uniforme p. Adote o plano da placa como (z,y).

(a) Usando a lei de Gauss determine o campo elétrico dentro da placa e fora dela.

(b) Faga um gréfico da intensidade do campo elétrico em fungao da distancia ao plano
que divide a placa em duas partes de igual espessura.

(¢) Compare o resultado deste exercicio com o do exemplo 1 e comente.

e respostas

l.(a) o(r=0a)=—7L  o(r=09) 4

= Inb?

— —

b)E(0<r<a)=3- % Ea<r<b)=0 Er>b=;L1%
(d) Nao
(e) A superficie externa fica descarregada, o(r = b) = 0, e a interna continua com

o(r =a) = —q/4ma®.

—

E(r>a)=0

() EO0<r<a)=-2

47eqg

ﬁwl‘zl
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2.(a) E(r<a): : E(T>a)=—a£2

(c) Sim. E dielétrico.

5.(a) E(—b/2 < z<b/2) = ’:—02 Z] (dentro da placa)
E(z>d/2) = ’Z—:j (foradaplaca)
E(z < —d/2)= -2 (foradaplaca)

€0

(b)

(c¢) Levando em conta a espessura da superficie carregada, nao hé descontinuidade no
valor do campo elétrico e os valores fora da placa coincidem com o do exemplo 1. 1
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Capitulo 15

lei de (Gauss - aplicacoes 11

Nesta aula serao tratadas algumas situacoes fisicas nas quais hé simetrias “exatas” nas
distribuicoes de cargas, o que permite o uso da lei de Gauss para o calculo do campo
elétrico gerado por elas.

e exemplo 6

Calculo do campo elétrico de um plano infinito carregado com uma densidade
de carga o, constante e positiva, num ponto P que dista a do plano.

O primeiro passo para se calcular o campo elétrico usando a lei de Gauss é encon-
trar a superficie gaussiana conveniente para isso. Para tanto, analisemos a simetria da
distribuicao e notemos que:

e a direcao de E', em qualquer ponto acima ou abaixo do plano, deve ser perpendicular
ao plano. Isto porque hé em qualquer ponto P elementos da superficie carregada que
sao simétricos em relacao a perpendicular ao plano e que passa pelo ponto P. Tais
elementos de carga geram campos elétricos cujas componentes em qualquer direcao que
nao a perpendicular ao plano se anula.

e 0 médulo do campo elétrico E deve ser constante sobre qualquer plano paralelo a
superficie carregada.

Assim, é conveniente escolher uma superficie gaussiana como mostra a Figura 15.1, ou
seja, um cilindro com bases de dimensoes infinitesimais A, paralelas ao plano de cargas,
e equidistantes da superficie carregada (distancia a), e superficie lateral perpendicular a
placa.

177
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Sf(d,u.eu ’*)
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el S S S L i i .
5:5..__4 G

Figura 15.1: Plano carregado e superficie cilindrica gaussiana

Podemos assim escrever a lei de Gauss para tal superficie fechada S da segunite forma:

// dS o ant

€0

éﬂfﬂw+ﬂf%w+ﬁf%%:NEM+”EM+/Eﬁmg:
S1 52 5'3 Sl S2 S3

—FA + EA=Tt _ 72 (15.1)
€0 o

Portanto a lei de Gauss fornece o médulo do campo elétrico E' que é independente da
distancia a a superficie carregada. E como o campo é perpendicular a superficie em
qualquer ponto P, como ja argumentado, tem-se:

opA - A p_ o
€0 2¢e0
— g -
E = —1 15.2
2o (15.2)

t é um versor perpendicular a superficie carregada, no sentido “saindo” da placa, pois a
carga da placa é positiva.

E bom enfatizar que, apesar da carga ¢;,; do calculo do campo pela lei de Gauss ser
a carga interior a superficie gaussiana cilindrica adotada, o campo elétrico em qualquer

ponto do espaco é devido a todas as cargas da superficie carregada.

Pergunta: Seria possivel repetir o cdlculo acima para o caso de um plano finito, tal
como um disco de raio R, uniformemente carregado? Justifique.

e exemplo 7

Duas placas de metal, quadrada de lado L, sao colocadas paralelamente uma
a outra, separadas por uma distancia d. Uma das placas planas recebe carga
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positiva de valor total ¢, e a outra placa é aterrada. Calcule o campo elétrico
devido ao sistema, em todos os pontos do espacgo.

TEr s TRy

gt
1

- o

Figura 15.2: Duas placas quadradas de lado L, paralelas, separadas pela distancia d. A
direita: linhas de campo quando L e d tém dimensdes comparaveis. A esquerda: linhas
de campo quando d < L.

No caso geral, em que d e L tém dimensoes comparaveis, existem linhas de campo

em grande parte do espaco, como ilustra o desenho a direita da Figura 15.2, e a solucao
do problema é dificil.

Na condigao da distancia d ser muito menor do que a dimensao L das placas pode-se
desprezar os efeitos das bordas delas, e considerar os planos metdlicos infinitos. E nesta

condi¢ao é possivel usar a lei de Gauss para calcular o campo elétrico. H& até duas
solugoes possiveis.

Solucao 1. Considera-se o sistema como dois planos infinitos, e calcula-se o campo
para cada um dos planos exatamente como no exemplo anterior, sendo que o campo
resultante é a superposicao dos campos das duas placas.

E=FE, +FE_ (15.3)
Como na regiao do espago entre as placas os campos das cargas positivas e negativas sao
paralelos e independem da distancia, eles se somam resultando no dobro do seu maédulo;
enquanto em qualquer outra regiao do espago, “fora” das placas, a direita ou a esquerda,
os campos sao antiparalelos e independem da distancia e, portanto se anulam.

4 ;

— g -
FE(entreasplacas) = —it=

E(“fora*dasplacas) = 0 (15.4)

t é um versor perpendicular as superficies carregada, no sentido “saindo” da placa com
carga positiva e “entrando” na placa com carga negativa.

Solugao 2. Nesta segunda solucao se considera o sistema completo, ou seja, quando
uma das placas metalicas é carregada com carga positiva, tal carga se distribui uniforme-
mente na sua superficie, e ocorre inducao de cargas negativas na outra placa metalica.
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Sendo a placa com cargas induzidas aterrada, as cargas nas placas se distribuem unifor-
memente nas superficies internas, como mostra a Figura 15.2. Também por argumentos
de simetria ja feitos no caso de uma tunica placa, se pode concluir que o campo elétrico
das placas deve ser perpendicular a elas, em qualquer regiao do espaco.

As superficies de Gauss cilindricas desenhadas na Figura 15.3 sao tais que a superficie
lateral do cilindro é perpendicular as placas, uma das bases esta no interior do metal, e
a outra em uma das regides do espago: entre as placas (ponto Q), ou fora das placas, a
direita (ponto R) e a esquerda (ponto P).

Figura 15.3: Par de placas paralelas e superficies gaussianas.

Os cilindros com uma das bases com pontos R e P(S7) e a outra no interior do metal
(S2) nado contém cargas no seu interior, j4 que eles nao englobam a parte interna da
superficie de nenhuma das placas.

Ja o cilindro que contem uma base (S7) com o ponto () entre as placas e a outra base
no interior da placa (Ss) tem no seu interior carga negativa, da superficie mais interna da

placa aterrada.

Neste exemplo também serda chamada de S3 a superficie lateral do cilindro fechado,
cuja normal é perpendicular ao campo elétrico.

Portanto, a lei de Gauss nestas trés superficies gaussianas pode ser escrita da seguinte
forma:

52 ://E-ﬁdS+//E-ﬁdS+//E-ﬁdS=EPA+O+0:>EP:0
0 Sl 52 S3
// ndS+// ndS+// -ndS =ErA4+0+0= Er=0
//E ndS—i—//E ndS—i—//E ndS——EQAjLO—i-O:>EQf8 (15.5)
0
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Portanto:

q o. q
E(ent l = —1i= t
(entre as placas) = oo
E(*fora*dasplacas) = 0 (15.6)

t é um versor perpendicular as superficies carregada, no sentido “saindo” da placa com
carga positiva e “entrando” na placa com carga negativa.

exemplo 8

Calculo do campo elétrico de um fio infinito, carregado com densidade linear
uniforme )\ de carga positiva.

Para calcular o campo elétrico usando a lei de Gauss é preciso encontrar a superficie
gaussiana conveniente. Para tanto, analisemos a simetria da distribuicao:

e a direcao do campo elétrico em qualquer ponto do espaco é perpendicular ao fio
carregado. Isto porque ha em qualquer ponto P do espaco, elementos do fio carregado
que sao simétricos em relacao a perpendicular ao fio e que passa pelo ponto P. Tais
elementos de carga geram campos elétricos cujas componentes em qualquer direcao que
nao a perpendicular ao fio se anulam. Observe que isto s6 ocorre para fios infinitos
(infinitamente longe das pontas do fio).

e 0 médulo do campo elétrico EF deve ser constante sobre qualquer superficie equidis-
tante do fio, ou seja, E(r) com r a distancia do fio.

Portanto, uma superficie cilindrica com eixo coincidente com o fio carregado, como mos-
tra a Figura 15.4, é uma superficie gaussiana conveniente para o calculo do campo elétrico
usando a lei de Gauss. O campo elétrico das cargas do fio é perpendicular a superficie
cilindrica Sy da Figura 15.4, com mdédulo constante E(r); e o campo é perpendicular as
bases do cilindro (superficies S} e S5 da mesma Figura 15.4).

4 r

Figura 15.4: O fio infinito e uma superficie gaussiana cilindrica.
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Usando a lei de Gauss no cilindro da Figura 15.4:

Qint _ A—H://E~ﬁd52

o o

= //E-ﬁds+//ﬁ-ﬁds+//ﬁ-ﬁdsz
S So S3

= 0+E2rnrH+0 = F = A
2meg T
- AT
- E = T = (15.7)

FREATE &> 7

£y
< sk Li bbb

o ®

Figura 15.5: Representagoes do campo elétrico do fio infinito: a esquerda o fio de frente;
a direita o fio de lado.

Pergunta: Seria possivel repetir o calculo acima para um fio de comprimento finito L?
Justifique.

exemplo 9

Calculo do campo elétrico, em todo o espaco, de um cilindro infinito de raio
R, muito longo (comprimento infinito), com cargas positivas de densidade
volumétrica p uniforme.

Também nesta situagao fisica a lei de Gauss pode ser usada por o célculo do campo
elétrico. De forma analoga a discussao da simetria de cargas no fio com densidade uni-
forme, pode-se concluir que:

e a direcao do campo elétrico em qualquer ponto do espaco é perpendicular ao eixo do
cilindro. Isto porque ha em qualquer ponto P do espago, elementos do volumétricos de
cargas que sao simétricos em relacao a perpendicular ao eixo do cilindro, e que passa pelo
ponto P. Tais elementos de carga geram campos elétricos cujas componentes em qualquer
diregdo que nao a perpendicular ao eixo do cilindro se anula. Observe que isto s6 ocorre
para cilindros muito longos (comprimentos infinitos).

e 0 moédulo do campo elétrico EF deve ser constante sobre qualquer superficie equidis-
tante do eixo do cilindro, ou seja, E(r), com 7 a distancia ao eixo.
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Portanto, uma superficie cilindrica com eixo coincidente com o do eixo do cilindro
carregado, é uma superficie gaussiana conveniente para o calculo do campo elétrico usando
a lei de Gauss.

Usando uma superficie de Gauss cilindrica de raio r > R e comprimento H:

| 2p .
Qint _ 107TR — //E -1idS = E2nrH
S

o o
R2
- pF = v
2€0T
- pR* 7
= —— 15.8
260 r2 ( )
Usando uma superficie de Gauss cilindrica de raio r < R e comprimento H:
A 2H _,
Bt _ PP H / / E-iidS = E2rrH
€0 €0
s
pr
=F = —
260
| o
= — 15.9
2o (15.9)
CILINDRO DE FRENTE 71 CILIANP RO pPE Labe

0 I

\ —
— &3
| S T N

;1 /l\ -] = =

EEEEEEATE

e v ERERRRER!

Figura 15.6: a esquerda: Gréfico de E(r); a direita: linhas de campo elétrico do cilindro
infinito.

Pergunta: Este cilindro pode ser feito de qualquer material? Justifique.

Pergunta: Se o cilindro tiver um comprimento finito L pode ser usada a mesma solugao
para o calculo do campo elétrico? Justifique.
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e exercicios

1. Uma coroa esférica metdlica de raio externo Rp e raio interno R; estd descarregada
quando é colocada no seu centro uma carga elétrica puntiforme +q.

(a) Determine as densidades de carga nas superficies interna e externa da coroa esférica.
(b) Determine, usando a lei de Gauss, o campo elétrico em todas as regides do espago.
(c) Faga um grafico do campo elétrico versus a distancia ao centro da coroa.

(d) A coroa esférica tem alguma influéncia no campo da carga +¢ no seu centro? Justifi-
que.
(e) O que acontece com as distribuigoes de cargas se a casca esférica externa é aterrada?
(f) Usando a lei de Gauss determine o campo elétrico em todas as regides do espago.

g) A coroa esférica tem alguma influéncia no campo da carga +¢ no seu centro, quando
a superficie externa é aterrada? Justifique.

2. Um cilindro metdlico de raio R; e muito longo (comprimento infinito) é carregado
com carga total (). Uma casca metélica cilindrica descarregada e de raio 2R; é colocada
coaxialmente com cilindro interno.

(a) Discuta a distribuigao de cargas no sistema.

(b) Determine o campo elétrico das cargas deste sistema, em todas as regides do espago.
(¢) Faca um esbogo das linhas de forga do campo elétrico.

(d) Discuta o papel da casca cilindrica externa descarregada sobre o campo elétrico do
sistema no espago ao seu redor.

3. Um cilindro de raio R e muito longo (comprimento infinito) é carregado com carga po-
sitiva de densidade volumétrica p = por/R, sendo py é constante positiva, e r é a distancia
ao eixo do cilindro.

(a) Determine o campo elétrico em todas as regides do espaco.

(b) Faga um grafico do médulo do campo elétrico E versus a distancia r ao eixo.

(c) Vocé pode fazer alguma afirmagao sobre o material deste cilindro? Justifique.

4. Uma esfera isolante macica de raio R possui uma densidade volumétrica de carga
constante igual a py.
(a) Usando a lei de Gauss mostre que o campo elétrico em qualquer ponto no interior da
esfera é dado por:

E(r<R)y=2F

360

(b) Uma cavidade esférica ¢ produzida na esfera, com raio a < R. Usando o resultado
acima e o principio de superposicao de campos elétricos mostre que o vetor campo elétrico
nos pontos do interior da cavidade é dado por:
Po
—a

E =
380
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Sendo que a é o vetor que une o centro da esfera ao centro da cavidade.

5. Duas placas de material dielétrico, quadradas de lado L, sao colocadas paralelamente
a uma distancia d entre elas. A dimensao L da placa é muito maior do que a distancia d
entre elas.

(a) Usando a lei de Gauss determine o campo elétrico em todas as regides do espago
quando as duas placas estao carregadas com densidade superficial constante +o.

(b) Usando a lei de Gauss determine o campo elétrico em todas as regides do espago
quando uma das placas tem uma densidade superficial constante de cargas +o e a outra
—0.

(c) Compare as distribuigoes de cargas nas placas e o resultado do campo elétrico do
item anterior, com as distribuicoes de cargas e campos elétricos do exemplo 7. Comente
semelhancas e diferencas.
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Capitulo 16

energia potencial - aplicacoes

De modo geral, a energia potencial de um sistema onde atuam forcas conservativas esta
associada a distribui¢do espacial da matéria. A energia potencial é a energia associada
a forma do sistema, representada pelas posicoes relativas entre as varias parte que a
compoem. No caso particular de duas cargas puntiformes, a energia potencial do sistema
é dada pela eq.(15.24) e a dependéncia da forma é representada pela distancia relativa .
No caso de um sistema de cargas, consideramos as interacoes de cada par de elementos
de cargas que o constitui.

e exemplo 1: anel uniformemente carregado
Considere o sistema formado por um anel de raio R, carregado com uma densidade de

carga A constante e positiva, e uma carga (), também positiva, situada no seu eixo, a uma
distancia h do seu centro, como mostrado na fig.16.1.

¢ P=(o,0,l)

Figura 16.1: O anel de raio R e o ponto P.

Desejamos calcular a energia potencial de interacao do sistema anel-carga e isto pode
ser feito de dois modos diferentes.

187



188 CAPITULO 16. ENERGIA POTENCIAL - APLICACOES

e solucao 1

Usamos o fato de que a energia potencial do sistema carga-anel é dada pela soma das
energias potenciais de todos os sistemas formados pela carga () e pedacinhos do anel.
Sendo dq = A Rdfy, a carga de um pedaco de comprimento Rdf do anel, o elemento de
energia potencial ¢ dado por

QMNRdH 1
drey VRE+h2
A energia potencial total dada pela soma de todas as contribuigoes é

27
/ dU = / gp@Mt L _Qurk 1 (16.2)
dmeg /R2 + h2 2 dmey VRZ+ A2

dU = (16.1)

e solugao 2

A energia potencial do sistema carga-anel também pode ser obtida calculando o tra-
balho realizado para trazer a carga () desde o infinito até o ponto P = (0,0, h), ao longo
do eixo do anel. A forca que o anel exerce sobre a carga () em um pontode coorde-
nada genérica P’ = (0,0, z) é dada por F= QE, sendo E o campo calculado na aula 9,
eq.(9.10), dada por

_ q z N
E= k 16.3
471'60 <R2 + 22)3/2 ( )

onde, ¢ = 2w AR ¢é a carga total do anel.

A energia potencial do sistema é determinada pelo trabalho necessdrio para trazer a
carga () desde o infinito até o ponto P usando os deslocamentos d¢ = dzk, dado por

h_’ h
U = —/ F-dE:—/ dz QF =

= /h d q :
— z
« drreg (R? + 22)3/2

Qq 1 " Qg 1
dmeg VR? + 22|, 4meg VR2+ h?

(16.4)

Como esperado, este resultado é idéntico a (16.2). E interessante notam que no limite
em que o raio R do anel é muito menor do que a distancia h que separa a carga () do seu
centro. temos

Qql
Areg b’

U— (16.5)
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o que indica que o anel se comporta como uma carga puntiforme.
e exemplo 2 - esfera uniformemente carregada

Um sistema é formado por uma esfera de raio R, uniformemente carregada com den-
sidade p positiva e uma carga puntiforme (), no ponto P, distante d do centro da esfera.
Determinamos a energia potencial U de interacao entre a esfera e a capa @), em funcao
da distancia d.

Podemos resolver problemas deste tipo de dois modos diferentes.

e solucao 1

Calculamos inicialmente o campo elétrico criado pela esfera e, em seguida o trabalho
realizado para trazermos a carga () desde o infinito até o ponto P.

O campo elétrico da esfera de carga total ¢, calculado na aula 13, eqs.(13.14) e (13.15),
para pontos internos e externos a esfera, é dado por

E(r<R) = — 7 16.6
s 1 (16.6)
o q 1
E(r> = — 7. 16.7
(r=R) dmeg 12 " ( )

Sendo g, a carga da esfera. A forca entre a carga @ e a distribuicao esférica é dada por
F = QE Aproximando da esfera, a carga () através de um caminho radial, com d¢ = dr 7,
a energia potencial do sistema carga-esfera é expressa por

P_) d . d
U:—/ F-dEz—/ QE-fdr:—/ QEdr (16.8)

Existem duas situagoes a serem consideradas, mostradas na fig.16.2

w @ S I

]
Q
+

.
-~ 3% a i P T
*a e “u = i Y P i - - k4
- o o W, -O, g ‘O 0 D + e
g . g T s »” o
5 - 3 . . )
.

Figura 16.2: Esfera uniformemente carregada e uma carga puntiforme @) distante (a)
d> R e (b) d < R de seu centro.
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Para pontos fora da esfera, com d > R, a eq.(16.7) fornece

d 1 1
Qq_d_+Qq_

r =
o 4dmeg 12 dreg d

Ud>R) = — (16.9)

Para trazer a carga () até um ponto interno a esfera, com d < R, é preciso percorrer
toda a parte exterior a ela e, em seguida, penetrar na distribuicao. Por isso, a energia do
sistema é

—dr

U(d<R):—/RQq1d qurd_QQ1_{Qq r?

o odmey 12y e BBY T dmeg R 4wz, 2R,
Qq 1 |3 d?
S A 16.1
imso R |2 2R (16.10)

e solugao 2

Nesta solu¢ao, decompomos a esfera em elementos de carga dg que podem ser conside-
rados puntiformes e usamos a expressao (15.24) para a energia potencial dU do sistema
formado por @ e pelo elemento de carga dg e em seguida somamos todas as contribuigoes
dU, integrando sobre a esfera. A quantidade de carga dg contida em um elemento de
volume dV é, em coordenadas esféricas, dq = pr?drsen 0d 6 d¢. Por conveniéncia, esco-
lhemos o ponto P, onde estd a carga (), sobre o eixo z, como mostra a fig.16.3.

h"o"" = “‘:'—.1/ + T:l::- ® I

w e e
R T < 1 o T « N N = S

Figura 16.3: A esfera, o elemento de carga dq e o ponto P para (a) d > Re (b) d < R.

Tanto no caso de pontos d > R, externos a distribui¢ao, como no de d < R internos, a
energia potencial do sistema formado pela carga () e pelo elemento dq é dada por

_ Qdg 1

4meg S

dU

(16.11)

onde

s=Vd2+1r2—2drcos (16.12)

¢ a distancia de dq ao ponto P.
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A energia potencial U é obtida integrando dU sobre toda a esfera e temos

R ™ 21 2
U = / dr/ d9/ g QP st !
0 0 0 dme Vd?2 + 12 — 2drcost

2 R s 2
_ Qp2m / dr/ df sen 0 L (16.13)
dmey  Jo 0 Vd? + 12 — 2d rcosd

Fazendo a mudanca de varidvel t = d? 4+ r? — 2d r cosf), temos

or R 1 (r+d)* gy
U = @p2m / drr® | — / —
4’/T€0 0 2dr (r—d)? \/%

or 1 (%
= Qp2m 1 drTQ[\/d2+r2+2dr—\/d2+r2—2dr]
Arey 2d J,
- QPZWE/Rdw[(dw)—\d—ru (16.14)
 dwey d ), ’

Note a presenga de um modulo neste resultado. Para concluir o cédlculo, precisamos
considerar os dois casos da relatacao entre r e d.

No exterior da esfera, d > R, temos

. Qpar 1 /R
U = + dmeg 2d drr|(d+r—d+r)]
QPA‘”R?’ Qq 1

= = -. 16.15
4’/T€0 d 4meq d ( )

Para determinar a energia potencial para d < r, é preciso considerar duas regioes
distintas no processo de integragao, escrevendo

d R
U = +Qp4ﬁi{/ drT[d—l—r—d—i—T]-i-/ drr[d+r+d—r]}
0 d

drey 2d
R
d}
im 3 2 2
_ QR 13 AN Q¢ 1 (3 d (16.16)
471'60 R\2 2R? dmeg R \2 2R?

Estes resultados sao idénticos aos obtidos através do outro método, egs.(16.9) e (16.10).

d 2

21
ey

a1 [ ®
S {2

,
dmeg 2d 3o

A energia potencial U do sistema carga-esfera em funcao da razao d/R é mostrada na
fig.16.4. Para pontos externos a distribuigao, esta energia coincide com a de um sistema
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Figura 16.4: Energia potencial do sistema carga-esfera (linha cheia) e de duas cargas
puntiformes (bolinhas) em funcao da razao d/R.

formado por duas cargas puntiformes ¢ e (). Ja para pontos internos, as caracteristicas
da distribuicao aparecem.

O maior valor possivel para a energia potencial ocorre no centro da esfera, onde a forca
¢ nula. Isso pode parecer estranho a primeira vista, mas nao o é. Consideremos, por
exemplo, o caso em que as cargas () e ¢ tém o mesmo sinal.

= qQ 1
qQ 1
U = dres E (16.18)

Para levar a carga ) desde o infinito até o centro da distribuicao é preciso realizar
continuamente trabalho contra uma forca repulsiva, tanto na regiao externa, como na
interna a esfera. Por isso, quanto menor o valor de d, maior o trabalho realizado. Assim,
o fato de a forca ser nula em d = 0 se manifesta na forma de uma energia potencial
constante nas vizinhancas daquele ponto.

e exemplo 3 - poco de energia potencial

Uma particula puntiforme de massa m e carga negativa —() é abandonada em repouso
num ponto do eixo de um anel isolante de raio R, carregado com uma densidade linear
de carga A, constante e positiva e fixo no espaco. Nosso interesse é usar a conservagao
da energia para estudar o tipo de movimento executado por esta particula. A energia
potencial do sistema carga-anel calculada no exemplo 1 é dada por

Qg 1
dreg / R? + 22

onde ¢ = 2w R\ é a carga total do anel e z é a distancia genérica entre a carga e o centro
dele.

U(z) = (16.19)

Supondo que a particula tenha sido abandonada em repouso a uma distancia L do
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centro do anel, a energia total £ do sistema é

Qq 1

E=-— , 16.20
dmeg \/R2 + L2 ( )
pois ele s6 possui energia potencial.
Para todos os pontos do eixo z tais que |z| < L vale a relagao
1 1 1

dmeg VR2+ L2 2 ey /RZ + 22
onde v é a velocidade da particula no ponto considerado. A energia cinética da particula
¢ dada por

muv? _ Qq 1 1
2 dmey |VRZ+ 22 R2+ 12

(16.22)

dever ser positiva ou nula, o que somente pode ocorrer no intervalo —L < z < L. Assim,
0 seu movimento é uma oscilagao sobre o eixo z, com amplitude L, em torno do centro
do anel. E importante notar que, apesar de oscilatorio, este movimento nao é do tipo
harmonico simples.

A fig.16.5 representa a energia potencial U do sistema em fungao de z e tem a forma
conhecida como poco de potencial. Também estd inidicada na figura, a energia total F.

A particula se move entre z = +L e z = —L, presa neste pogo. Sua energia cinética,
dada pela diferenca £ — U, é nula em z = +L e maxima em z = 0.

NEN EREA

> P

Figura 16.5: Energia potencial U, com forma de pogo e a energia mecanica total FE do
sistema carga-anel.
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Como as cargas do anel e da particula tém sinais opostos e se atraem, logo depois de ser
abandonada, a particula passa a se mover em direcao ao anel e a sua velocidade aumenta,
até o ponto z = 0, onde sua energia cinética ¢ maxima. Neste ponto, a velocidade vale
em modulo

v(0) = [% 4230 (% - \/ﬁ)}m (16.23)
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A partir dai, a velocidade passa a diminuir, pois a forca agora é contraria ao movimento.
Essa situacao perdura até que o ponto z = —L seja atingido, onde a particula para
instantaneamente. A partir dai ela volta a se mover em direcao ao anel e assim por
diante. Essas caracteristicas fazem de z = 0 um ponto de equilibrio estdvel.

A interagao entre a particula e o anel é atrativa, o potencial do sistema é negativo e
tem a forma de um pocgo. Na situacao de forca repulsiva entre carga e anel, o potencial é
positivo e tem a forma de uma barreira, como vemos no préoximo exemplo.

e exemplo 4 - barreira de energia potencial

Consideremos novamente o anel do exemplo 3 mas, agora, ele interage co uma particula
de massa m e carga positiva +@Q), que pode se mover ao longo do eixo z.

A energia potencial do sistema com a particula num ponto z genérico é dada por

Qq 1
dmey /R? + 22

e, em problemas deste tipo, ¢ interessante considerar situagoes diferentes.

U(z) = + (16.24)

Na primeira delas, a particula é lancada contra o anel, ao longo do seu eixo, com
velocidade vg, a partir de uma distancia z — oo do centro do anel. Neste caso, a energia
potencial inicial do sistema ¢ nula e a energia total da particula é £ = %m vs. Depois
de lancado contra o anel, a particula vai sendo freada devido a forca eletrostatica, que
é repulsiva. Assim, dependendo do valor de vy ele pode, ou nao, chegar até o centro do
anel. Para que isto possa acontecer, é preciso que ela tenha uma energia total igual a um

valor critico E., dado por

9@ 1
‘ Arey R’

(16.25)

para a qual, a particula atinge o centro do anel com velocidade nula, onde o seu equilibrio
é instavel. Se E > E., ela atravessa o anel, tendo no seu centro a menor velocidade, dada

por
v(0) = \/{% <E - 4220 }%)} (16.26)

segue até o infinito, do lado oposto de onde partiu, até ter a mesma velocidade vq inicial.

Se ' < E,, ela para antes de chegar ao centro do anel, num ponto de coordenada z = b,
onde

_ 9@ 1
47T€0E'

(16.27)
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Na segunda situacao, a particula é abandonada em repouso no ponto z = a, e passa a
se afastar continuamente do anel. A energia mecanica total F do sistema é dada por

Qq 1

E = Ireo VP T a2 (16.28)
e, em um ponto z > a, a particula tem uma energia cinética dada por
L () = 4230 \/R;iw - 4220 \/R;iw (16.29)
Sua velocidade é maxima no infinito, onde ela vale
v(o0) = % 4220 \/R;iﬂlz] (16.30)

As trés situagoes consideradas sao mostradas na fig.16.5, que representa uma barreira
de potencial.

A R A

Figura 16.6: Energia potencial U, com forma de barreira, do sistema carga-anel e dife-
rentes energias mecanicas F.

e radiacao

Uma das nocoes mais importantes da fisica é a que a energia total de um sistema fechado
é conservada. Por exemplo, o comportamento de um sistema isolado formado por duas
massas, presas por uma mola e que oscilam sobre um plano sem atrito, é caracterizado
por sua energia total. A medida que as massas oscilam, os valores das energias cinética
e potencial variam. A energia potencial varia porque as massas, por terem velocidades,
alteram continuamente suas posigoes e, consequentemente, a configuragao do sistema. Ja
a energia cinética, varia porque as forcas, responsaveis pela energia potencial, causam
aceleragoes nas massas. Assim, por meio de aceleracoes, as duas formas de energia vao se
alternando.

O caso de um sistema formado por cargas elétricas é parcialmente semelhante ao de
massas e molas. Um sistema de cargas também pode ter energia potencial e que se
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transforma em energia cinética e vice-versa. A diferenca com o sistema mecanico reside
no fato de que cargas elétricas, quando aceleradas, irradiam energia eletromagnética.
Como ocorrem oscilagoes, as energias cinética e potencial se transformam mutuamente.
No caso eletromagnético a soma das energias cinética e potencial nao é conservada e o
balanco energético deve incluir também a energia irradiada.

Entretanto, em casos nos quais as aceleracoes nao sao muito grandes e os efeitos devidos
a radiacao podem ser desprezados, é uma boa aproximacao considerar que as somas das

energias cinéticas e potencial de um sistema eletromagnético é conservada.

Neste texto, consideramos apenas casos deste tipo e, em particular, isso ja foi feito nos
exemplos do poco e da barreira de potencial.

e exercicios
1. E dada uma superficie esférica de raio R, carregada com uma densidade superficial

o, constante e positiva. Determine a energia potencial U do sistema formado por essa
distribuicao e uma carga () puntiforme e positiva quando a distancia d entre elas é

a)d> R,
b)d < R,
c¢) Faga um gréfico U(d)x d

e respostas

Conservacao da energia:

1 Ze? 1
ZmV?2 =
2m o 47'['60 Tmin
2 Ze2 1 1Y% [2,201Y?
N Tt B
m 47T-60 Tmin Tmin
e=16x10"1C Tmin = 107%m = V=148 x 10°m/s
my, = 1,67 1072"Kg Tmin = 107 m = V=469 x 10"m/s
1
1 = 9x10° no SI Efeitos relativisticos: devem ser considerados
TEQ

para velocidades préximas a velocidade da luz

c=3x10°m/s



Capitulo 17

potencial eletrostatico

e definigcao

O potencial eletrostatico estd diretamente relacionado ao campo elétrico produzido
por cargas em repouso. Ele é uma funcao escalar que contém a mesma informacao fisica
incorporada no vetor campo elétrico e também é mutio util no estudo de condutores
metalicos e circuitos elétricos.

Para motivar a definicao do potencial, consideremos inicialmente um sistema formado
por quatro cargas puntiformes ¢ - - - g4, fixas nos pontos 7 ---7;. Como discutimos na
aula 15, a energia acumulada neste sistema é dada por

Ugy = Ura + Urg + Urs + Usg + Uy + Usy (17.1)
sendo

qiq; 1
Uj = ——— - 17.2
T dmey | T — 7 | ( )

Imaginemos agora que, sem alterar a configuragao das quatro cargas iniciais, acrescen-
temos ao sistema uma outra carga (), localizada em 7p. Neste caso, a energia potencial
do novo conjunto de cargas passa a ser

Ui+a) = Ugy + Uqn + Uz + Ugs + Uqu (17.3)

com

.1
I . (17.4)

:47T60|FZ-—F,~|

A variacao AU = U(g44y — Uy da energia potencial devida a introducao da carga
pode ser calculada somando as contribui¢oes dos pares individuais dadas pela eq.(17.4).

197
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Alternativamente, podemos relacionar AU diretamente ao campo resultante
E = E, + -+ Ey das quatro cargas iniciais. Neste caso, AU esta associada ao tra-
balho necessario para trazer a carga () desde o infinito até o ponto P através de um
caminho C' e escrevemos

P P
AU:—/ Q[E1+-~~+E4]~d5=—62/ [E1+~~+E4 -de. (17.5)

o0 o0

e exemplo 1: carga puntiforme e esfera uniformemente carrega

Uma carga puntiforme () e uma esfera de raio R, uniformemente carregada com densidade
volumétrica de carga p, estao, inicialmente, muito distantes uma da outra. Calculamos a
variagao AU da energia potencial do sistema quando a carga () é trazida do infinito até

o ponto P, distante rp do centro da esfera, e o potencial elétrico V (r) da esfera.

Para determinar AU, usamos a eq.(17.6)
P —
AU = —Q/ E-dc, (17.6)

onde E, o campo elétrico da esfera, calculado no exemplo 2 da aula 13, é dado por

o R3
E(r>R) = 3”60T2 P (17.7)
E(r<R) = %f. (17.8)

Assim,
AU(r > R) Q/TP PR o g QP E (17.9)
r = — 7edr = .
o 0o 3607“2 3€0Tp

R 3 TP 2

pR . pr. | Qp|. o TP
AU(r<R) = -d —7r.dr| ==— |R°"——| . (17.10
r< &) |:/oo 3egr? T+/R 36070 7} 260{ 3] ( )

A partir deste resultado e usando a defini¢ao de potencial dada pela eq.(17.8), deter-
minamos o potencial elétrico V(r) da esfera, expresso por

RS
V(r>R) = '270, (17.11)

vir<r) - 2 |[ma?] (17.12)
- 260 3
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Este resultado pode ser generalizado. Para tanto, consideremos uma dada distribuigao
de cargas, que cria um campo E. Quando uma carga (), situada em 7p, é acrescentada a
distribuicao, a energia potencial do sistema varia de uma quantidade AU, dada por

P
AU:—Q/E-dEZ —Q/ E-dé, (17.13)
C

o

onde C' é um caminho matematico que vai do infinito ao ponto P. O potencial V' da
distribuicao de cargas que ? E, no ponto descrito pelo vetor 7p, é definido como

P
V(Fp):—/ E-daz—/ E-dé, (17.14)
C

[e.e]

e esta relacionado a AU por

AU = QV(7p). (17.15)

e unidades

No sistema internacional, a unidade de potencial eletrostatico é o volt(V) e ele estd
relacionada a outras utilizadas anteriormente. Por exemplo, volt = joule/coulomb e
volt = newton x metro/coulomb.
e exemplo 17

Pagina anexa:
e campo conservativo

Na aula 15, mostramos que a forca de Coulomb é conservativa, uma vez que o traba-
lho que ela realiza quando duas cargas puntiformes, () e ¢, infinitamente separadas sao

aproximadas até uma distancia d, nao depende do caminho percorrido. Do ponto de vista
formal, o carater conservativo da forca é expresso por

7{ F-dé=0 (17.16)
C

onde C' é um caminho fechado qualquer, percorrido pela carga @) e d¢, um elemento desse
caminho, com F' = @) £, onde E, ¢ o campo da carga g. Se a carga () estiver em presenca
de vérias cargas ¢;, o principio da superposicao garante que cada interacao é conservativa
e podemos escrever

f@ﬁ-dc*:o, (17.17)
C

onde E = Y;F; é o campo resultante das contribuicoes das varias cargas.
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Neste caso,

AU = QV () :Qf Fde=0 (17.18)

Por extensao do caso da forca, podemos também falar em campo conservativo. A
condicao geral para que um campo seja conservativo é que

%E-daz 0, (17.19)
C

Aqui, C representa um caminho matemadtico fechado qualquer.

O resultado (17.19) é muito importante, mas a sua validade é restita a campos elétricos
produzidos por sistemas de cargas que nao se movem.

e exemplo 1
Calculamos o potencial de uma carga puntiforme ¢, positiva e em repouso.

Se colocarmos esta carga na origem do sistema de referéncia, o seu campo no ponto
descrito pelo vetor 7, é dado por

q .

E = 57
4megr

Para calcular o potencial, em um ponto P, definido pelo vetor 7p, usamos a definigao,
escolhendo um caminho que termina no ponto P e escrevemos

P —
V(Fp):—/ B de.

Como o caminho C' pode ser qualquer, o escolhemos ao longo da diregao radial, para o
qual dc = drr e temos

rp rp
o q . . qg 1 qg 1

V(rp) = — redrr = — dr — = —, 17.20

() /oo 4rregr? /oo degr?  Admegrp ( )

com rp =| 7p |. Este resultado mostra que a func¢ao escalar V(rp) depende apenas da

distancia da carga ao ponto considerado. Por isso, ela tem o mesmo valor sobre uma
superficie esférica com centro na carga e raio rp. Superficies para as quais V(7) tem valor
constante sao chamadas de superficies equipotenciais.

No caso da carga puntiforme, portanto, as equipotenciais sao superficies esféricas com
centro na carga, como mostra a fig.17.2.
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B - §

) T e
v e ol e gl e e Tel
Figura 17.1: Superficies equipotenciais da carga puntiforme.

e potencial X energia potencial

Existe uma relagao bastante simples entre o potencial da carga ¢ e a energia potencial
de um sistema formado por essa carga e uma outra (), colocada no ponto P, dada por

Nesta equacao a carga () aparece explicitamente, o que poderia sugerir que U é a energia
da carga (). Entretanto, essa interpretacao nao é correta. Como vimos anteriormente,
somente tem sentido falarmos na energia potencial de um sistema. Neste caso, o sistema
¢ o formado pelas duas cargas e os seus papéis sao totalmente simétricos. Entretanto, a
eq.(17.4) apresenta um contetido simétrico sob uma forma bastante assimétrica.

No caso de duas cargas puntiformes ¢ e (), separadas por uma distancia d, essa assi-
metria pode ser percebida escrevendo

_qQ1 Q1Y
U(d)—4m{08—q< - )—qVQ. (17.22)

Alternativamente, podemos também escrever

Ula) =

dmeg a dmeg a

QQE_Q( 4 l):QVq_ (17.23)

Assim, a energia potencial desse sistema, onde ¢ e () desempenham papéis simétricos,
pode ser colocada sob duas formas assimétricas, ¢V ou QV,.

Se no espaco ha duas cargas, F' e @), elas interagem mediante uma forga e o sistema
tem energia potencial dada, por exemplo pela eq.(17.16). Se no espago ha apenas a carga
puntiforme @), hao hé forca, mas ha o campo elétrico da carga ; nao ha energia potencial
de interacao, mas hd o potencial Vg da carga Q.

e exemplo 2: fio uniformemente carregado
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Um fio retilineo, de comprimento L e densidade de carga linear \, constante e positiva,
esta disposto ao longo do eixo z, com o seu centro sobre a origem do sistema de coorde-
nadas. Calculamos o potencial desta distribui¢do em um ponto P = (x,y, z), genérico e
fora do fio.

O campo elétrico deste sistema foi calculado no exemplo 3 da aula 9 e o potencial
pode ser obtido a partir da definigao (17.1). Aqui, entretanto, adotamos uma alternativa
menos trabalhosa, baseada no principio da superposicao. Um elemento do fio, localizado
no ponto z e com carga dq = Adz pode ser pensado como uma carga puntiforme cuja
distancia ao ponto P é dada por

o=l = VAT B2

Assim, a contribuicao deste elemento para o potencial é escrito, usando o resultado
(17.5), como

Ad 1
av = 24 . (17.24)
dmeo /22 +y2 + (Z — 2)?
O potencial total é determinado pela soma das varias contribuicoes
L/2 A 1
V= / dz . (17.25)
12 Ameo \Jx2 4+ 2+ (Z — 2)?

Esta integral é efetuada com o auxilio do resultado (xx.xx) do apéndice X e temos

Viz.y.2) = F)\th[(z_z)+\/x2+y2+(Z—z)2} ‘E/L?/z
_ A, VP HPZ - LRP - (Z- L)) -

dmeo /a2 +y 4+ (Z+ L)2)2— (Z+ L/2)

Como o problema tem simetria cilindrica, é conveniente usar a variavel v = /22 + 2,
a distancia ao eixo Z. Neste caso,

A hWQ +(Z—-LJ2)—(Z—-L)2)

dmeo \/r>+(Z+L[2)— (Z+L/2) (17.27)

Vi(r,Z) =

No caso em que a dimensao L do fio é pequena em relacao as coordenadas r e Z,
usamos

L

VIR (ZE LR —(Z+£L/2) = (Vi + 22— 7) (“EW

) . (17.28)
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para escrever

[ 1+eves] a1
Virs L Z<L)= p L L/@VE+ 2| . (17.29)
dmeg | 1—L/(2Vr? + Z?) dmeg /12 + 72

Lembrando que AL = q e que 7?4 Z? é a distancia ao centro do sistema de coordenadas,
recuperamos o resultado (17.14), valido para uma carga puntiforme.

e exemplo 3 - fio infinito

Desejamos calcular, em um ponto P descrito pelo vetor 7p, o potencial de um fio
retilineo infinito, disposto sobre o eixo Z, carregado com densidade A, positiva. O seu
campo elétrico do fio foi calculado no exemplo 3 da aula 14 e, em coordenadas cilindricas,
¢ dado por

AT

E = -
2meg T

(17.30)

Usando a definigao (17.1), com um caminho radial com elementos d¢ = drv, temos

P 5 I7p| A1 A r
V(fp)z—/ E~d5:—/ dr = =" pr| " (17.31)

2meg T 2meg 00

o0 o0

Aqui encontramos um problema, pois A, _.o, hr — 00.

Deste modo, a eq.(17.15) fornece um valor infinito para o potencial do fio, qualquer que
seja o ponto P considerado. Para compreender este resultado, é preciso lembrar que nao
existem fios infinitos na natureza. Quando pensamos em um fio infinito estamos usando
uma aproximacao. Isto quer dizer que o resultado (17.25) representa uma aproximagao
para o campo do fio, valida para pontos proximos a ele, e nao descreve bem o campo para
valores muito grandes de r. O uso da eq.(17.25) na defini¢do do potencial produziu uma
aberracao fisica, o potencial infinito, que decorre do fato de nao poder mover um ponto
distante de um objeto infinito.

Em situagoes como esta, o problema com os valores infinitos pode ser contornado
calculando diferencas de potencial entre dois pontos. Assim a diferenca de potencial entre
os pontos P; e Py pode ser escrita como

P . Py . P> .
V(FQ)—V(FO:—U E-dE—/ E-dﬁ}:—/ E-de. (17.32)

o0 [e.e]

Deste modo, o caminho a ser percorrido comeca em P; e termina em Ps, sem ter de
passar pelo infinito. Efetuando os calculos, obtemos
A r
V() = V(i) = ———h=. (17.33)

27T€0 (]
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Assim, os pontos a uma mesma distancia do eixo do cilindro pertencem a uma superficie
equipotencial.

e exemplo 4 - plano infinito

O campo elétrico de um plano infinito carregado com uma densidade de carga o,
constante e positiva, disposto sobre o plano zy, foi determinado no exemplo 1 da aual 14,
sendo dado por

_ g -
E=—k 17.34
k. (17.31)

para valores positivos de Z. Pelas mesmas razoes discutidas no exemplo anterior, devemo
considerar apenas diferencas de potencial entre dois pontos. Usando a eq.(17.17) com

dc = le%, obtemos

V(i) — V(7)) = — /P2 L iz=-2(2,- 7)), (17.35)

P 260 260

ou seja, a diferenca de potencial entre dois pontos é linear na separacao entre eles.
Assim, os planos paralelos ao plano carregado sao superficies equipotenciais.
e condutores em equilibrio eletrostatico

Considere um corpo metélico de forma qualquer, carregado com carga total ¢, positiva
ou negativa, em equilibrio eletrostatico. A condicao de equilibrio corresponde a um campo
elétrico E = 0 em todos os pontos do interior do corpo. Por isso, a diferenca de potencial
entre dois pontos P e Py, no interior ou na superficie do corpo é nula ja que na eq.(17.17),
estes pontos podem ser conectados por um caminho matematico passando apenas por
pontos onde E = 0. Deste modo, o potencial é o mesmo em todos os pontos de um corpo
metalico em equilibrio eletrostatico, tanto os do interior como os da superficie.

Suponhamos, agora, que este corpo metalico seja uma esfera de raio Ry, carregado com
uma carga positiva ). O potencial sobre todos os pontos do corpo é constante e dado por

B Rl 1 1
vlz_/ E-daz_/ g1 € (17.36)

ey 12 4mey Ry

o0 o0

Imaginemos, agora, uma segunda esfera, de raio Ry < R;, carregada com a mesma
carga (). Se ela estiver longe da primeira, podemos desprezar os efeitos de um corpo
sobre o outro e o seu potencial é dado por

_ Q1
2_47T60R2.

(17.37)

Se as duas esferas forem ligadas por um fio metalico, o conjunto forma um unico
condutor, que nao esta em equilibrio eletrostatico, ja que Vi # Vs. Isto faz com que haja
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transferéncia de carga de um corpo para outro, até que os novos potenciais V{ e Vi de
ambas sejam iguais. Camando de ¢ a quantidade de carga transferida de um corpo para
outro, a condicao de equilibrio deste sistema é dada por

—91_(@-g 1
Vi=V, (Q—q)_:—_. 17.38
! 2 < 47T€0 R1 47T€0 R2 ( )

Assim,
R Ry

=—0Q. 17.39
Ry + Ry © ( )

q

Como ¢ < Om ha passagem de carga do corpo 2 para o corpo 1 e a estabilidade se d&
com os valores

/ 2R1 / 2R2
_ 2 _ = . 17.40
Ah=p7RH0>Q ¢ @Q=pmp@<Q (17.40)

Jé& as densidades de carga sao dadas por

oo @ Q o o = @ _ Q
V" 4nR? 27R(Ry + Ry) > 4nR}  2nRy(Ri+ Ry)’

(17.41)

Assim, embora )1 > Q2 a densidade o5 é maior do que a o;. Este resultado é con-
sistente com o chamado poder dos pontos, segundo o qual, no equilibrio eletrostatico, a
densidade de cargas é maior em regioes com menor curvatura.

e exercicios

1. Se E é nulo num ponto, devera também V ser nulo neste ponto? Dé alguns exemplos
que justifiquem sua resposta.

2. Considere uma distribuicao esférica de carga, de raio R, cuja densidade volumétrica é
dada por

ar
W) e
0 , r>R

onde py é uma constante positiva e r ¢ uma distancia medida em relagao ao centro da
esfera.

p(r) =

(a) Calcule o potencial eletrostatico V' em todo o espago. Faga um grafico V' x r. Adote
V(o0) = 0.

(b) Abandona-se uma carga puntiforme negativa —¢ a uma distancia ¢ > R da distri-
buicao de carga. Supondo que tanto a carga g como a distribui¢ao tenham a mesma
massa m e possam mover-se livremente, determine a velocidade de cada um dos corpos
no instante em que eles colidem.
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3. E dado um anel circular de raio R carregado com densidade de carga A > 0, (A
constante).

Calcule E sobre o eixo do anel.

TN N
T o
~— —

Calcule o potencial V' no eixo, por meio do trabalho de E.

Calcule V sobre o eixo, usando o potencial de uma carga puntiforme e o principio da
SUperposicao.

Faca um grafico do potencial ao longo do eixo do anel.

(e) Qual é a expressao para o potencial quando se toma o centro do anel como referéncia?
Uma particula com carga g > 0 é atirada ao longo do eixo, a partir do infinito, com
velocidade v. Qual é a condi¢ao para que a particula atravesse o anel?

— D o
SN— S— N—

4. Considere o seguinte sistema de dois condutores metélicos: o condutor 1 é uma esfera
macica de raio Rj, que se encontra carregada com uma carga positiva )1; o segundo
condutor é uma camada esférica de raio interno R, e raio externo Rg, e estd carregado
com uma carga positiva (J3. O condutor 1 estd no interior da cavidade do condutor 2 e

ambos sao concentricos.

(a) Determine os valores das cargas nas superficies interna e externa da camada esférica.

(b) Calcule o campo elétrico em todo o espago.

(c) Determine o potencial em todo o espago.

(d) Liga-se o condutor 2 a terra por um fio. Depois de atingido o equilibrio, qual a
diferenca de potencial entre os condutores 1 e 27

5. O espaco entre duas esferas conceéntricas de raios R; e Ry encontra-se preenchido com
um material nao condutor de densidade de carga uniforme, p. Determine o potencial
elétrico V, em funcao da distancia r ao centro das esferas, considerando as regioes:
(a) r > Ry; (b)) ro >r>Ry; ¢)r<Ry;

(d) essas solugbes concordam em r =71y e em r =717

(e) calcule E, a partir de V, em todo o espago.

e respostas

1. Nao.
2.
p0R3 1 (0% 1 Q 1
— S R - >
(@) Vi) €o (3 4) r o dmey r e
a
poR2 (1 a\ po (r*  ar?
V(r) = S T R
=" (2 3) eo<6 2r) T
1 1\1Y2
(b) v = {fQR (}—% — Z)] sendo ) a carga total da distribuigao esférica
Tegm



3. (a) {B=E. = 2 i

(b) V = A 2R

4meg (R2+z2)1/2

4. (a) Na superficie interna: Q; =

(b) Para r < Ry, E=0; para Ry <1 < Ry, E =

para Ry <r < R3, E=0; e, para r > R3, I =

o)

(c) Para r < Ry, V(r) =

para Ry <r < Ry, V(r) =

para Ry <r < Rz, V(r) =

O +Q2 1

4dmeq

para r > Rs, V(r) =

(1 1 1
d) — [ — — —
) 477'60 Rl RQ

—@1. Na superficie externa: @), =

(Q1+ Q2)

Q1+Q2

47T€0
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Capitulo 18

densidade de energia eletrostatica

Qualquer sistema contendo cargas possui energia potencial que pode ser calculada a partir
do resultado de duas cargas puntiformes, usando o principio de superposicao. Existe,
entretanto, uma estratégia alternativa para o cdlculo da energia eletrostatica acumulada
em sistemas carregados, que é apresentada nesta aula, a partir da andalise de um capacitor,
que é um dispositivo capaz de armazenar energia elétrica.

Nas aplicacoes praticas, os capacitores podem ser contruidos de muitos modos diferen-
tes. J& no caso de discussoes pedagdgicas é conveniente considerarmos situagoes nas quais
os calculos sejam simples. Deste ponto de vista, o capacitor mais elementar é o formado
por duas placas metalicas, planas e paralelas.

e cargas e campos no capacitor

Consideremos um capacitor formado por duas placas metalicas, planas e circulares, de
raio R, paralelas entre si e separadas pela distancia a. Supomos que as duas placas estejam
inicialmente descarregadas, como na fig.18.1(a). Se ligarmos uma bateria de tensao V ao
sistema, as cargas fluem para as placas, até que a diferenca de potencial entre elas também
seja V e as cargas nas placas sejam +@) e —(@), como indica a fig.18.1(b). Neste processo
a bateria perde energia, sendo que parte dela é dissipada por efeito Joule e a restante
fica armazenada no capacitor. Se retirarmos a bateria, as cargas permanecem nas placas
metdlicas, como mostra a fig.18.1(c), e a energia permanece no sistema.

3 R *j YA e—
| o ——1 ~Q~ “Qel—————
(@) () )

Figura 18.1: Um capacitor de placas paralelas (a) descarregado; (b) acoplado a uma
bateria; (c) isolado e carregado com carga Q).
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Nas situagoes reais, o campo elétrico é perpendicular as placas em grande parte do
espago entre elas, com efeitos de borda, indicados na fig.18.2(a), que podem ser despre-
zados quando a separacao entre as placas a é muito menor do que as suas dimensoes
R, porque as cargas ficam concentradas predominantemente nas superficies internas da
placas como sugere a fig.18.2(b).

(G D) AIRRRERERRNAN

Figura 18.2: O campo elétrico de um capacitor de placas paralelas: (a) situagao real; (b)
modelo adequado quando R > a.

Quando os efeitos de borda podem ser desprezados, o capacitor pode ser identificado
com dois planos infinitos e paralelos, com densidades de carga +o e —o, sendo

Q
R
£Q T : fr
Py > {
lE o
w

[
L

Figura 18.3: O perfil do capacitor de placas circulares paralelas.

O campo elétrico em um ponto P qualquer entre as placas foi calculado no exemplo 3
da aula 14 e, usando o sistema de coordenadas indicado na fig.18.3 temos
Fo_Zho__9 (18.2)

€0 TR2¢y

Como o capacitor é plano, o campo nao depende da separagao entre as placas, sendo
uniforme e tendo o mesmo valor em qualquer ponto. Neste caso, a diferenca de potencial
entre as duas placas é dada por

Q

a
7TR280

AV:—/ E.-di= (18.3)
0
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O interesse deste resultado é que AV é uma grandeza mensuravel, o que permite
conhecer a quantidade de carga () no capacitor a partir de suas caracteristicas geométricas.

e exemplo 1

Estimamos a quantidade de carga () acumulada em um capacitor de placas circulares,
de raio R = 10 cm, separadas pela distancia ¢ = 1 mm, quando ele é ligado a uma pilha
de 1,5 V, como na fig.18.2(b).

Usando o valor de ¢y dado no apéndice A e a eq.(18.3), obtemos Q = 4,2 x 1071°C,
que corresponde a 0 = 1,3 x 1078C/m?.

Este resultado permite-nos conhecer a densidade superficial de elétrons na placa nega-
tiva. Usando o valor do apéndice A para a carga do elétron, a densidade superficial de

elétrons é dada por o/e = 0,83 x 10! elétrons por m?.

Para termos uma ideia do significado deste nimero, notamos que um metal tipico,
como o cobre, tem cerca de 8,5 x 10?® 4&tomos por m?® o que corresponde a uma densidade
superficial de cerca de (8,5 x 10%%)%/3 2 1,9 x 10" 4tomos por m?. Isto indica que a razao
entre as densidades de elétrons e de dtomos ¢ de (0,83 x 10M)/(1,9%x10'?) ~ 4x107%. Ou
seja, que existem apenas 4 elétrons em excesso para cada 1 bilhao de atomos na superficie
metalica interna do capacitor. Pensando na populacao do Brasil, este valor corresponderia
a cerca de 1 pessoa, comparada ao nimero total de habitantes do pais.

e calculo da energia do capacitor

Como as cargas do capacitor estao em repouso, a sua energia é do tipo potencial e
pode ser obtida por meio do calculo do trabalho necessario para carregar o sistema. Por
isso consideramos o sistema, inicialmente descarregado e calculamos o trabalho realizado
para carrega-lo, gradualmente, até a configuracao final, transportando quantidades infi-
nitesimais de carga dq, positivas, da placa inferior a superior, sucessivamente.

Neste processo de carregamento, em cada viagem de uma quantidade de carga dgq, o
trabalho realizado é diferente. Na primeira viagem, nao hé realizacao de trabalho, ja
que nao hé campo no interior do capacitor descarregado. Na segunda viagem, a carga
dq ¢ levada em presenca do campo criado pela primeira, e ja ha um pequeno trabalho
realizado. Na terceira viagem o trabalho é ainda maior pois, agora, o campo entre as
placas ficou mais intenso. Numa situacao intermediaria, em que as cargas nas placas
superior e inferior tém os valores +q e —q, com g < (), o campo ¢é dado por

— q ~

E,=——=&. 18.4
q 7TR2€0 ( )

Neste caso, a forca elétrica sobre dq vale

(18.5)
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O movimento de carga de uma placa para outra nao é espontaneo e somente ocorre se
houver uma segunda forga, dﬁc, que empurre as cargas dq contra o campo. E esta forca
dF. que, ao realizar trabalho, bombeia energia para o interior do sistema. O menor valor
de dﬁc para que um elemento de carga possa ser transportado corresponde a dﬁc = —dFy.
Neste caso, o trabalho realizado em um deslocamento dz vertical é dado por

= ; dq q
2 _ _
d*t =dF. - (dzk) = TR dz (18.6)
e o trabalho realizado em uma viagem corresponde a
‘[ daq dqq
ar= | | [a: = . 18.7
7 /0 T R2 ¢ ‘ T R2 ¢ “ ( )
Por isso U, a energia potencial do sistema, fornecida a ele durante todo o processo de
carregamento, vale
Q d 1 2
qq Q
= dr = - —a. 18.8
/ T / 7TR2€0 27TR260a ( )

Esta expressao descreve a energia potencial acumulada no capacitor quando ele esta carre-
gado com carga Q). E importante notar que este resultado é quadratico em (), diretamente
proporcional a separacao a entre as placas e inversamente proporcional a area de cada
uma delas. O resultado (18.8) corresponde ao valor total da energia potencial do sistema,
mas nao informa onde ela esta localizada. Esta questao é discutida a seguir.

¢ a localizacao da energia potencial e a densidade volumétrica de
energia

Estabelecer a localizacao da energia potencial de um sistema é muito interessante e,
também muito importante, por evidenciar o papel do campo elétrico. Para discutir o
que acontece com o nosso capacitor de placas circulares, consideramos, inicialmente, a
situagao em que ele estd carregado com carga (), mas as placas estao separadas por uma
distancia ¢, muito pequena, como na fig.18.5(a). Neste caso, a eq.(18.18) nos mostra que
a energia potencial U acumulada no sistema é

1 Q?

Us ==
o 21 R2¢

5§20, (18.9)

pois ¢ é muito pequeno.

Em seguida, mantendo a placa inferior fixa, puxamos a placa superior para cima, por
meio de uma forca externa F. A medida que a placa se move, a forca F realiza trabalho,
pois o seu ponto de aplicacao se desloca. Concomitantemente, a energia potencial do
sistema vai aumentando, pois ela é proporcional a distancia entre as placas. Se paramos
quando elas estiverem separadas pela distancia a, a energia potencial do sistema sera a
dada pela eq. (18.8).
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o

Puw‘\yiry YYTYVY VS

5
/
)

(o) (k)

Figura 18.4: Capacitor carregado com carga () com separacao entre as placas (a) ¢ muito
pequeno e (b) a.

O valor mfnimo de F para que as placas possam ser separadas é o que corresponde a
um movimento com velocidade constante e, portanto igual, em moédulo, a forga ﬁ]s, que
a placa inferior produz na placa superior. O campo elétrico criado pela placa inferior na
regiao em que a placa superior se encontra é dado por

h=—-—2 k. (18.10)

Por isso, a forca que este campo causa em um elemento de carga dq da placa superior vale

dFis = —dq - ——Fk 18.11
15 q 2 1 R2 € ) ( )
o que d& origem a uma forca total
- 1 Q* -
Frg=—- k. 18.12
15 2 ™ R?¢ ( )
O valor minimo da forca F=—FS independe da distancia entre as placas, pois o mesmo

acontece com o campo. O trabalho realizado para separar as placas, desde a distancia o
até a distancia a, vale

/aﬁdfc L& (a —0) (18.13)
T = cdzk == a—90). .
5 2 ™ R? ¢

No caso em que 0 é extremamente pequeno, obtemos novamente a energia potencial do
sistema, dada pela eq. (18.8).

Este resultado indica que, para calcular a energia potencial do sistema, podemos tanto
considerar, inicialmente, placas descarregadas e totalmente separadas e, em seguida, trans-
portar as cargas aos poucos, como considerar, inicialmente, placas totalmente carregadas
quase juntas e separd-las aos poucos. Apesar de os dois procedimentos serem formalmente
equivalentes, o segundo permite-nos saber onde esté a energia potencial do sistema. No
segundo caso utilizamos, diretamente o campo elétrico da configuracao final e apenas o
calculo baseado diretamente no campo propicia uma imagem detalhada de onde a energia
do sistema estd localizada.
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O capacitor, antes e depois de a distancia entre as placas ter sido aumentada, é mos-
trado na fig.18.4. Quando passamos de uma configuragdo para a outra, nada acontece
com as placas do capacitor, j4 que suas cargas permanecem as mesmas e Nao se movem
durante o processo. Isto indica que a energia potencial do sistema nao pode estar no in-
terior de cada uma das placas. A unica diferenca entre as duas configuragoes é o volume
da regiao entre as placas, preenchido pelo campo elétrico. Na configuracao inicial, esse
volume é ™ R?26§ ~ 0 enquanto que, na final, ele vale m R%a e a energia potencial, dada
pela eq.(18.8), estd localizada nele. Como o campo elétrico é uniforme na regido entre as
placas, podemos pensar em uma densidade volumétrica de energia

_W_ 1@ 110

= = 18.14
av 2 T R%2a 2¢9 L R2 (18.14)

Usando a eq. (18.2) podemos relacionar este resultado diretamente ao médulo do campo
elétrico

€0 2
r=u=3E (18.15)

Este resultado ¢ muito importante, pois mostra que ha uma densidade de energia
diretamente relacionada ao campo elétrico. Aqui, ele representa a densidade de energia
potencial que existe no interior de um capacitor plano, mas ele é muito mais abrangente.
De modo geral, no ponto onde houver um campo elétrico E, existe uma densidade de
energia u, dada pela eq.(18.15). Isto acontece, por exemplo, na luz do sol que ilumina a
Terra.

e calculo alternativo de energia do capacitor

O conceito de energia elétrica distribuida no espaco permite um célculo alternativo da
energia do capacitor. Como a densidade volumétrica de energia é dada pela eq.(18.15), a
energia total é dada por uma integragao em todo o espago

—/// 60512 dv . (18.16)

No caso do nosso capacitor plano, supomos que existe campo elétrico apenas na regiao
entre as placas, onde F = 0/gj. Assim, a densidade de energia do sistema é dada por

dU 2

v ;— no interior do capacitor, (18.17)
€o

dU

i 0 fora do capacitor. (18.18)

Como a densidade de energia no interior do capacitor é uniforme, a energia total é dada

por
1 Q2

—dV— — dV = —7nR?’a = = . 18.19

// 2€0 260/// 2607T “ 27TR2€OCL ( )

capacitor capacitor
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Este resultado coincide com o da eq.(18.8), obtido através de um procedimento alternativo.
e trabalho e campo

Discutimos duas maneiras de calcular a energia acumulada em um capacitor plano.
Uma delas é baseada no célculo do trabalho necessario para carregar o sistema efetuando
transportes graduais de elementos de carga dg. E importante notar que neste processo,
os transportes de carga sao instrumentos de pensamento e tém, portanto, natureza ma-
tematica. Eles sao uma espécie de faz-de-conta e nao precisam descrever com precisao
o modo real como o capacitor foi carregado. Em particular, em aplicacoes praticas, é
extremamente raro que haja transporte de carga através da regiao interna ao capacitor.
Em geral este transporte é feito por meio de circuitos, ligados ao exterior do capacitor.
O método de céalculo baseado no trabalho permite determinar a energia total acumulada
no sistema, mas nao fornece informagoes acerca da localizacao desta energia.

A outra maneira de calcular a energia do capacitor é baseada na densidade de energia,
que é uma grandeza local. A eq.(18.15) representa a relacao direta entra a densidade de
energia em um ponto do espacgo e o quadrado do campo elétrico naquele ponto. Por isso,
ela corresponde a ideia que o campo é o portador da energia, que a energia esta no campo.

Estas duas abordagens permitem interpretagoes bastante diferentes sobre o que vem
a ser a energia potencial do sistema. Evidentemente, elas nao se excluem, mas se com-
plementam. Essas diferencas ficam claras quando se coloca a questao: por que a energia
potencial dobra quando a distancia entre as placas dobra?

Um adepto da solucao baseada no transporte gradativo de carga dq diria que como
E ndo varia, o trabalho para carregar as placas dobra porque o deslocamento de cada
elemento dq é duas vezes maior. No caso da solugao ali baseada na energia do campo, o
aumento de U ¢é atribuido ao fato de haver a mesma densidade de energia espalhada por
um volume duas vezes maior.

e exemplo: capacitor cilindrico

E dado um capacitor cilindrico formado por um cilindro de raio a, comprimento h,
coaxial com uma casca cilindrica de raio b > a e comprimento h, sendo h > b, mostrado
na fig.18.5. O capacitor estd carregado com carga () e desejamos calcular a energia
acumulada nele.

Temos dois procedimentos a disposigao, baseados no trabalho e na densidade de energia.
Em ambos é preciso usar a expressao do campo elétrico na regiao vazia entre as partes
metalicas, que foi calculado usando a Lei de Gauss, no exemplo 4 da aula 14. Supondo
que o cilindro interno esteja carregado com carga +¢, este campo é dado por
q R

7

E—=—_*1 18.20
2reghr ( )

onde 7 é o vetor posicao do ponto considerado, em coordenadas cilindricas, portanto,
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Figura 18.5: Capacitor cilindrico coaxial.

medido a partir do eixo de simetria.
e calculo baseado no trabalho

Neste procedimento consideramos, inicialmente, o capacitor sem cargas e o carregamos
gradualmente, levando elementos de carga dq > 0, da casca externa até o cilindro interno.
Supondo que numa situacao intermediaria, a carga do cilindro interno seja g < @), a forca
sobre o elemento de carga dq quando esta em transito vale

— q "

dFg =dq ———— 18.21
g 2w eghr " ( )

e o trabalho realizado por ela em uma viagem é dado por

¢ s “ dqq dgg b

drg = dFg-drr = ——dr = — In—. 18.22
e /b i /b 2meghr 2megh  a ( )
Como a < b, este trabalho é negativo, porque a carga se move contra a forca elétrica,
devido a uma forca dF' = —dFE, que bombeia energia para dentro do capacitor. O
trabalho realizado por dF' durante uma viagem vale dr = —d7g e, portanto, a energia

acumulada no capacitor durante todas as viagens necessarias para carrega-lo com carga
total @) vale

Q 1 2
- /dT / daq —:5 @ L (18.23)

2meg h 2megh  a

e calculo baseado na densidade de energia

Nesta abordagem, consideramos o capacitor na situacao final, j4 com carga (). Como
a densidade de energia do sistema estd relacionada diretamente ao seu campo, o campo
dado na eq.(18.20) para escreve-la

d_U_€_0E2_5_0{ Q ]2_

= = 18.24
awv 2 2 (18.24)
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A energia total é dada pela integral deste resultado sobre todo o volume interno ao
capacitor e temos

h b 27 1 QQ
= —d d d dj - ————— =
v // V= /0 Z/a 7“7‘/0 2 4m2eq h2 r?

capacitor

= /dz/dr— /dzlné— @’ lné (18.25)
e h2 r2  47eg h2 a Admeoh a’ '

idéntica a do resultado (18.23).

e capacitancia

Reescrevendo a expressao (18.3) como

7TR2€0

a

Q= AV, (18.26)
podemos perceber que a quantidade de carga que a pilha consegue fornecer ao capacitor
depende da sua geometria. Por exemplo, a quantidade de carga () aumenta quando a
separacao a entre as placas diminui. Esta caracteristica levou a definicao da capacitancia
C' de um capacitor pela relacao

Q
C=—. 18.27

AV ( )
Esta grandeza ¢é bastante til na pratica e indica quanta carga o capacitor aceita para uma
dada diferenca de potencial. No caso particular do capacitor de placas planas e paralelas,

temos

T R%¢

a

C = (18.28)

A capacitancia de qualquer capacitor depende apenas da sua geometria e de €.
e exercicios

1. Considere o capacitor plano carregado, mostrado na fig.18.2(c). Se ligarmos as placas
metalicas por um fio condutor, o capacitor se descarrega e, portanto, o sistema deixa
de ter energia potencial. O que aconteceu com a energia que estava armazenada nele
inicialmente?

2. Sao dados dois sistemas A e B, cada um deles formado por duas placas circulares,
paralelas, carregadas com cargas iguais em moédulo e de sinais opostos. As placas dos
sistemas A e B tém, respectivamente, raios Ry = R e Rg = 2R e cargas Q4 = Q e
Qp = 2Q. As figuras I, II e III mostram trés situacoes diferentes. Na situacao I, as
distancias entre as placas valem d4 = d e dg = d e os dois sistemas estao desconectados.
Na situacao II, as distancias entre as placas valem d4 = d e dg = 3d e os dois sistemas
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estao desconectados. Na situacao 11, as distancias entre as placas valem d4 = d e dg = 3d
e os dois sistemas estao ligados por fios condutores, longos e finos. Em todos os casos,

d< R.

Considere, inicialmente, apenas as situacoes I e II e determine

a) os mddulos dos campos elétricos entre as placas;

b) as diferengas de potencial entre as placas;

c) arazao Ug/U, entre as energias potenciais acumuladas nos dois sistemas.

Considere, agora, a situacao III, na qual as placas estao ligadas por fios metalicos finos,
o que permite a redistribuicao das cargas no sistema formado pelos dois capacitores. Na
situacao de equilibrio existem dois critérios, equivalentes, para determinar as cargas em
cada um dos capacitores. O primeiro deles é impor que as diferencas de potencial entre as
placas dos sitemas A e B sejam iguais. O segundo é impor que a energia total do sistema
seja a menor possivel. Em ambos os casos, o ponto de partida para a solucao do problema
consiste em supor que a carga do capacitor A, por exemplo, tenha um valor Q4 = ¢,
desconhecido, enquanto que a carga do outro capacitor deve valer Qp = (3Q — q).
d) Obtenha as cargas 4 e g impondo que as diferencas de potencial V4 e Vg entre as
placas dos capacitores sejam iguais.
e) Obtenha as cargas (04 e ()p minimizando a energia total do sistema.
f) Na situagao de equilibrio, qual é o valor da razao Ug/U4 entre as energias acumuladas
nos dois sistemas?

3. Considere as capacitancias C, e (3, de dois capacitores formados por placas planas,
paralelas e circulares, com raios R, e Ry, R, < R,, separadas pela mesma distancia a.
Explique, porque C, < Cj, usando argumentos fisicos e a eq.(18.28).

e respostas

1. Foi transformada em calor, por efeito Joule, durante o transporte de carga de uma
placa para outra.

2.a) Nas duas situagoes, £4 = TR Ep = g5
i 30 I: — _Qd — _Qd . i 0 1I: — _Qd — _3Qd
b) situagao I: V4 = —33 o Vb = 577z situacao II: V) = 55—, Vb = 557
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¢) situagao I Ug /Uy = 1; situagao 1I: U /U, = 3.

d)ee)Qu=3Q,Q5=7FQ.

£) Up/Us = 4/3.
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Capitulo 19

auto-energia

e Colisas e sistemas

No nosso modo de pensar o mundo baseado em palavras, uma carga é uma coisa, duas
cargas sao duas coisas. E um sistema, formado por duas cargas em repouso e separadas
por uma certa distancia, tem energia potencial. Uma pergunta que podemos nos fazer é
se este sistema pode ser dividido em duas partes, cada uma delas contendo uma carga e
metade da energia potencial. Esta ideia nao tem sentido, porque a energia potencial nao
é composta por duas partes, ela precisa das duas cargas de uma vez s6. Assim, quando
ha interacao, um sistema é conceitualmente diferente do que a soma de suas partes.

Esta caracteristica se aplica a qualquer sistema, com qualquer niimero de partes. Por
isso, para descrever um sistema deviamos, em principio, partir de suas propriedades gerais.
Na pratica, este procedimento torna-se muito arduo quando o nimero de componentes
¢ grande e é conveniente tentar abordar os problemas identificando seus subsistemas
principais. Neste caso, é comum pensarmos a energia potencial do sistema como sendo
dada pela soma das energias internas de cada subsistema com a energia de interacao de
um subsistema com o outro. Neste contexto, a auto-energia é o nome usual da energia
interna de um subsistema autonomo.

e exemplo 1

Determinacao da auto-energia de uma superficie esférica de raio R, carregada com uma
carga total @), positiva.

Apresentamos trés solugoes para este problema e, em todas elas partimos do campo
elétrico na regiao externa a esfera. No estudo da lei de Gauss, vimos que o campo
elétrico criado por uma distribuigao esfericamente simétrica de cargas em um ponto fora
da distribuicao é equivalente ao criado pela mesma carga concentrada no seu centro.
Por conveniéncia, o centro da superficie esférica é escolhido como origem do sistema de
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coordenadas.
e solucao 1

Uma possibilidade para obter a auto energia da casca esférica consiste em carrega-
la pouco a pouco, por meio de sucessivas viagens de elementos de carga dq. Em uma
configuragao intermediaria em que a carga da esfera tem o valor ¢, o campo elétrico em
um ponto externo a ela, descrito pelo vetor 7, é dado por

Jo

(19.1)

Ameg 13

Usando um caminho radial para trazer um elemento de carga dq desde o infinito até a
superficie da esfera, temos dc = drr e o potencial nela é dado por

wm:—/iﬁd&zq - (19.2)

A energia potencial dU do sistema formado pela superficie carregada com carga g e o
elemento de carga dq colocado sobre ela é dada por
qg 1

—. 19.
dmeg R (19:3)

dU = dqV(R) = dgq

Nesta expressao, dU representa a energia acrescentada a esfera quando um elemento de
carga dq ¢ trazido desde o infinito e depositado nela. Esta energia ¢é fornecida pelo agente
externo que transporta dq. Depois que todas elas foram agregados a esfera, a auto-energia
do sistema com carga total () é dada por

Q 2
g 1 1 Q° 1
U= | dU = d — = - —. 19.4
/ /0 q47r€0 R 2 4meg R ( )

e solugao 2

Uma possibilidade alternativa para o calculo desta auto-energia consiste em considerar
a esfera carregada com carga () como tendo, inicialmente, raio infinito e comprimi-la,
pouco a pouco, até a configuracao final, com raio R. Assim, diferentemente do caso
anterior, agora mantemos a carga da esfera fixa e variamos o seu raio. Este processo de
compressao deve ser realizado por um agente externo, que fornece energia ao sistema. Ele
estd esquatizado na fig.19.1.
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Figura 19.1: Compressao da carga () por agente externo, sobre uma superficie esférica de
raio r, para outra de raio menor r + dr(dr < 0).

Em uma dada configuracao intermediaria, na qual a distribuicao tem raio r, as cargas
distribuidas na superficie se repelem mutuamente, sendo sua densidade superficial dada
por

o= 432 . (19.5)

Para determinar esta forca de repulsao, consideramos um ponto P sobre a superficie da
esfera e um elemento de area dS em torno deste ponto, como mostra a fig.19.1. A carga
dq contida neste elemento de area é

@ s (19.6)

Arr?

dg=o0dS =

A forga dFy que age sobre o elemento dS da superficie da esfera é dada por
dFp =dqE | (19.7)

onde F é o campo elétrico criado por todas as demais cargas no ponto P. Este campo foi

calculado no exemplo 5 da aula 14 e é dado por
o

E=—7. 19.
2607‘ (19.8)

Assim, a forca que empurra o elemento dS em direcao ao infinito é dada por

2

dFy = dS 2 7. (19.9)

260

Para comprimir a esfera, é necessario deslocar o elemento dS em direcao ao centro,
através de um caminho matematico d¢ = dr 7. Note que neste caso, dr é uma grandeza
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negativa, ja que o seu sinal é determinado por uma integral que vai de infinito até R.
Deste modo, dc¢ aponta para a origem do sistema. A tendéncia espontanea da esfera
carregada é se expandir. Por isso, para que possa haver uma compressao, é necessario um
agente externo que realize uma forca dﬁm = —dF 'z sobre o elemento dS.

O trabalho realizado por ﬁezt no elemento dS é dado por

d*1 = dF., dé = —dS Ky 2 ds dr . (19.10)
2¢€ 260 \ 4mr?

Para que toda a esfera seja comprimida na direcao radial, é necessario o trabalho

@)2 1@

dr = dr (19.11)

2 4mey 12

Finalmente, o trabalho total realizado pelo agente externo para comprimir a superficie
desde o infinito até a configuracao final de raio R vale

R 2 2
1 Q° 1 1 Q° 1
- _ - —dr== —. 19.12
g /OO 2 4mey 12 " 2 4eg R ( )
Portanto, a auto-energia do sistema vale

1 Q% 1
== —= 19.13
2 4dmeg R ( )

e ¢ idéntica a eq.(19.4).
e solugao 3

O terceiro método de calculo é baseado no fato de que a densidade volumétrica de energia
eletrostatica é dada por
dU . €0

A

=5 (19.14)

)
onde F é o campo elétrico da esfera na sua configuragao final, com raio R e carga Q.

Nos pontos externos a esfera, o campo elétrico vale

Q 7

E = —
Ameg 127

(19.15)

e a densidade de energia tem a forma

AU e[ Q 1\°
- _ 0 - . 19.1
awv 2 <47T€0 7’2) (19.16)
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O elemento de volume é
dV =r*sen 0drdfdo , (19.17)

e a auto-energia ¢ obtida integrando a densidade em todo o espaco

(AU o e Q 1\
v = /de_/vg(élweoﬁ) v =

2 00
o 1 1 Q* 1

_ o(@ 47/ g2t L@ 1 (19.18)

2 \4re R r 2 4dmep 1| p

Assim, novamente, obtemos
1 Q* 1

U= - il 19.19
2 4meg R ( )

e exemplo 2

E dado um sistema formado por uma esfera metdlica de raio R, com carga negativa @),
envolta por uma casca metalica esférica, neutra, de raio interno a e raio externo b, como
mostra a fig.19.2. Desejamos determinar a auto-energia deste sistema.

Figura 19.2: Esfera metdlica, com carga total (), concéntrica com uma casca esférica
neutra.

Neste tipo de problema, o método baseado na densidade de energia é muito mais
apropriado. O campo elétrico deste sistema, determinado por meio da lei de Gauss, é
dado por

E = 0 para r<R e a<r<b, (19.20)

4Q % para R<r<a e b<r. (19.21)
ey T

=,
I
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Usando a densidade de energia dada pela eq.(19.4) e o elemento de volume dV pela
eq.(19.17), a auto-energia do sistema é

U = /dU%OE2:47r/ drr? B2
0

{E -—+ 5} . (19.22)

Este resultado corresponde a uma auto-energia positiva, independentemente do sinal
da carga @). No limite a = b, ele se reduz a eq.(19.19), como esperado.

e exemplo 3

Sao dadas duas esferas condutoras de raios R; e Ry, separadas por uma distancia d
muito maior do que os seus raios, ambas carregadas com cargas (). Esta hipotese permite-
nos desprezar a influéncia de uma esfera sobre a outra. Em seguida, as esferas sao ligadas
por um fio condutor muito longo. Nosso interesse é determinar a carga em cada esfera
quando ocorre o equilibrio eletrostatico. Esta questao ja foi discutida no exemplo 5 da
aula 17, usando o conceito de potencial e, aqui, ela é reformulada em termos de energias.

Antes de mais nada, é preciso estabelecer a relacao entre equilibrio eletrostatico e
energia potencial. Tal como na mecanica, a nogao de equilibrio esta associada a auséncia
de movimento, o que corresponde a energia total do sistema ser igual a energia potencial
minima Uy. A ideia é que se a energia potencial U do sistema for maior do que Uy, a
diferenca U — Uy pode se transformar em energia associada a movimento e o sistema nao
esta em equilibrio.

Assim, para determinar a quantidade de carga na situacao final, é preciso minimizar a
energia potencial U em funcao da quantidade de carga g que migra de uma esfera para a
outra.

Na situacao inicial, a energia potencial do sistema ¢é dada pela soma das auto-energias
das duas esferas.

T2 4dmey Ry

el 101 (19.23)

v 2 drey Ry

Na situagao em que uma quantidade de carga g passou de uma esfera para a outra, a
energia vale

Q=P 1 1@+ L

1
Ulg) = - .
(Q) 2 47'('60 Rl 2 47T€0 R2

(19.24)



227

Para minimizar esta energia, calculamos

W _ _@-¢gl @+9 1

haha b A YA =0 19.25
dq dmeg Ry dreg Ry ’ ( )
o que fornece
Ry — Ry
=+—0C. 19.26
1=+ R ¢ (19.26)

Na situagao de equilibrio, as cargas nas duas esferas sao dadas por

2R 2R,
- e =——Q, 19.27
Q= 70 Q= 5 Q (19.27)
enquanto que as densidades de cargas valem
01 Q [§ 09 Q (1928)

" 27R, (R, + Ry) " 2mRy(Ry + R)

Como esperado, os resultados (19.26)-(19.28) sao idénticos aos (17.24)-(17.26).

O caso de duas esferas condutoras ligadas por um fio se aplica a situagao de aterra-
mento. Supondo que Rs seja o raio da Terra, que é muito maior do que Ry, temos ()1 — 0
e Qo — 2Q). Assim quando Ry > Ry, toda a carga da esfera menor migra para a maior,
a menor fica descarregada.

e balanco energético e conservagao da energia

A energia inicial do sistema é U, dada pela eq.(19.23), enquanto que, na situagao de
equilibrio, a energia potencial do sistema vale

2 2 2
_E&L_i_l&i Q" i+ (19.29)

Uy = =
0 2 471'60 Rl 2 471'60 R2 271'60 (Rl + R2)2 ’

que é menor do que U.

Neste tipo de problema, a energia diminui porque é necessaria uma corrente elétrica
através do fio para que a carga de uma esfera possa migrar para a outra. Como ha
resisténcia no fio, a passagem da corrente dissipa energia por efeito Joule e a diferenca
U — Uy se transforma em calor.

Neste cendrio, podemos nos perguntar o que aconteceria no caso hipotético de a re-
sisténcia do fio ser nula. Esta hipotese impediria que a energia do sistema formado pelas
duas esferas e pelo fio escape dele. Nestas condigoes, o sistema oscila e o excesso de
carga passaria continuamente de uma esfera para a outra, como discutido no exercicio
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4. Entretanto, em cada oscilacao o sistema irradia energia na forma de ondas eletro-
magnéticas. Para discutir em detalhes estes efeitos é preciso conhecer melhor a teoria do
eletromagnetismo.

e energia e massa

Em 1905, Einstein propos uma equagao que relaciona a massa m de um corpo a sua
energia E, que acabou sendo muito conhecida na forma E = mc?, onde ¢ é a velocidade
da luz no vacuo. Nesta forma, ela vale em um sistema de referéncia no qual o corpo esta
em repousol!l e, por isso, o importante fisico russo Lev Okun!? recomendou que ela fosse
escrita como E, = mc?. Reescrito como

Ey
m=—
2’

(19.30)
o resultado nos informa que a massa de um corpo é determinada pelo seu conteiudo
energético em repouso.

Tomemos, agora, um elétron, uma particula que tem massa. Atualmente, o valor
empirico desta massa é conhecido com grande precisao, mas nao se sabe de que matéria
ela é feita e o boson de Higgs pode ser parte da explicacao. O elétron é uma particula que
tem carga —e e, consequentemente, um campo elétrico a sua volta e uma auto-energia.
Para fazer um modelo tosco para o elétron, podemos supor que ele seja uma esfera de
raio R e que sua carga esteja distribuida na sua superficie. Ao fazer isto podemos usar o
resultado (19.19) para a sua auto-energia eletrostatica e escrever a massa m, do do elétron
como

Me = My + My
1 e 1

Y — 2 19.31
c? mn +202 dreg R ( )

= mCE+

onde m, é a parte da massa de origem desconhecida e my = U/c* é a contribuicao da
auto-energia eletrostatica a massa.

Essa energia depende de constantes conhecidas e, também, do raio R, que é desconhe-
cido. Por isso, é conveniente definir um parametro o como

U 1 e 1
@ Me =My 2 2c2 4meg R (19.32)

O parametro «, cujo valor esta entre 0 e 1, representa a percentagem de m. que é
devida a auto-energia eletrostéatica. Isto nos permite escrever

1 2
R=-_ % (19.33)

a 8megmec?
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Usando os valores do apéndice A para as constantes numéricas, temos
R = 1,41 x 107 m/a. Como 0 < a < 1, obtemos um raio para o elétron no inter-
valo

1,41 x 107%m < R < o0, (19.34)

sendo que o limite inferior corresponde a toda a massa do elétron ser de origem elétrica.
Este intervalo, obtido por meio de um modelo muito simples, d4 uma ideia do tamanho
do elétron.

Este modelo é claramente contraditério com a ideia do elétron como particula elemen-
tar. Entretanto a compreensao da natureza envolve modelar e analisar com liberdade os
resultados.

O interessante do modelo ¢ a sua implicagao ontolégica. De fato, o raciocinio desenvol-
vido aqui indica que parte, se nao toda a massa do elétron, esta fora da bolinha em que
costumamos pensar, ja que localizada no campo elétrico a sua volta. Se pudéssemos pesar
o elétron em uma balanga seu peso seria p. = m.g, onde g é a aceleracao da gravidade.
Isso significa que a parte do seu peso dada por

U
ape =mug =9, (19.35)
corresponde ao peso de uma energial®. Assim, a energia potencial sofre a acdo do campo
gravitacional. E este é apenas um pedacinho do novo tipo de conhecimento fisico desen-
volvido depois da relatividade.

e referéncias
[1] F.B. Kneubil, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, (40), e 4305 (2012).
[2] Lev Okun - The concept of mass. Physics Today, 1989.
- The concept of mass (mass, energy, relativity) Soviet Phys. Uspekhi, 1989.
- Mass versus relativistic and rest mass, Am. Jour. Phys. 2009.
[3] F.B. Kneubil, E = mc? and the weight of energy, Eur. Jour. Phys. (40) (2019) 015604.
e exercicios
1.(a) O que acontece com o valor da auto-energia de uma casca esférica carregada unifor-
memente com uma carga () quando a comprimimos desde um raio a até um raio b < a?

(b) Onde se localiza a variagao de energia?

2. Considere a situacao descrita no exemplo 2. Qual o valor da auto-eneriga U do sistema
quando a casca metalica esférica é aterrada?

3. No caso do exemplo 3, demonstre que a energia potencial U eq.(19.23), é maior que a
energia Uy no equilibrio eletrostético, eq.(19.29).
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4. Considere a situacao descrita no exemplo 3, com carga total 2¢). De modo geral, o
desequilibrio eletrostatico é caracterizado pela existéncia de duas configuragoes de carga,
passa a mesma energia potencial, enquanto que, para o equilibrio, esta configuracao é
unica. Determine a outra configuragao de cargas que corresponde a energia potencial
dada pela eq.(19.23).

5. Sao dadas duas esferas metalicas 1 e 2, de raios Ry e R», separadas por uma distancia
d muito maior do que estes raios. Inicialmente, a esfera 1 esta carregada com carga @) e
a 2, descarregada. Em seguida, elas sao ligadas por um fio muito longo. Na situacao de
equilibrio, determine

(a) as cargas em cada esfera;

(b) as densidades de carga em cada esfera;

(c) a auto-energia do sistema,

(d) a variagdo AU da energia potencial do sistema;

(e) a relagao entre Ry e Ry para que AU seja maximo.

e respostas

1.(a) ela aumenta;  b) entre as esferas de raios a e b.

1 Q% 11 1
2.U=35s 24
Ri-R Ro—R
4. =372Q e Q=R Q
R R
5. (a) @ =Q R1+1R2 @ =0Q R1+2R2
_ Q _ Q
(b) o1 = InR:(Rit1R2) 92 = InxRy(Ri+Ra)
() Up = 3 12 7
0— 3 4meg R1+Ro
_ 1 Q* R 1
(d) AU -2 41eq R_? (R1+R2)



Capitulo 20

auto-energia: duas cargas
puntiformes

Nesta aula, consideramos a energia de um sistema muito simples, formado apenas por duas
cargas puntiformes em repouso, com o proposito de descrever em maior profundidade a
imagem da natureza pelo eletromagnetismo classico.

Um sistema formado de duas cargas, q e (), separadas pela distancia d, possui uma
energia potencial dada por

qQ 1
U = il
Ameg d’

(20.1)

obtida a partir do trabalho necessario para aproximar as duas cargas, desde o infinito,
até a configuragao final. Por outro lado, sabemos que onde hé campos, ha energia e que
a densidade volumétrica de energia eletrostatica é dada por

— = —FE". 20.2
av 2 (20-2)

A seguir, mostramos que estar duas abordagens sao consistentes, reproduzindo a eq.(20.1)
a partir da (20.2).
e auto-energias e energia de interacao

Para efetuar os calculos, adotamos o sistema de referéncia mostrado na fig.20.1 e supo-
mos que as duas cargas estejam sobre o eixo z, equidistantes da origem a uma distancia d /2

nas posigoes 7, = gk’ erg = —gk. Os seus campos em um ponto P genérico, determinado

231
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Figura 20.1: Sistema de referéncia adotado no calculo da energia potencial de duas cargas
puntiformes q e Q).

pelo vetor 7, sao dados por
Bo-_1 (7 — J/Q)
T dmey |7 — d/2 k[P

P Q (F+J/2)
©7 e |7y dJ2p

(20.3)

(20.4)

De acordo com o principio da superposicao, o campo resultante no ponto P é determinado
pela soma das duas contribuicoes e vale

E=FE,+E,. (20.5)

A densidade de energia no ponto P pode ser expressa por

dUE €0 2 € , = = \92
— =—F"=—(E,+ FEg)”. 20.6
Desenvolvendo o lado direito, encontramos trés termos diferentes
=3B+ |3+ [ B Eo . (20.7)

e a interpretagao fisica desse resultado é muito interessante.

O primeiro termo depende apenas da carga g e ignora completamente qualquer in-
formagcao acerca da outra. Por isso ele é sempre o mesmo, independentemente de a carga
(@ estar préxima ou distante ou, mesmo, de ela existir ou nao. Por esse motivo, ele é
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chamado de densidade de auto-energia da carga q. O segundo termo é completamente
analogo, e corresponde a densidade de auto-energia da carga Q).

O terceiro termo é bastante diferente e envolve os campos das duas cargas, com pesos
iguais. Ele representa a densidade de auto-energia que o sistema possui pelo fato de uma
carga estar em presenca da outra. Por isso, ele é chamado de densidade de energia de
mteracao.

e energia de interacao

Usando as eqgs.(20.3) e (20.4), a densidade de energia de interagdo pode ser escrita
como

dUin nl )
th = ek, Eg
a1 (i) (e
= 13/2 3/2
dmey 4m [r2+d2/4+F-d] [7’2+d2/4—7?'d?
¢Q 1 (r? — d?/4)

= — ) (20.8)
4meg 4m [(TQ + d2/4)2 2 dQCOSQQ] 3/2

A energia de interacao total contida no sistema de duas cargas é dada pela integral
da eq.(20.8) em todo o espago. Lembrando que o elemento de volume em coordenadas
esféricas é dado por dV = r2dr sen 0 df d¢, escrevemos

U = / —Zdv

00 T 2T 2 _ 2
_ / der/ desene/ dé @ 1 (r2 — d?/4) 75 (209)
. o 0 Amey 4T [(r2 + d2/4)% — 12 d?cos?0]

Efetuando a integral em ¢, e manipulando o resultado, encontramos

2 2 _d%/4
Une = 9Q 7T/ dr r? / df sen 6 (r" = d*/4)
r2

47T60 + d2/4)2 o T2 d2COS20:| 3/

1 —d?/4 1
— 4qQ §/ drr %/ df sen 6 573 - (20.10)

TTE, r2 d2

0 0 (7" + / ) 0 1— m COS29
Usando a nova variavel
rd

= 0 20.11
U (2t d2/) cos ( )

reescrevemos a eq.(20.10) como

1 0 2 _ g2 4 —+u 1
Vg = 19 —/ drp? =4/ 2+/ du——— (20.12)
dmey 2 rd (r? + d?/4) —a (1—u2)
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A integral na variavel u pode ser encontrada no apéndice B e é dada por

/du q _;)3/2 - \/ﬁ (20.13)

Esse resultado permite reescrever a eq.(20.12) como

o0 __rd
qQ 1/ d r? (r* —d?/4) 9 (r2+d?/4)
0

Uint -

dmeo 2 rd (/) 1 P
_ 9@ [T e (P A4 1
dme Jo (2 + 2" fo2 4 @jay — 2
_4Q [* (- d/d) 1 1
- 2
47'('6() 0 (r2+d2/4) \/(T+d/4)2 \/(T—d/4)2
_ 4@ [T s (P =&Y 1 1
Ameq Jo (r2 + d2/4)2 (r—dj/2) |r—d/2|
_ 4@ [T 1 r—dj2 (20.14)
dmeo Jo (2 + /47 [r—dj2|

Para incorporar corretamente o fator |r — d/2| no denominador, é preciso quebrar o
intervalo de integragdo 0 < r < oo em dois outros, 0 < r < d/2 e d/2 < r < oo.
Fazendo isso, encontramos

d/4 2 (3] 2
U = 1€ —/ dr r—2+/ dr——— | (20.15)
dme 0 (r2 4 d?/4) aja (r2+d?2/4)

As integrais podem ser obtidas em uma tabela e sao dadas por

x? x 1 x
dg ————— = —————— 4+ —tan ' =. 20.16
/ JU(:I:2+a2)2 2 (22 + a?) Ty ( )

Assim,

o qQ d/2 1
Uint — {_ |i_2< +Etg 11:|

dreg d?/4+ d?/4)
+ |Larctgoo + 4/2 L
— I' —_—
dMC T @Ay a2je) a4 ®
qQ 1 s s 1 s
= 20— 20.1
drey {2d 1d 24 " 2d 4d} (20.17)

e, finalmente, mostramos que

5 = 1
Ut = / / / dv [eoEq-Eo} = fﬂi -, (20.18)

SH



235

e igual, mas diferente

O resultado exibido na eq.(20.18) é importante pois ele demonstra que é possivel as-
sociar a energia potencial de um sistema de duas cargas puntiformes a uma densidade de
energia espalhada por todo o espaco. A expressao

Q1

Uin - )
‘ 4dmeg d

(20.19)
obtida na aula 16 a partir do trabalho necessédrio para aproximar as cargas q e (), desde
o infinito até a distancia d, determina a energia potencial de interagao do sistema, sem
fornecer pistas acerca da sua localizacao. Por isso, a expressao

Ui = =
dvt =B, - Eg (20.20)

¢ mais rica, ja que ela descreve em detelhes a distribuigao espacial da energia eletrostatica
e propicia uma compreensao mais bonita e mais satisfatoria acerca do comportamento da
natureza.

e a distribuicao da energia potencial de interacao

..-/’, .‘.‘\\
/.
; R 4
‘ A
' \
1 1
e = somey .-.-1_.........:-..... .
+ »
k - A ! Lesere ©
-p ‘ I’ . f
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Figura 20.2: Superficie esférica e cortes no espaco para andlise da distribuicao da densi-
dade de energia de interacao de duas cargas puntiformes.

Para explorar o significado da densidade de energia potencial dada pela eq.(20.20) su-
pomos, inicialmente, que as cargas q e () sejam positivas. Existe um resultado matematico
que, no nosso caso, pode ser expresso do seguinte modo: se as duas cargas puntiformes es-
tiverem localizadas nos polos norte e sul de uma esfera, como na fig.20.2, entao Eq-EQ =0,
em qualquer ponto Ps da sua superficie. Isto acontece porque as expressoes do campo,
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eqs.(20.3), permitem concluir que Eq . EQ é proporcional ao fator r? — d?/4, como aparece
na eq.(20.8).

Para um ponto da superficie da esfera, r = d/2 este fator é nulo. Esse resultado indica
que a esfera da fig.20.2 divide o espaco em duas regioes distintas. Nos pontos P; do
interior da esfera r < d/2 e, portanto r? — % < 0. Ja nos pontos Pg, externos a esfera

r>d/2 e r2— % >0

Deste modo, podemos concluir que, para duas cargas positivas, a densidade de energia
potencial dada pela eq.(20.20) é, negativa no interior da esfera, nula sobre a superficie da
esfera, positiva no exterior da esfera.

O valor da densidade de energia varia bastante quando nos movemos dos polos para
o equador da esfera. Na fig.20.3 mostramos a forma do perfil da densidade ao longo
dos cortes A, B e C indicados na fig.20.2. Esses cortes interceptam a esfera em r =
+d/2 e esses pontos, correspondentes a r/d = +0.5, sao indicados pelas linhas verticais
pontilhadas.

corte A corte B
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40

20+

densidade
o
densidade

10

20} 1 r
40t ]
. . . 20

45 10 -05 00 05 1.0 15 15 10 05 00 05 1.0 15
r/d r/d

corte C

densidade

.20 s . 1
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

r/d

Figura 20.3: Perfil da densidade de energia potencial de interagao de duas cargas punti-
formes nos cortes A, B e C da fig.20.2.

Essas figuras foram feitas para o caso de duas cargas de mesmo sinal. Caso elas tivessem
sinais opostos, a situagao se inverte, dUs, /dV > 0 no interior da esfera, dUy,/dV < 0 no
seu exterior e a fig.22.3 precisaria ser vista de cabeca para baixo.
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e atracao e repulsao

Sabemos que duas cargas de mesmo sinal se repelem. Esse fenomeno pode ser explicado
de varios modos diferentes e equivalentes. Se pensarmos nas forcas que agem nas cargas,
a repulsao ¢é atribuida diretamente a direcao e sentido da forca que age em cada uma das
cargas. No ambito da energia potencial, a repulsao pode ser explicada pelo fato de que
o movimento espontaneo de duas cargas deve ser tal que essa energia diminua. No caso
de duas cargas positivas, isso corresponde a aumentar a distancia d no denominador da
eq.(22.19). Ou alternativamente, no contexto da densidade de energia, a expandir a esfera
da fig.20.2. Isso faz com que a regiao na qual a densidade é negativa aumente, as custas
da regiao na qual a densidade é positiva.

e um problema ...
No contexto do eletromagnetismo classico, a auto-energia de uma carga puntiforme, dada

por U = [[[ ©E*dV tem o valor infinito. Muito se refletiu sobre esse problema, mas ele
nao tem solugao na fisica classica.
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Capitulo 21

operador diferencial - gradiente

e as duas formas das equacoes de Maxwell

As quatro equacoes de Maxwell, que representam as leia basicas do eletromagnetismo,
descrevem como cargas e correntes criam campos elétricos e magnéticos. Uma carac-
teristica da teoria é que estas descrigoes podem ser feitas de modos fisicamente equivalen-
tes mas bastante diferentes do ponto de vista matematico. Por isso, é costume falarmos
em forma global e em forma local das equagoes de Maxwell. Para compreender a razao
destes nomes consideremos, por exemplo, a lei de Gauss para o campo elétrico, que ¢é dada

pela eq.(??) como
y][ﬂ E~ﬁdsz///ﬁdv. (21.1)
s . €0

Entretanto, como discutimos na préxima aula, ela também pode ser escrita como

oE, O0F, OF, P
= 21.2
ox + oy * 0z €0 ( )

A eq.(21.1) é a forma global da lei, porque ela relaciona o comportamento do campo
E sobre a superficie S com a carga contida no seu interior. O uso da superficie S faz,
necessariamente, com que tenhamos que tratar de regioes extensas nos dois membros da
equacao e, neste sentido, a relacao entre eles envolve globalidades. J& que a eq.(21.2)
representa a forma local da lei, porque os dois membros da equagao envolvem grandezas
calculadas no mesmo ponto do espaco. E este o significado da palavra local.

A equivaléncia entre as formas global e local das equagoes de Maxwell pode ser demons-

trada por meio de dois teoremas muito importantes, conhecidos como teorema de Gauss
e teorema de Stokes, apresentados na préoxima aula. Ambos sao formulados em termos de
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um objeto matematico conhecido como operador diferencial vetorial e representado por
V., sendo o simbolo V chamado de nabla, o nome de um antigo instrumento musical grego
de forma semelhante. O operador nabla é apresentado nesta aula.

e 0 gradiente

Na aula 17, vimos que uma distribuigao de cargas tem um campo elétrico E e, a partir
dele, podemos obter uma fungao potencial V| dado pela eq.(17.1)

V(7p) :—/ E(F) - dé. (21.3)

Do ponto de vista matematico, o potencial é descrito por uma funcao escalar, que
depende da posicao 7p do ponto P, que representa o final de um caminho que comegou no
infinito. O fato de E depender da particular distribuicao de cargas considerada indica que
o mesmo acontece com V (7p). Como a operagao (21.3) pode ser efetuada para todos os
pontos P do espaco, V(7p) é uma funcao escalar que tem um valor definido em qualquer
ponto do espago. Por este motivo, a fun¢ao V(7p) representa um campo escalar.

Por exemplo, no caso de uma carga puntiforme ¢, o potencial V (7p), que também pode
ser chamado de campo escalar, é dado por

P_‘ P 1 1
V(Fp):—/ E-dEz—/ ar-L - -9 - (21.4)

~ - Ameg 12 Admey TP

Na natureza existem, também, campos escalares de outros tipos. Um exemplo comum
¢ a temperatura. Imagine, por exemplo, uma sala com paredes mantidas a 20°C, no
interior da qual existem uma pessoa e um aquecedor elétrico mantido a 70°C. Em uma
situagao como esta, a temperatura da sala nao é uniforme mas, sim, representada por
uma fungao T'(z, vy, z), que depende do ponto considerado. Nas proximidades das paredes,
ela deve ser um pouco maior do que 20°C, perto do aquecedor, um pouco menor do que
70°C e, quase junto a pessoa, um pouco menor do que 37°C. Como a temperatura é uma
grandeza escalar, a fun¢ao T'(z,y, z) representa um campo escalar.

Consideramos, agora, um problema matemético. A eq.(21.3), parte do campo elétrico
para determinar o potencial e, por isso, ela consiste em uma operacao que pode ser
representada simbolicamente por E — V. Existe um procedimento matematico que
permite resolver o problema inverso, e obter o campo elétrico a partir do potencial. Sao
problemas do tipo V — E , cuja solucao envolve o operador nabla.

Se o potencial V' é obtido a partir de E por meio de uma integragao, é razoavel esperar
que o problema inverso seja resolvido por meio de algum tipo de derivagao. Este é, de
fato, o caso, mas é preciso tomar cuidado com o fato de V' ser um escalar e E um vetor.
Uma operagao de derivacao que transforma um escalar em um vetor é o gradiente.
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Para obter a forma do gradiente, consideramos o potencial em dois pontos muito
proximos, 7p e ¥p 4 dc, onde d¢ = dxi + dyj + dzk é um deslocamento infinitesimal.

Chamando de dV a diferenca de potencial entre estes dois pontos, podemos escrever
dV = —E - dé = —(E, dx + E,dy + E. dz). (21.5)

Por outro lado, V' é uma funcao de x,y, z e podemos também escrever a sua variagao em
termos de derivadas parciais como

dV:—dx+—ydy+—dz. (21.6)

Como as variacoes dx, dy e dz sao quaisquer, a comparacao entre estas duas expressoes
permite escrever

oV oV oV
= F =——F =— —. 21.
* ox 7Y oy 7 0z (21.7)

Juntando todas estas componentes em uma tinica expressao vetorial, temos

- ov . o0V . 0V .
E——(%Zﬂ-a—y]ﬁ‘a ) (21.8)

Este resultado resolve o problema inverso pois, se conhecemos V', sabemos como deter-
minar F.

A expressao entre parénteses é conhecida como o gradiente de V. De modo geral, dada
uma funcao escalar ¢, o seu gradiente é o vetor dado por

(04 0¢. 0
grad ¢ = (&El—l— @y]+ Ozk> . (21.9)

Simbolicamente, costuma-se escrever este resultado como

0. 0~ 0
grad ¢ = (%z ay &k> 0. (21.10)

Agora, o objeto entre parénteses é um operador vetorial, que representa um conjunto
de instrugoes para operacoes matematicas e é conhecido como nabla e denotado por V.
Assim,

V=—"i+-7+k. (21.11)
x Oy
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Note que as operacoes indicadas nesta expressao somente podem ser efetuadas quando
o operador nabla age sobre alguma fung¢ao, como em (21.10).

No caso do campo elétrico, o operador nabla permite que a eq.(21.8) seja reescrita de
modo mais compacto como

E=-VV, (21.12)

ou seja, o campo elétrico é menos o gradiente de potencial. E importante notar que as
caracteristicas matematicas do gradiente transformam o escalar V' no vetor F.

e exemplo 1 - carga puntiforme

O potencial de uma carga puntiforme g em um ponto 7 = (z, y, z) foi calculado na aula
17, sendo dado por

qg 1

V(r) =

Ameg 1

Aqui, mostramos que a eq.(21.12) permite obtermos o campo elétrico da carga ¢. Ele
é dado por

— = = q 1 q a ~ 3 ~ a ~ 1
E=-VV=-V - =— — — — k| —. 21.13
dregr 4d7eq [8:0 v dy I 0z r ( )
Lembrando que r = /22 + 32 + 22, temos
o |1 x 0 |1 Y 0 |1 z
== By T3 =-= 21.14
oz [r] rs’ oy [r] rs’ Dz [r] rs’ ( )
e, obtemos
= q x%%—y}%—zl% q T
E= = —. 21.15
47eg r3 dmey 13 ( )

Este resultado mostra que a eq.(21.12) permite a solu¢ao do problema inverso e fecha
um circulo de auto-consisténcia. De fato, a partir de E, podemos calcular V' por meio do
trabalho e, a partir de V', podemos calculcar £ por meio do gradiente.

e exemplo 2 - esfera uniformemente carregada

Na aula 17, calculamos o potencial V' de uma esfera de raio R, uniformemente carregada
com uma intensidade positiva de carga p. Este potencial em um ponto 7= xi + yj + zk
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tem a forma

1
v = L - para r> R, (21.16)
dmeg 1
g 173 r?
— S <R. 21.1
Vv e R {2 QRQ} para r<R (21.17)

Desejamos obter o campo elétrico da esfera a partir deste potencial. O calculo para
r > R foi apresentado no exemplo anterior. Para r < R, obtemos

E=-VV = _47360% {_2%9_221;%5_ 22122;% -
- 4;160 %fﬁ (21.18)
Assim, o campo é dado por
E= 47360 }% para <R, (21.19)
E = 47360 :—; para 1> R. (21.20)

Como esperado, este resultado ¢ idéntico ao dado pelas eqs.(13.15) e (13.16).
e gradiente na pratica

Como todos sabem, pernilongos sao eficientes para localizar e picar pessoas. Estudos
mostram que eles empregam trés mecanismos para isto. A mais de 40 m, eles podem
localizar os rastros de C'O; que a nossa respiracao deixa no ar. Chegando mais perto,
em torno de 10 m, eles podem usar a visao e, em seguida, a distancia da ordem de 1 m,
eles podem usar sensores de temperatura. Tanto o rastro de C'O, exalado como a nossa
temperatura podem ser considerados campos escalares. O pernilongo afere estes campos
e, para poder chegar ao seu objeto de desejo, ele precisa descobrir diregoes escondidas
nestes campos, representadas por gradientes.

A ideia de gradiente estd presente mesmo na brincadeira infantil conhecida como jogo
do quente ou frio, na qual um grupo de criancas esconde um objeto qualquer em um
ambiente e uma outra, que nao conhece o esconderijo, comeca a procura-lo. Durante o
jogo, as criancas que sabem onde o objeto esta, guiam a que procura gritando frio, quente
ou fervendo. A analogia com o gradiente ocorre quando as criangas transformam estas
informagoes escalares acerca de temperatura em diregoes.

Se colocarmos um pedaco de carne em um canto de uma sala bem grande e soltarmos um
cachorro em outra extremidade, depois de pouco tempo o cachorro, usando o seu olfato,
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acha o pedaco de carne. E ele nao faz isso andando sistematicamente em zigue-zague pela
sala, tentando varrer todos os seus pontos. Ao contrario, em um dado ponto, ele fareja
em direcoes diferentes, descobre a direcao em que o cheiro aumenta mais rapidamente, e
a segue.

No ambito da semantica, a palavra gradiéncia é empregada para designar uma espécie
de continuidade, de falta de fronteiras nitidas entre significados de palavras, tais como ca-
deira e banco, ou bom e excelente. Este tipo de gradiéncia permeia toda linguagem verbal.
Tanto assim, que poderiamos pensar em escrever o inicio deste pardgrafo como: No con-
texto da semantica, a palavra gradiéncia é utilizada para indicar um tipo de continuidade,
de auseéncia de barreiras claras entre significados de palavras...

Podemos emprestar este significado e aplica-lo a fisica, afirmando que campos escalares
incorporam gradiéncias entre diferentes pontos do espago. O poder do gradiente é que ele
parte destas gradiéncias e nos fornece, em cada ponto, tanto a direcao em que a variagao
do campo escalar é maxima como o seu valor.

e a gradiéncia e o gradiente

O gradiente é muito util em fisica e recorremos a um exemplo numérico para mostrar
em detalhe o seu significado. O gradiente age sobre uma funcao escalar, transformando-a
em um vetor. E em um dado ponto, a direcao e sentido do gradiente indicam a direcao
e sentido de méaxima variacao dessa funcao escalar, enquanto que o seu modulo indica o
valor numérico da derivada segundo essa direcao.

Considere a funcao escalar x(z,y) = 2(z+3)(y+2)?, apenas um brinquedo matematico,
que varia de ponto a ponto sobre o plano zy. Se quisermos, podemos pensar que ela
representa a intensidade do cheiro de carne em um campo aberto. Imaginemos, também,
que um cachorro com faro matematico esteja sobre a origem do sistema de coordenadas
onde V(0,0) = 24, se perguntando qual diregdo deve ser seguida para alcangar a carne.
Para resolver este problema, ele considera uma circunferéncia de raio r pequeno, de valor
0,1, por exemplo, e determina o valor de V' sobre ela, segundo varias direcoes diferentes.
Seus resultados empiricos correspondem & equacao y = 2(0,1cosd + 3)(0, 1sen 6 + 2)%.
Como ele estd com fome, ele varia o angulo # em intervalos de 15° e constréi a tabela
abaixo.

0 x | 6 x | 9 x | 6 X |

0° 24,80 90° 26,46 | 180° 2320 | 270° 21,66
15° 25,42 105° 26,15 195° 22,63 285° 21,93
30° 25,94 120° 25,69 210° 22,16 300° 22,33
45° 26,33 135° 25,12 225° 21,81 315° 22,86
60° 26,56 150° 24,49 240° 21,60 330° 23,47
75° 26,60 165° 23,83 255° 21,55 345° 24,14

O cachorro e as intensidades de cheiro de carne segundo as vérias dire¢oes sao mostradas na
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2355 21,46 z33

Figura 21.1: Um cachorro em busca da felicidade.

fig.21.1. Se percorrermos esta circunferéncia no sentido anti-horario, a partir do ponto 6 = 0,
notamos que o valor de V cresce continuamente até § = 75°, e, a partir dai, passa a decrescer
até 8 = 255°, quando a tendéncia se inverte novamente. Neste percurso, passamos, também, por
dois valores bastante préximos ao valor V' = 24 do centro, em # = 165° e 8 = 345°. E importante
notar que os pontos de maximo e de minimo estao em lados opostos da circunferéncia, enquanto
que a linha onde V' é constante é ortogonal & esta direcao.

Este tipo de variacao de V em torno de um ponto fixo indica que a derivada nele depende
da dire¢ao considerada. Por exemplo, para § = 30°, AV/Ar = (25,94 — 24)/0,1 = 19,4 e
para 60°, AV/Ar = (26,56 — 24)/0,1 = 25,6. E é interessante notar que, nos lados opostos
da circunferéncia ' = 6 + 180°, as derivadas mudam de sinal. Assim, para 210°, AV/Ar =
(22,16 — 24)/0,1 = —18,4 e para 240°, AV/Ar = —24,00.

A diregao da felicidade para o cachorro é a § = 75° onde ocorre a variagdo maxima com
relagdo ao valor da origem. Nesta diregao a derivada vale (26,60 — 24)/0,1 = 26, 0.

E interessante compararmos os numeros determinados pelo cachorro com o calculo direto do
gradiente. Em um ponto (z,y) genérico, ele é dado por
Vx(@,y) =20y +2)*i + 4z +3)(y +2) ] , (21.21)
e na origem, ele vale

Vy = 8 + 247 . (21.22)

Este vetor tem médulo |[VV| = (82 + 242)1/2 = 25,30 e direcdo dada por 6 = tan~! (24/8) =
71,57°.
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Estes resultados nao coincidem exatamente com os obtidos pelo cachorro por dois motivos.
Um deles é que os passos de 15° usados na tabela sao muito grandes. O outro é que o raio
r = 0,1 da circunferéncia considerada também é muito grande. Se ambos fossem menores, os
valores do cachorro seriam mais precisos.

e exercicios

1. O potencial de um fio retilineo, de comprimento L e densidade de carga linear A, constante
e positiva é dado, em coordenadas cartesianas, por

A VA2 (2 L2
V(z,y,2) I V2 Ty tz (2 /2)

- dmeg V22422 —(2+L)2)

(21.23)

a) Determine o campo elétrico desta distribuigao;
b) Reexpresse o seu resultado em coordenadas cilindricas.

2. E dado um campo escalar V(z,y) = 322 — 2zy — 4y°. Determine o seu gradiente e as direcoes
das equipotenciais nos pontos

a) (z,y) = (0,0)
b) (z,y) = (0,2)
c) (z,y) = (2,2)

e respostas

1. a)
Ew.y.2) = 47?60 { (a2 i ) |V + ;2_+L(£2— L/22 22+ ;2++L(£2+ L/2)2 (=2i =)
" [\/552"-3/24}(2—”2)2 B \/f52+y2+1(Z+L/2)2 A
b) eq.(8.37)

2. a) VV(0,0) = 0; b) VV(0,2) = —4i — 167, 0 = 255,96; ¢) VV(2,2) = 8i — 12], 6 = 288,43°.
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o operador vetorial -

divergente e rotacional
e introducao

Na aula anterior, apresentamos o operador nabla, também conhecido como operador di-
ferencial vetorial ou, simplesmente, por operador vetorial que, em coordendas cartesianas, é
representado por

6:£%+25+3%. (22.1)
Ox oy 0z

Na formulagao de problemas de fisica, este operador age sobre campos, que podem ser escalares,

como a temperatura e a pressao, ou vetoriais, como o gravitacional, o elétrico e o magnético. Para

evitar um compromisso com campos particulares, designamos um campo escalar por! x(z,y, 2)

e um campo vetorial por? 15(55, Y, 2).

Existem trés agoes importantes do operador nabla, para calcular o gradiente, o divergente e

o rotacional.
- gradiente: foi introduzido na aula anterior e corresponde a acao de V sobre um campo
escalar y, dando origem a uma grandeza vetorial

gradiente — v x = vetor ;
- divergente: ¢ definido pelo produto escalar de v por um campo vetorial 1/7, resultando em
uma grandeza escalar

divergente — V- J = escalar ;
- rotacional: ¢ definido pelo produto vetorial de v por um campo vetorial @Z_;, resultando em
uma grandeza vetorial

rotacional — V x J =vetor.

Nesta aula, apresentamos o divergente e o rotacional.

!Letra grega chi, pronuncia-se qui.
2Letra grega psi.

247
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« divergente

CAPITULO 22. O OPERADOR VETORIAL -

O divergente de um campo vetorial ¢ esta diretamente relacionado ao seu fluxo sobre uma
superficie infinitesimal cibica dS, de lados dx, dy e dz, com normais apontadas para fora e

centrada em um ponto P=(a, b, c) genérico, com as caracteristicas mostradas na tabela.

face no plano area da face normal n
1 r=a dy dz —i
2 r=a+dz dy dz i
3 y=»0 dx dz —j
4 y=0b+dy dx dz ¥
5t z=c dz dy —k
6 z=c+dz dz dy k

Usando @Z_; =1, E—Hby J41, k, o fluxo total d® é dado pela soma das contribuicoes individuais
d®; =1 -ndS; e tem a forma

dP = [dP1 + dDs] + [dP3 + dDPy4] + [dP5 + dDg]
= [z(a+dx,b,c) —Yy(a,b,c)] dydz + [y(a, b+ dy,c) — y(a,b, c)] dedz
+ [¢:(a,b,c+dz) —1,(a,b,c)] dedy . (22.2)

Os termos entre colchetes podem ser reexpressos por meio de derivadas parciais

Yz(a+dx,b,c) —z(a,b,c) = (?;im dx | (22.3)

_ Oy
¢y(a7 b + dy7 C) - ¢y(a7 ba C) - 3y dy ) (224)

o
Vy(a,b,c+dz) —.(a,b,c) = 9, dz , (22.5)

e temos
O | Oy OY,

dd = {83: + By + 82} drdydz . (22.6)

A eq.(22.1) permite identificar o termo entre colchetes com o produto escalar de Ve

= na gq Q'\, QA . s “ T awa} 877/131 81/]2’
v w_[ (s ‘7+8zk] [wxz+¢y‘7+wzk}_[8x+8y+8z

5t 5y (22.7)

que, por definicao, é o divergente de @E

Deste modo, concluimos que o fluxo do vetor 1/7 sobre a superficie dS, que encerra um volume
dV = dx dydz, é dado por

dd =V -4dV . (22.8)
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Este resultado fornece uma interpretagao do divergente de um vetor como o seu fluxo por uni-
dade de volume quando este tende a zero.

e teorema de Gauss

O teorema de Gauss, também conhecido como teorema da divergéncia, afirma que, para um
campo vetorial ¥ qualquer, vale a relagao

ﬂg%.ﬁdsz///vﬁzﬁdv, (22.9)

onde S é uma superficie fechada, V' é o volume encerrado por ela e V- 1; é divergente de 117

Para demonstrar este teorema, dividimos o volume V em elementos dV e, para cada um
deles, vale a eq.(22.8). Quando consideramos dois elementos de volume « e /3 vizinhos, como na
fig.22.1, os fluxos sobre a parede comum entre eles tém sinais opostos, porque o mesmo acontece
com as suas normais, que devem apontar para fora do volume considerado. Deste modo, os
fluxos sobre a parede comum se anulam e ela nao contribui para a soma d®, + d®gz. Repetindo
este raciocinio para todos os elementos de volume, concluimos que apenas a superficie externa S
contribui para o fluxo que é, de fato dado pelo membro esquerdo da eq.(22.9). J& o seu membro
direito corresponde a somatéria dos termos proporcionais a dV na eq.(22.8).

ST
f/ )

_.._.__-—-:—-!'x"“{_b .;'__!L/
A /_/
| | fe

’
.’(-(

i

S

Figura 22.1: Parede contigua entre dois elementos de volume vizinhos « e 3, no interior
do volume V.



250

e exemplo 1

Consideramos um campo vetorial dado por

v=atitayj+ -2k

CAPITULO 22. O OPERADOR VETORIAL -

(22.10)

e verificamos a validade do teorema de Gauss para a superficie ctiibica descrita na tabela e

mostrada na fig.22.2

face no plano area dS normal n
1 x=0 dy dz —1
2 r=A dy dz i
3 y=20 dx dz —J
4 y=20b dx dz J
5 z2=0 dx dy —k
6 z=C dz dy k

O fluxo sobre a superficie do cubo tem a forma

Figura 22.2: O cubo descrito na tabela.

#&-ﬁdszqmtm@@,

(22.11)
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sendo as contribuigoes individuais dadas por

- [ iz oBdW / dz / dya? = /Cdz /de[o]:o, (22.12)
0, = /OCdZ/OdeJ.;_/ @z /dyx -/ dz/ dyA?= A2BC,  (22.13)
Dy = /Ocdz/oAd /d/ duzy = — /d/ 4z [0 (22.14)
w - [ z/OAd 5:/ /dxmy—/ dz/ LTI
o5 = /Ode/OAdm;.u%):/o dy/o d (3 — 2?)

Q‘Q

B A 3
AB
— _/ dy/ dxy? = — , (22.16)
0 0 3
B A B A
Py = /dy/ dww-kz/dy/ dx (y* — 2°)
0 0 0 0
B A 3
AB
= /dy/ dr (y* — C?%) = —~ABC*. (22.17)
0 0 3
Assim, o fluxo total vale
- A% B
#¢-ﬁd8:320—f1302. (22.18)

O lado direito da eq.(22.9) envolve o divergente de 1;, que é dado por

“ e 31/% w 8¢
Vey= 837 oy + 0z

2
// V-dV = /dz/ dy/ dz (3z — 22) _34 BC—ABCZ. (22.20)

Fica, portanto, verificada a validade da eq.(22.9) no caso particular desta superficie ctbica.

=3z — 2z (22.19)

e temos

e lei de Gauss na forma diferencial

A lei de Gauss na forma integral é escrita como

ﬂ E-nds =Tt (22.21)

onde S é uma superficie fechada e gyt representa a carga interna a ela. No caso de uma
distribuicao continua, a carga interna gj,; pode ser expressa em funcao da densidade volumétrica
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p € temos

#E idS = ///Vpdv (22.22)

onde V é o volume encerrado pela superficie S. Esta igualdade entre integrais sugere a pos-
sibilidade de relacionar diretamente os integrandos, ou seja, o campo elétrico a densidade de
carga. Para fazer isso, entretanto, é preciso que as integracoes nos dois membros sejam iguais.
Isso pode ser conseguido por meio do teorema de Gauss, dado pela eq.(22.9), pois ele permite
escrever o lado esquerdo da eq.(22.22) em funcao do divergente de E como

#E o ds = ///v Eav (22.23)

e, portanto, a lei de Gauss pode ser escrita como

///v EdV = ///V Lav. (22.24)

Para poder afirmar algo sobre os integrandos desta equacao, é coveniente reescrevé-la como

/// [v E—] dv =0. (22.25)

Como ela vale para um volume V encerrado por qualquer superficie S, podemos concluir que o
integrando é nulo e, portanto, que

vV E=2. (22.26)

€0

Esta expressao representa a lei de Gauss na forma diferencial. Como este nome indica, ela
corresponde a uma forma matematica diferente para a lei, mas com contetdo fisico totalmente
equivalente ao da forma integral. Essa equivaléncia decorre do fato de que a transicao de uma
forma para a outra foi efetuada por meio de um teorema matemaéatico de validade ampla. En-
quanto a forma integral da lei de Gauss associa campo e carga em regioes finita do espaco, a
forma diferencial corresponde a uma equacao local, ja que ela relaciona o divergente de E em
um ponto do espaco a densidade de cargas no mesmo ponto.

e« do campo para a carga

Como ja discutimos amplamente, a expressao da lei de Coulomb permite-nos obter o campo
elétrico a partlr do conhecimento da distribuicao de cargas, situagao simbolicamente represen-
tada por ¢ — E. J4 alei de Gauss diferencial fornece a solucao para o problema inverso E — q,
pois permite a determinacao de p a partir do conhecimento de E.

e o significado do divergente

A ideia bésica da lei de Coulomb é que carga elétrica produz campo elétrico. Ja a lei de Gauss
associa a carga elétrica a producao de fluxo do campo elétrico sobre uma superficie fechada. Na
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aula 13, calculamos o campo de uma esfera de raio R uniformemente carregada, que é dado
pelas eqs.(13.14) e (13.15) [[[[[(13.6) e (13.17)]]]]]

= q T ¢ zi+yj+zk
E(r=R)= —— 3= : 92.27
(r<R) dmeg B3  4meg R3 ( )

3 g 7 g zityjtzk
E(r>R)=—— 5= : 92.98
(rzR) dmeg T3 4meg [22 + 2 + 22]3/2 ( )

Para calcular o divergente de E , usamos
8Ea:(7" < R) q 1
- w3 22.29
Ox dmeg B3’ ( )
OE,(r>R) _ ¢ g T
Oz T dmeg Oz | [22 + 2 + 2PP2

q 1 322
- 22.30
47T€(] |:[J)2 + yQ + 22]3/2 2 [332 + y2 + 22]5/2 ( )

As demais componentes sao analogas e temos

= aEx oF 8EZ 3 q
V-E(r<R)= . = 92.31
(r<R)=—5"+ oy L Py ( )

= = OF oF, oF

V-E(r>=R)=—-= . 2=0. (22.32)

oz oy | o2

Do lado de fora da esfera carregada, existe o campo elétrico dado pela eq.(22.28), mas o seu
divergente é nulo. Isto ocorre porque nao ha geragdo de fluro no exterior da esfera. J& na
parte interna da esfera, ha uma fonte de fluxo, que é a carga elétrica e, na eq.(22.31) podemos
identificar a densidade volumétrica de carga p = 3¢/(47R3). O fato de o divergente de E em
um dado ponto do interior da esfera ser proporcional a p naquele ponto indica que é a densidade
de carga que estd criando fluxo de campo elétrico.

e exemplo 2

Uma distribuicao volumétrica de carga gera o campos elétrico £ = Ae™ " 7, onde A e « sao

constantes positivas. Desejamos conhecer a expressao que descreve a distribuicao de carga e,
para tanto, usamos a lei de Gauss diferencial, escrevendo p=¢€o V- E. A forma do divergente

de E 6 obtida a partir da eq.(22.7). Usando P =zi+y )+ 2k e r = \/22 + 42 + 22, a derivada
parcial de E, em relacdo a x é dada por

or  Ox T = T o Ox Or T

« 1 5| €77
= A[l—(r—i—ﬂ)x] — (22.33)
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As demais componentes sao calculadas de modo analogo e o divergente é, portanto,
OE, OE, OFE

— — o 1 e_ar
E — Z:)\ _ _ 7 2 2 2
v or "oy T 0, [3 <r+r2)(3: +y +z)} .

6—047‘

= A2-ar)

(22.34)

r
e a densidade de carga é descrita pela funcao

e—ar

p=€eA(2—ar) (22.35)

« exemplo 3

Dado um campo E = ) (y% - :Bj) /r3, sendo A uma constante positiva, nosso interesse é
saber se existe uma distribui¢ao de carga que dé origem a este campo. A partir da lei de Gauss
diferencial, obtemos

E
aEﬂc 0 y _'_8EZ:| :Eo)\ {_Ziyac_i_?)a?y] =0. (22.36)

= € +
R oy 0z rd rd
Este resultado pode parecer surpreendente, pois indica que existem campos elétricos que nao

sao produzidos por cargas. Na natureza, eles podem ser produzidos por campos magnéticos que
variam com o tempo, discutidos na aula 34, quando tratamos da lei de Faraday.

« 0 laplaciano e a equacao de Poisson

No caso da eletrostatica, o campo esté relacionado ao potencial por E = -V V. Usando este
resultado na lei de Gauss diferencial, dada na eq.(22.26), podemos reescrevé-la em termos do
potencial

V-E=-V.-VV=-VV, (22.37)
onde o operador V2, conhecido como laplaciano, é dado por

.- . 9~ 0.1 T0. 0. 0: 0*  9* 9
2_g.v- | Y 9, 90l : . AN
Vi=Vev 8:L‘Z+8y‘7+82 } [ +8y2+0z2

< Bl = 2
8$Z+0y‘7+8z 0x?

(22.38)
Note que o laplaciano é um operador escalar. Deste modo, em termos do potencial, a lei de

Gauss tem a forma

viv=-2. (22.39)
€0

No ambito da matemaética, uma equacao deste tipo é conhecida como equag¢ao de Poisson.

e rotacional
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Formalmente, o rotacional de um campo vetorial QE ¢ dado pelo produto vetorial do operador

V por esse campo. Em coordenadas cartesianas, ele é o vetor dado por

Vxd= 7 k
9 0 9
oxr % 0z
Vo Py 1z
=[G - ] i[O - 3] G+ [ G - %] B (220)

oy 0z
O significado do rotacional deriva da sua relacao com a circuitacdo de 1 sobre um caminho
fechado elementar. A circuitacdo de um campo vetorial ¢ sobre um caminho fechado C é o

nome dado a integral
(22.41)

C

Para mostrar a relagao do rotacional com a circuitacao consideramos, inicialmente, um ca-
minho C, paralelo ao plano xy, situado em z = ¢, com lados numerados de 1 a 4, como mostra

onde d¢ é um elemento do caminho.

a fig.22.3
bR
| :
bray —p 3
. | T TR i
{ |
- :
| ¥ | 2
|
b 3 i ‘L —= =
. L)
o ..— T o/ | e e
S

Figura 22.3: Caminho infinitesimal C,, paralelo ao plano zy, onde a seta indica o sentido

do percurso
A circuitacao de 1/7 =i+ wyj + 1/121;: sobre este caminho é dada por

. a+dx b+dy
% P-dé = Yp(x,b,c)de + | Yy(a+dz,y,c)dy
Coy a b
a b
+ [ Yz, b+dy,c)de + [y(a,y,c)dy . (22.42)
a+dzx b+dy

Juntando as integrais de mesmo tipo, temos

. a+dx
§ e = [T, = vulob+ do)) do
Cuzy a

b+dy
+ /b [thy(a + dz,y,c) = Y(a,y,c)] dy . (22.43)
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Os termos entre colchetes correspondem a derivadas parciais e escrevemos

. a+dx b+dy
b de = / [—W} dydz + / {My(;’y’c)] dedy. (22.44)
Cuy a Y b T

Para concluir esta discussao, é preciso efetuar as integrais. De modo geral, para integrar um
funcao G(x) em um intervalo muito pequeno, podemos expandi-la em série de Taylor em torno
de um dos extremos, escrevendo

ﬁéz(g;) dr = / e [G(a) + @29 gy 4 (w0 G () + - ] dz

a 2! 3!
/ 1 a+dx
G (a) [z* G (a) (23 9 9
= |G(a)x + 51 (Q—ax>+ 3 3 o +a'r ) +---
2 3
= Gla)dz + (d;) G (a) + (d;) G (a)+ - (22.45)

Assim, em primeira ordem, apenas o primeiro termo contribui e a eq.(22.44) pode ser escrita
como

dpy(a,b,c)  d4p(a,b,c)
Ox oy

U-dé = [

} dxdy . (22.46)
Cay

Comparando este resultado com a eq.(22.40) notamos que o termo entre chaves é idéntico a
componente do rotacional na direcao z, o que permite escrever

b - dE = [%uﬂ hedady . (22.47)
Cory

o2

Assim, a circuitacao de J em um caminho elementar contido no plano xy é proporcional
componente do seu rotacional na diregao perpendicular a este plano. Antes de prosseguir, é
preciso chamar a atencao que ainda hd uma ambiguidade neste resultado. Ela ocorre porque a
nossa escolha de percorrer o caminho C, no sentido antihorario indicado na fig.22.3 é arbitraria.
Se o percorréssemos no sentido horario, o sinal da eq.(22.46) seria invertido e a eq.(22.47) ficaria
incorreta. A remocao desta ambiguidade é baseada em uma convencio muito importante e que
é empregada com grande frequéncia no eletromagnetismo.

Como o caminho C, pode ser percorrido em dois sentidos diferentes, vocé escolhe arbitraria-
mente um deles e, em seguida, apoia uma superficie matematica sobre ele. Feito isto, vocé espeta
um versor fi,, normal a superficie, usando a regra da mao direita, que consiste em orientar seus
dedos da mao direita paralelamente ao caminho e escolher a normal segundo o seu polegar, como
indicam as figs.22.4. Esta convencao faz com que o caminho e a normal a superficie apoiada
nele possam ser considerados parte de um sistema rigido. Assim, as figuras (a) e (b) descrevem
o mesmo objeto, apenas dispostos de modos diferentes.

Usando a convengao da mao direita, a eq.(22.47) passa a ser escrita como

b - dE = [6xﬂ gy dady . (22.48)
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Figura 22.4: Dois sentidos de percurso e a normal, para um caminho fechado.

Com isso, a ambiguidade foi removida porque, se invertermos o sentido de percurso do caminho,
os dois lados desta equagao mudam de sinal e ela continua valida.

Para generalizar este resultado, consideramos agora um caminho C’, nao contido totalmente
no plano zy, como mostra a fig.22.5(a) e calculamos a circuitagao de J sobre ele. Para enquadrar
este problema na situacao discutida anteriormente, introduzimos os caminhos 3 e 4, entre os
pontos A e B, como na figura (b). Eles tém sentidos opostos e, por isso, a soma das suas
contribuigdes ¢ nula. Entretanto, isto quebra o caminho C’ em dois outros, Cyy ¢ Cyz, € nos

permite escrever
f{ &-dazjf J~d8+7{ Y- de. (22.49)
! C, C

Cl
& C

® / . Pale k3
P 1GY) + -
A B Y T
@ ® zV/ < A

|
(e (Jo) Coxy

ced

Figura 22.5: Caminhos fora do plano.

O resultado da circuitacdo sobre o caminho Cy, pode ser obtido a partir da eq.(22.44),
trocando z — z e o resultado (22.48) permite afirmar que

b - dE = [6xzﬂ-ﬁ$ydwdy+[ﬁxﬂ-ﬁyzdydz. (22.50)
C’l
O mesmo tipo de raciocinio leva a extensdo desta expressdao para o caminho C' mostrado na
figura (c) e temos

fﬁd@: [V 5§ ] g dody+ [V x| Ay dyde+ [V x|z dzda . (2251)
C
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A bem da simplicidade, costuma-se escrever este resultado como
j{q,z?-d(?: [ﬁxﬂ-ﬁds, (22.52)
C

com o entendimento que os simbolos 7 e dS se aplicam a parte da superficie apoiada no caminho
C que estamos considerando.

e o0 significado do rotacional

Para adquirir uma intuigao acerca do significado do rotacional, é conveniente voltar a eq.(22.48),
valida para um caminho sobre o plano zy. Ela pode ser escrita como

L g feede
[v x w} ey = =g (22.53)
e permite interpretar o rotacional como sendo a circuitacdo do campo por unidade de &area.
Podemos tornar esta interpretacao mais concreta imaginando que o caminho elementar descrito
na fig.22.3 esteja no meio de um rio matemaético, que corre na direcido do eixo z. A velocidade
da dgua na superficie do rio corresponde a um campo vetorial bidimensional ¥(z,y), que toma o
lugar do 1; genérico que vimos considerando. Suponha, inicialmente, que o perfil de velocidades
seja o indicado na fig.22.6(a). A superficie dS apoiada no caminho elementar da fig.22.3 tem
uma normal, dada pela regra da mao direita, na direcao k. Se o colocarmos nos pontos Py, Ps
e P3, a circuitacao ao longo dele se anula, pois as contribuigoes dos lados 1 e 3 sao iguais em
médulo e tém sinais opostos. Assim, nestes trés pontos, V x ¥ = 0 e 0o movimento da agua é

dito irrotacional.

Ca)
Figura 22.6: Movimento da dgua de um rio e o rotacional da velocidade.

Consideremos, agora, uma versao do rio mais proxima da realidade, na qual a velocidade da
agua é mais baixa préximo as margens e maior no centro, como indica a figura (b). Neste caso,
se colocarmos o caminho elementar sobre o ponto Pq, a circuitacao de ¥ ao longo dele é positiva,
pois a contr1bu19a0 do caminho 1 é maior do que a do caminho 3. Consequentemente em P,
V X7 é paralelo a k. J& no ponto P3 ocorre o oposto e V x T é antiparalelo a k enquanto que,
em Po, V x 7 =0.

Se abandonarmos uma folha seca sobre o ponto P; do rio mais realistico, o seu movimento
serd de translacao junto com a agua, acompanhada por uma rotacao no sentido antihorério.



259

Se ela for abandonada em Ps, ela tem apenas translagao e, em Pg, translacdo acompanhada
de rotacao horaria. Assim, o rotacional captura tendéncias de rotacées em campos e é desta
caracteristica que vem o seu nome.

e teorema de Stokes

O teorema de Stokes afirma que, para um campo vetorial 117 qualquer, vale a igualdade

fczﬁ.ds: //S(ﬁxﬁ)-ﬁds, (22.54)

onde C' é um caminho fechado genérico e S é qualquer superficie apoiada nele. Esta expressao
incorpora a convengao de sinais que relaciona o caminho C' e a normal 7 a superficie pela regra
da mao direita. Na fig.22.7, mostramos o caminho C e algumas possiveis superficies S apoiadas
nele.

Figura 22.7: Possiveis superficies S apoiadas no caminho C.

O teorema de Stokes é a versao macroscépica da eq.(22.52) e, para demonstra-lo, dividimos
a superficie S em pedacos elementares dS;, cada um deles circundado por um caminho Cj, e
€SCrevemos

//%w?-ﬁdszzﬁx&.mdsi:Zf V- de. (22.55)
S i i Ci

Como os trechos de caminho C; entre elementos de superficie dS; vizinhos se cancelam na soma
das circuitacoes, podemos afirmar que

Z%Ci&.da:fcz/?-da, (22.56)

o que mostra a validade da eq.(22.54).

« exemplo 4
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E dado um campo vetorial 1; = 227 + xyj' + (zz + y? + z2)l§: e, para fixar o torema de
Stokes, calculamos explicitamente cada um dos seus membros, usando o caminho C' mostrado

na fig.22.8.

Figura 22.8: O caminho C' e a superficie S apoiada sobre ele.

A circuitacao total é dada por

%J-déz%ﬁ‘da—k-'-j{dj-dé’@.
C 1 6

Usando d&, = déy = dx i, déy = dcs = dy j e dés = dés = dz k, temos

foo -
[ - |
oo - [

_ /OC
Aﬁ.dcq = /0

0:1

Q

hS

f
o= [
[

e a circuitacao total vale

- N A A3
it+ay)+ (xz+y> + 2k ‘dxi:/ x2dx:?,
. 0

] B
xz+:1:yj+(:1:z+y + 22k -dyj:/ Aydy = 3
. 0

~

22itay)+ (zz+y? + 2 )k ~dz k

2 3
4¢ +BQC+C—,

Az + B? dz =
z+ —i—z} Z 5 3

. 0 AS
x z+xyj+(acz+y +2)k ~d:m':/ ?de = — —

0
24 ay)+ (zz + o2 —|—z)k dyk::/ [0]ydy =0,
B

it ay)+ (xz + 9P +z)l<: ~dz k

[04+0+2%] dz = ——,

)

(22.57)

(22.58)

(22.59)

(22.60)

(22.61)

(22.62)

(22.63)

(22.64)
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O segundo membro da equagao depende do rotacional de 1;, que é dado por
Vxi=2yi—zj+yk. (22.65)

Dividindo a superficie S nas trés partes a, 5 e =, indicadas na fig.22.8, temos

//ﬁxJ-ﬁdS://ﬁxJ-ﬁadSa%—//ﬁxJ-ﬁBng+/ G x 0 -i dS, . (22.66)
S e B8 vy

Usando fo = k, g = —j e N, = i, temos

N . B A R ~ . . B A ABZ
//VX¢-ﬁad5a:/dy/ dx[2yz’—zj—|—yk:}-k:/dy/ dey = . (22.67)
o 0 0 0 0 2
//va,b n/gng—/ dz/ da: 2yz—zg+yk} /dz/ d:vz—
. . C B . . . . C B
//wawfwd&:/dz/ dy[2yi—zj+yk]¢:/dz/ dy2y = B*C', (22.69)
v 0 0 0 0

e a integral sobre a superficie S vale

(22.68)

- A32 AC?
/VX¢ ndS = + 2C+BQC, (22.70)

resultado idéntico ao dado em (22.64), o que mostra que o teorema de Stokes ¢é satisfeito nesta
situacao particular.

e campos conservativos

Na eletrostatica, o campo elétrico é conservativo, como discutimos na aula 17, obedecendo a
condicao

f{ E-dé=0, (22.71)
C

onde C' é um caminho fechado qualquer. Usando o teorema de Stokes, podemos obter a versao
desta condigao na forma diferencial, que é dada por

VxE=0. (22.72)

De modo geral, campos conservativos sao irrotacionais.
e exercicios

1. Calcule o divergente e o rotacional do campo vetorial 1; = Acos(ky) (xit+yj+2 /;:), onde A
e K sao constantes positivas.
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2. Mostre que
a) V(V -1) =0, para qualquer campo vetorial 1;
b) V x (Vx) = 0, para qualquer campo escalar x.

3. mostre que o campo F do exemplo 2 é conservativo.

e respostas

= —

1. V -y =3Acos(ky) — Asen (ky)y, V x4 = Asen (ky) (—z%—l—xl;:).



Capitulo 23

resumo da eletrostatica -
caracteristicas elétricas dos nucleons

e introducao

O conhecimento fisico assume muitas formas diferentes e envolve fenémenos, resultados expe-
rimentais, conceitos, representacoes matematicas... Uma parte deste conhecimento é organizada
em teorias, que estruturam conceitos de modo significativo. Neste ponto do curso, ja abordamos
os principais conceitos necessarios a descricao de sistemas de cargas em repouso, que podem ser
acomodados em uma estrutura tedrica conhecida como eletrostdtica. Ela é uma parte relativa-
mente autonoma do eletromagnetismo, que ja exibe algumas das caracteristicas importantes das
teorias.

Os principais conceitos da eletrostatica sao a carga elétrica @, a forga de Coulomb F , 0 campo
elétrico F, a energia potencial U e o potencial V', que podem ser organizados no mapa mostrado
na fig.23.1. A carga é colocada no centro porque os demais conceitos representam manifestagoes
dela.

O passeio pela eletrostatica realizado até o momento neste curso pode ser representado no
mapa do seguinte modo:
- apresentamos Q);
- percorremos o caminho (1), introduzindo a for¢a de Coulomb como uma manifestagao empirica
da carga;
- percorremos o caminho (5) no sentido F— E, obtendo o campo a partir da forga;
- na discussao da lei de Gauss, percorremos o caminho (2), ressignificando a relacao @ <> E;
~ voltamos a F , para percorrer o caminho (6) no sentido de U;
- discutimos o caminho (9), que representa uma relacao direta entre U e E;
- percorremos os caminhos (7) e (8), para estabelecer as relagdes U — V e E — V;
- apresentamos o operador gradiente, que permite percorrer o caminho (8) no sentido V' — E;
- finalmente, com o operador divergente, podemos percorrer o caminho (2) no sentido E — Q.

263
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Figura 23.1: Mapa da eletrostética

Este conjunto de passos representa uma abordagem pedagdgica, dentre outras possiveis, para
permitir o acesso a estrutura da teoria. Uma vez que isto tenha sido conseguido, podemos con-
templar a eletrostatica a distancia e perceber que ela possui uma estrutura espacial, atemporal
e estavel. Esta estabilidade é dada pela matematica, que sustenta os varios caminhos. Assim,
os caminhos (1)-(4) correspondem a expressdes que relacionam diretamente Q a ', E, U e V,
como é o caso, por exemplo, da que descreve a lei de Coulomb. J& os caminhos (5)-(8) envolvem
operagoes reversiveis, que permitem ir e voltar de um atributo a outro. Os caminhos (5) e (7) se
baseiam em relagdes do tipo F = QE e U = Q V, enquanto que os (6) e (8) envolvem integrais
de linha e gradientes. Este tipo de estruturacao matemdtica faz com que a teoria seja auto-
consistente e permite que possamos passear por ela a vontade, partindo de um lugar qualquer e
chegando a outro, como fazemos em um parque publico.

Figura 23.2: A parte e o todo

A matematica possibilita a totalidade légica da teoria. Para um exemplo simples do que
acontece com totalidades, considere a fig.23.2. No lado direito, mostramos uma bolinha preta
e podemos nos perguntar o que ela significa. Em principio, ela pode significar qualquer coisa,
ou seja, quase nada. No lado direito, a mesma bolinha é inserida num contexto e, entao, ela
adquire o significado de olho do gato. Assim, aprendemos que o significado de algo néo esta
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nele mesmo. Ao contrario, este significado é dado pelo contexto no qual este algo se insere, por
meio de um didlogo entre o todo e a parte. Ao mesmo tempo, cada parte contribui para o todo
e o todo determina o significado das partes. Retire uma bolinha preta do desenho do gato e ele
fica estranho. Algo analogo, embora bem mais complexo, acontece com a eletrostdtica e o seu
mapa. O significado fisico do simbolo @ nao esta nele mesmo...

O fato de a eletrostatica poder ser representada por um mapa estavel ajuda a reificar a teoria
e sugere que ela pode ser pensada como um objeto, tal como uma casa. Olhando apenas para o
mapa, as varias manifestacoes da carga apresentam uma certa simetria, j4 que podemos partir
de qualquer uma delas para chegar as demais pelos caminhos internos da teoria. Por outro lado,
uma nog¢ao de sequéncia, de tempo, é introduzida por nés quando pensamos na teoria. Tanto
ela como o seu mapa carregam valores psicoldgicos que tornam as varias manifestacoes da carga
assimétricas para nés. Assim, alguém pode pensar que o campo elétrico é o atributo da carga
com maior significado fisico. Outra pessoa, entretanto, pode preferir a forca de Coulomb. E, no
ambito da fisica moderna, a tendéncia é privilegiar a energia U ...

Nesta aula, discutimos algumas propriedades elétricas de prétons e néutrons passeando pela
eletrostatica por caminhos diferentes. Do ponto de vista experimental estas propriedades podem
ser conhecidas por meio do espalhamento de elétrons. Neste tipo de experimento, elétrons com
diferentes velocidades sao atirados sobre alvos formados por prétons ou néutrons e os seus desvios
depois do choque sao medidos. Estes dados, complementados por célculos tedricos, permitem-
nos conhecer as distribuicoes de carga, os campos eletrostiticos e os potenciais associados aos
alvos.

« caracteristicas elétricas do proton

Neste exemplo estudamos a carga do préton e calculamos o seu campo elétrico (caminho 2),
o potencial eletrostatico (8), sua auto-energia eletrostatica (9), a forga que age sobre um elétron
proximo a ele (1) e a energia de interagao do sistema elétron-préton (6).

e carga

Medidas feitas com o préton levam a determinacgao de sua distribuicao volumétrica de cargas,
que pode ser expressa por

pp(r) =e—e ", (23.1)

onde e A = 3,6 x 10> m~! é um pardmetro experimental e e é a carga total. O valor 1/A =
0,3 x 10715 m indica a ordem de grandeza do tamanho do préton.
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A parcela ¢p(r) da carga do préton encerrada numa esfera de raio r vale

r ™ 2 A3 r ,
a@p(r) = / dr'/ d0/ do r'? senf py(r') =e—4nm / dr' 2 e AT
0 o Jo 8 0

™

2,2
— e [1— <1+AT+A2T ) eAT] . (23.2)

Os valores de ¢, em fungao da distancia r ao centro do préton sao dados na tabela abaixo.
Somente quando r — oo, obtemos ¢, = e, a carga total do préton.

r (10715 m) 0,1 0,5 1,0 2,0 3,0 o0
a0 0,006¢ | 0,271e | 0,698¢ | 0,976¢ | 0,999 ¢ e

Tabela 23.1: Quantidade de carga positiva na esfera de raio r em torno do proéton.

e campo elétrico

Na eletrostatica, podemos sempre determinar o campo elétrico produzido por uma distri-
buicao de cargas a partir da lei de Coulomb. Nos casos em que ha simetria esférica, podemos
também utilizar a lei de Gauss e, entao, os cdlculos ficam mais simples. Neste problema, adota-
mos o segundo procedimento.

Escolhendo uma superficie gaussiana esférica, de raio r e usando o resultado do item anterior,
a lei de Gauss permite-nos escrever

#Ep-ﬁdS:ﬁEpdS:ZIWTQEp

_ () _ e [1 - <1 + AT+ A22T2> eM} . (23.3)

€0 €0

Portanto, o vetor campo elétrico num ponto que dista r do centro do préton é dado por

e [L—(1+Ar+A2r2/2) e 7]
2

Ey(r) T (23.4)

 Arweg r

O valor deste campo no limite » — 0 pode ser obtido a partir da expansao em série da expo-

nencial, que é dada por

A2 7“2 A3 7”3
2 6

e AT =1—-Ar+ (23.5)

valida para Ar < 1. Assim, obtemos

. 1—(14+Ar+A%r2/2) (1 —Ar+A2r2/2+-..
Byr —»0) ~ —© (L= (L Ar+A%2/2) (L= Art Ar224+ )] L (23.6)
P 47 e r2




267

Este resultado é compativel com a simetria esférica da distribuicao de carga, pois ela impede
que o campo elétrico tenha uma direcao no ponto r = 0. Ele mostra que o fato de a carga estar
distribuida no espago suaviza o campo a pequenas distancias. Para valores de r grandes, tais
que Ar > 10, a exponencial fica muito pequena e o campo tende ao valor coulombiano.

e potencial

Como FE), é conservativo, existe um potencial eletrostatico dado por

V,(r) = —/ E,-dé. (23.7)
Usando o resultado (23.4) e um caminho radial, para o qual d¢ = dr’ #, temos

r 1— (1+Ar 4+ A2p2/2) e A7
V() = [ £ il )]

o Ameo r!

(23.8)

Para efetuar a integracao, notamos que

d (e AT 1 A\ _,
- | — 4= —ATr 23.
dr( r > <r2+r>e (23.9)

r e 1 d (e A
%mz—Lﬁgmobfmw<r/)‘ze ]' (23.10)

Assim, o potencial eletrostatico num ponto que dista r do centro do préton é dado por

€ escrevemos

e [L—(14+Ar/2)e 7] .

= 23.11
Vilr) = - (23.11)
Na origem, a eq.(23.5) fornece
e [1—(1Q4+Ar/2)A—Ar+--)] e A
~ = — 23.12
Vo(r = 0) 47 € r dmeg 2 (23.12)

enquanto que, para valores grandes de r, V), tende ao potencial coulombiano.

e auto-energia

A auto energia eletrostatica do préton é dada por

o) T 2T 0
_ €0 9 _ 9 €0 o] 47 €g 92
U, = ///V [—2 Ep} av —/0 dr/o dﬁ/o d¢ r“senf [—2 Ep} =3 /0 drr Ep . (23.13)

Esta expressao pode ser calculada usando o valor de Ep dado pela eq.(23.4) e efetuando a
integracao com forca bruta. Entretanto, este procedimento requer o cdlculo de integrais bastante
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complicadas. Por isso, neste tipo de problema costuma-se recorrer a uma alternativa que, apesar
de menos ébvia, requer menos esfor¢o. Lembrando que campo elétrico relaciona-se ao potencial
por E = —ﬁV, utilizando o fato que o potencial dado pela eq.(23.11) depende apenas de r e
empregando a regra da cadeia, temos

- oV, OV, 9V, ov, [or. Or . Or- oV,
E = |- 2i4+ 2254 2 Ppt - 2P g k=P 23.14
b 8xz+6y‘7+82 or 0$Z+8y‘]+8z ar ( )
Isto permite expressar a auto energia de modo hibrido como
4 © d
U, = —< / dr [1? Ep(r)] [ V”(T)} . (23.15)
2 0 dr

A partir da eq.(23.3), obtemos [r? E,(r)] = ¢,(r)/(47 o) e, portanto,

Up = % /0 Oodrqp(r) [dxgy)] : (23.16)

Integrando por partes, encontramos

U =5 | ) Gl = [ B v (23.17)

Usando as eqs.(23.2) e (23.11), concluimos que o primeiro termo se anula tanto na origem como
no infinito e, por isso, ndo contribui. Para calcular o segundo termo, notamos que

d
W) _ gy pp(7) (23.18)
dr
e obtemos
4 o0
U, = 2”/ drr2 py(r) Vi (r) . (23.19)
0

Apesar de obtido em um contexto particular, este é um resultado geral e importante. Usando
as eqs.(23.1) e (23.11), juntamente com as integrais do apéndice XXX, temos

Up = 27r/000d7-r2 [efem] [ e [1—(1+A7-/2) e—Ar]]

T 47 €q T
62 A3 o] A A?"2
— o d —Ar S —2Ar
dmeg 4 /0 " [r ‘ <T * 2 ) ‘ }
e BA
_ e R (23.20)

Usando os valores de A e das constantes dadas no apéndice A, obtemos U, = 1,297 x 10713 7.
E interessante comparar este valor com a energia de repouso do préton, que é dada por m,, =
1,493 x 10710 J. Assim, o célculo mostra que Up/mpc2 ~ 1/1000, indicando que cerca de um
milésimo da massa do préton é devida a sua auto enegia eletrostatica. E importante notar que,
apesar de o nosso céalculo ter sido feito no contexto da fisica classica, ele fornece a ordem de

grandeza correta dos resultados. Um estudo mais preciso requer o uso da teoria quéntica de
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campos.

e forga elétron-préton

Quando um elétron esta na presenca de um préton, a distancia r do seu centro, sobre ele age
uma forca atrativa, dada por
2 [1—(1+Ar+A2r?/2) e A7)

F=— ; 23.21
4T € 72 " (23.21)

Esta expressao leva em conta o fato de a carga do préton estar distribuida por uma certa regiao.
Se o préton fosse puntiforme, o elétron sentiria uma forgca dada por

F=— s (23.22)

O fator proporcional a e " estd associado ao tamanho do préton e, por isso, quando Ar ~ 1,

esse tamanho é importante. J4 quando Ar > 1, o préton pode ser considerado como sendo
puntiforme. Nas proximidades do centro do préton, quando Ar < 1, a exponencial pode ser
expandida em série e obtemos

7 €2 [1—(1+A7"+A27“2/2) (1—Ar—|—A2r2/2—A3r3/6)] .
T drmeg 72 "
ez A3r
~ — — 7 23.2
4meg 6 (23.23)

Ou seja, para valores pequenos de r, a forca sobre o elétron tende linearmente a zero.

e energia potencial do sistema elétron-préton

Quando um elétron e um préton estao separados por uma distancia r, o sistema tem uma
energia potencial dada por

2 [1—(1+Ar/2) e 7]

4meq r

Ui (r) = (23.24)

Nesta expressao, o fato de o préton nao ser puntiforme esté associado ao fator (1+ Ar/ 2)e AT,
que é importante para distancias pequenas. Na origem, a energia potencial pode ser calculada

a partir do resultado (23.12) e obtemos

ez A
dmeg 2

Upnt(r = 0) =~ (23.25)

Este resultado deve ser comparado com o caso de duas particulas puntiformes, onde U(r ~
0) — oo. Assim, podemos perceber que o fato de a carga do préton ser distribuida amacia a
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energia potencial do sistema na origem, tornando-a finita. Quanto mais distribuida for a carga
do préton, mais suave € a interacao na origem.

e caracteristicas elétricas do néutron

Neste exemplo, seguimos caminhos diferentes dos do caso do préton. A partir do potencial
V., calculamos o campo elétrico E, seguindo o caminho (8) do mapa e, depois, determinamos
sua distribuigao de cargas p, pelo caminho (2). Calculamos, também, a forca entre um elétron
e um néutron.

As caracteristicas elétricas do néutron sdo dificeis de serem observadas e, sdo bem menos
conhecidas que as dos prétons. Por isso, limitamo-nos a um modelo qualitativo, no qual o
potencial eletrostdtico do néutron num ponto que dista r do seu centro é simulado pela fungao

el

 dme

V() (1+Ar)e™r, (23.26)

onde e e A s80 0s mesmos que no caso do proton.

e campo elétrico

O campo elétrico do néutron é obtido a partir do gradiente do potencial

OVy » OV OV - eAd

i+ ) + k| = e . 23.27
ox oy T, 47 € ( )
Como se espera em um problema com simetria esférica, o campo é nulo no ponto » = 0. O fato
de carga total do néutron ser nula faz com que, para valores grandes de r, E,, tenda a zero mais

rapidamente do que o campo coulombiano.

En(r) =—-VV, =—

e densidade de carga

A densidade de carga é obtida usando a lei de Gauss na forma diferencial, V-E= p/eo. No
célculo do divergente, usamos

OEy. eN3 0, _,, e A3 Az?\ )
- _ il — ) [—— T 23.28
ox 4meg Ox (e x) 4rreg T ¢ ( )
Empregando as expressoes equivalentes para y e z, obtemos
- o A3
VoB,= S0 (3—Ar)e ST (23.29)
47 €q

Concluimos, portanto, que a carga elétrica é distribuida no interior do néutron segundo a equacao

A3
pn(r) = 647 (3—Ar) e 7 (23.30)
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Esta densidade se anula para r = 79 = 3/A ~ 0,9 x 10~m, sendo positiva para r < 79 e
negativa para r > ro. Neste modelo, a imagem do néutron corresponde a uma regiao de carga
positiva envolta por outra, de carga negativa.

e carga

A carga total contida no interior de uma esfera de raio r é dada por
T T ,
an(r) = 477/ dr' v pn (') = e A3 /dr’r’2 (3 —Ar’) e AT
0 0

= eA3p3eAT ) (23.31)

usando as integrais do apéndice XXXX. Alternativamente, poderiamos ter obtido o mesmo
resultado usando a lei de Gauss escrita como
_Am r?

n(r) = E, . (23.32)
€0

Assim, neste modelo, a carga total no interior de uma esfera de raio r é sempre positiva, tornando-
se cada vez menor a medida em que esse raio aumenta. No limite » — co, obtemos ¢, = 0.

e forca elétron-néutron

Neste modelo, a forca elétron-néutron € atrativa e, para uma separacao r entre as duas
particulas, vale

2 A3
- e N> ..
AT,

F(r) = (23.33)

47 €q

Esta forca tem alcance extremamente pequeno, devido ao fator exponencial, e sé é efetiva a
distancias menores que 10715 m.

e €xercicios

1. Faca os graficos para as funcoes p,(r), pn(r), ¢p(r) € gn(r), dadas nas egs.(23.1), (23.32),
(23.2) e (23.33), em fungao de 7 e os interprete.

2. Coloque, num mesmo grafico, as curvas representando as intensidades dos campos elétricos do
préton, eq.(23.4) e de uma particula puntiforme com a mesma carga. A partir de qual distancia
as diferencas entre os dois casos tornam-se importantes?

3. Mostre que, em pontos muito préoximos da origem, o médulo do campo elétrico do préton,
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eq.(4), tende a zero. Sugestao: para pequenas distancias, pode-se expandir a exponencial em
série de Taylor.

4. Mostre, num mesmo grafico, as curvas representando a energia potencial do sistema elétron-
préton, para os casos em que a carga do préton é distribuida, como na eq.(23.1), e toda concen-
trada num ponto.

5. Mostre que as expressoes do campo elétrico e do potencial do préton reduzem-se ao caso
puntiforme no limite de distancias muito grandes.

6. Com que velocidade v um elétron deve ser atirado, a partir do infinito, para que ele possa
passar pelo centro de um néutron?

7. Uma esfera de raio R estd carregada com uma densidade de carga volumétrica p = po (1 — ar/R),
com pg € a constantes positivas. Determine

a) a carga total ¢ da esfera;

b) o campo elétrico em todos os pontos do espago;

¢) o potencial eletrostatico em todos os pontos do espago.

8. O potencial eletrostatico de uma esfera carregada de raio R é dado por

pR? (1 « po (T2 ard
<R)= e R _
Virs R) == <2 3) = (6 12R)

V(rzR):pO<1—O‘>1.

€0 3 4 r

Determine:

a) o campo elétrico em todos os pontos do espago;
b) a densidade de cargas na esfera;

¢) a auto-energia da esfera.

e respostas

, parar < R; E=
2

) a
O VoBmR(-9) (g prar<R  V=2B(}-5l paar>R
2

8. a) E:@(g—ig)f,parargR; E =

)
2 R5
C) U:27",00R (6 7a+%)‘




Capitulo 24

corrente elétrica e equacao da
continuidade

e introducao

Na eletrostatica, consideramos apenas sistemas constituidos por cargas elétricas em repouso.
Passamos, agora, a considerar também os efeitos devidos aos movimentos das cargas. O principal
deles é a producao de campos magnéticos, descrita pela lei de Ampere-Maxwell, que é tratada em
detalhe posteriormente. Antes de estudar os mecanismos de producao desses campos, discutimos
como descrever os préprios movimentos das cargas.

A carga elétrica nao é, ela mesma, um ente material mas, sim, uma caracteristica de corpos
materiais. Como vimos na aula 7, mesmo uma particula pequena como um elétron ndo é uma
carga elétrica, ele possui carga elétrica. Corpusculos que possuem carga elétrica costumam ser
chamados de portadores de carga. Na natureza sdao encontrados os mais variados portadores
de carga, tais como elétrons, quarks, protons, positrons, nicleos atomicos, ions e muitas outras
particulas ou sistemas de particulas.

Os portadores de carga podem se mover de muitas formas diferentes. Em alguns casos seus
movimentos podem ser considerados uniformes e, em uma infinidade de outros, aceleragoes sao
importantes. Como exemplo de portadores em movimento uniforme, temos os raios césmicos,
constiuidos por protons e outras particulas que se movem no espago interestelar. Os movimentos
acelerados sao os mais comuns, podendo ser encontrados no interior dos atomos, das moléculas,
e em todos os tipos de materiais. Elétrons em movimento no interior de atomos produzem efeitos
importantes e o mesmo acontece com quarks em movimento no interior de prétons e néutrons.

No estudo de particulas elementares, atomos ou moléculas, hd poucos corpos envolvidos e
o movimento de cada um deles pode ser considerado em detalhe, isoladamente. Em outras
situacoes, entretanto, existe um nimero muito grande de particulas carregadas, cujo movimento
precisa ser tratado coletivamente. E isso o que ocorre, por exemplo, no interior dos fios elétricos
das nossas casas.

273
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De modo geral, no eletromagnetismo, as velocidades e as quantidades de carga de um dado
conjunto de portadores sao mais importantes do que outras caracteristicas, tais como massas ou
tamanhos. Por isso, os efeitos eletromagnéticos sao atribuidos diretamente aos movimentos das
cargas, que costumam ser caracterizados por duas grandezas relacionadas entre si, a corrente
elétrica e a densidade de corrente elétrica, apresentadas a seguir.

e antes e depois das correntes

Atualmente, a importancia das correntes elétricas no eletromagnetismo é amplamente aceita,
mesmo por pessoas sem formacao em ciéncia. Entretanto, a situacao era completamente diversa
antes de 1800 porque, até entao, nao se conheciam os meios técnicos para produzir correntes
elétricas que durassem tempos longos e, consequentemente, que pudessem ser observadas e
estudadas. Na eletrostatica, os processos de transportes de cargas que ocorrem quando corpos
sao carregados ou descarregados sao irregulares, bruscos, muito rapidos e as correntes associadas
a eles nao se prestam a ser estudadas em detalhes.

A primeira fonte de correntes estaveis foi produzida pelo fisico italiano Alessandro Volta em
1800, empregando pilhas quimicas, as ancestrais das que usamos hoje cotidianamente. A sua
descoberta foi muito importante porque abriu as portas para pesquisas em laboratdrios sobre os
efeitos dessas correntes, que levaram a construgao da teoria eletromagnética no século 19.

e corrente elétrica

Existem intimeras situagoes onde grandes quantidades de portadores de carga se deslocam
através de uma regiao do espaco. Isto acontece, por exemplo, quando as extremidades de um fio
metdlico sao ligadas a uma bateria e, no interior do fio passa a existir um fluxo de elétrons, do polo
negativo em direcao ao positivo. No interior de uma lampada fluorescente acesa, existem fluxos
de elétrons e de ions positivos. No interior do Sol, devido as altas temperaturas e a sua rotagao,
elétrons, préotons e outros ntcleos leves, portadores de carga positiva, estao em movimento
continuo. No interior da Terra também existem cargas em movimento, como evidencia o seu
campo magnético, que deflete as biissolas.

Antes de tratar situagoes concretas, tais como as que envolvem elétrons no interior de me-
tais, discutimos o modo de caracterizar coletivamente os movimentos de muitos portadores de
carga numa regiao do espago. A ideia bésica consiste em tomar uma superficie matematica de
referéncia S e contar a quantidade de carga que passa através dela em uma unidade de tempo.
Tal situacdo estd ilustrada na fig.24.1. A corrente elétrica I que passa através dessa superficie
é definida como

dQ

I=—"=
dt ’

(24.1)
onde d@ é a quantidade de carga que atravessa a superficie aberta S no intervalo de tempo dt.
No SI, a unidade de corrente elétrica é o Ampere, representada por A e relacionada & unidade
de carga por: 1A = 1C/1s. A expressao para a corrente é bastante simples, mas requer alguma
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Figura 24.1: Os pontos escuros representam cargas elétricas e a flechas, as direcoes de suas
velocidades.; a medida que o tempo passa, algumas dessas cargas atravessam a superficie
matematica aberta S.

atencao. Correntes elétricas definidas deste modo podem ser tanto positivas como negativas,
pois a quantidade d@ depende do sinal das cargas dos portadores e, também, do sentido do seu
movimento. Além disso, é importante ressaltar que a eq.(24.1) ndo representa uma derivada
da carga em relagdo ao tempo. A ideia de derivada pressupoe uma fungao Q(t), que nao tem
significado claro quando S é uma superficie aberta. Esta é uma questao sutil, que deve ficar
mais clara ao longo do curso.

e densidade de corrente elétrica

Em muitos casos, a nogao de corrente elétrica é suficiente para descrever os movimentos de
cargas no interior de sistemas de geometria simples, tais como fios elétricos com se¢ao transversal
constante. Em outras situagoes, entretanto, ela mostra-se limitada. Por exemplo, como seria
possivel representar detalhadamente os deslocamentos de cargas no interior do Sol, que sdo
bastante complexos, apenas por meio da grandeza I 7

A corrente elétrica I é uma grandeza escalar e, portanto, nao pode conter informagoes de-
talhadas acerca das direcoes e sentidos dos deslocamentos dos portadores de carga. Por esse
motivo, é conveniente caracterizar os movimentos de portadores de carga por meio do wetor

densidade de corrente elétrica, geralmente representado por j. Por construcao, a densidade de
corrente numa regiao do espaco estd relacionada a corrente elétrica I através de uma superficie

S por
I—// j-nds, (24.2)
S

onde 7 é o versor normal ao elemento de superficie dS. Em outras palavras, a corrente elétrica
através da superficie S é o fluxo da densidade de corrente sobre esta superficie.

e densidade de corrente e velocidade

O vetor densidade de corrente j é um instrumento eficaz para descrever os movimentos coleti-
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vos de muitos portadors de cargas, porque ele esta diretamente relacionado as suas velocidades.
O procedimento utilizado para estabelecer esta relagao é o mesmo usado em muitas outras
situgoes fisicas, envolvendo gases, liquidos ou outros grupos de corpos em movimento.

Consideramos, inicialmente, um conjunto com muitas particulas idénticas carregadas, que se
move numa regiao do espaco vazio. Esta situacao é analoga a um enxame de abelhas que voa
num campo aberto. Imagine que haja interesse em saber quantas abelhas passam, durante um
intervalo de tempo dt, através de uma superficie matematica de drea d.S, colocada perpendicu-
larmente ao movimento delas. E intuitivo que, para abelhas com velocidades iguais, um enxame
mais denso corresponde a um fluxo maior de abelhas por unidade de tempo através de dS do
que um outro, menos denso. Por isso, é preciso caracterizar a densidade volumétrica de abelhas
em movimento. Em geral, esta densidade é representada pelo simbolo N e costumamos dizer
que existem N abelhas por unidade de volume em um dado enxame.

E importante notar que N é uma densidade volumétrica e nao, um numero. No caso do
enxame, se conhecermos N e se supusermos que todas as abelhas tém a mesma velocidade ¥,
podemos calcular o fluxo usando o cilindro matemaético da fig.24.2. Para isto, basta notar que as
abelhas que atravessam a superficie dS dentro de um intervalo de tempo dt sao aquelas contidas
no interior do volume dV = (vdtdS). As demais abelhas ou passam por fora da superficie dS,
ou nao tém tempo de chegar até ela durante o intervalo dt. Por isso, o niimero de abelhas que
atravessa dS durante o tempo dt é dado por NdV = NuvdtdS; e o numero por unidade de
tempo é igual a N vdS.

.
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Figura 24.2: Cada ponto representa uma abelha que se move com velocidade v para a
direita; apenas as abelhas que estao no interior do cilindro de base dS e comprimento v dt
atravessam a superficie dS dentro do tempo dt.

Voltando ao caso das cargas elétricas, para determinar a relagao entre a densidade de cor-
rente e a velocidade dos portadores, consideramos um conjunto de particulas com densidade
volumétrica N que se move numa regiao do espago, todas com a mesma carga ¢ e SUpomos que
todas tenham a mesma velocidade ¥. Usando novamente a fig.24.2, podemos concluir que o
nimero de cargas que atravessa a superficie dS por unidade tempo é N v dS, o que corresponde
auma corrente dI = q N vdS e auma densidade de corrente de intensidade j = dI/dS = q N v.
A partir desses resultados construimos o vetor da densidade de corrente escrevendo

j=qN7T. (24.3)

Esta expressao corresponde ao caso em que todos os portadores de carga tém a mesma velocidade
v. Em situacoes reais, é dificil que isso aconteca e o mais comum é que os portadores tenham
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velocidades distribuidas em intervalos. Quando isso acontece, a expressao para a densidade de
corrente passa a ser uma soma da contribuictes de vérias velocidades v%, dada por

J=q) Ny, (24.4)
k

onde Ni é a densidade volumétrica de particulas com velocidade ;. Notando que a velocidade
média do conjunto de N particulas por unidade de volume é definida por

L 2k NeG

24.5
<T> N (24.5)

podemos reescrever a eq.(24.3) para o caso geral de portadores com diferentes velocidades como
j=qN<T> . (24.6)

No caso em que existem diferentes tipos de portadores de carga em uma mesma regiao do espaco,
tal como acontece em um plasma, esse resultado pode ser novamente generalizado. Supondo
que a carga, a densidade volumétrica e a velocidade média de um portador de tipo k sejam,
respectivamente, qx, Ny e < ¥, >, podemos escrever

F=> k= aNe<T>, (24.7)
k k
onde a soma é feita sobre os todos os diferentes tipos de portadores de carga.

De modo geral, o vetor j descreve muito melhor as mintcias do transporte de cargas de um
sistema do que a corrente global I, ja que ele indica, além da intensidade, as direcoes e sentidos
desse transporte, bem como a sua distribuicao espacial.

e correntes no vacuo e em metais

Correntes no vacuo e em metais sao bastante diferentes. No vacuo, elas consistem em mo-
vimentos de cargas continuamente aceleradas como ocorre, por exemplo, nos aceleradores de
particulas. J4 nos metais, os movimentos de cargas envolvem colisoes e efeitos térmicos. Metais
sao formados por fons positivos, organizados em redes cristalinas bastante estaveis e elétrons
livres, que se movem entre esses fons. Quando vocé segura um prego, voceé estd, de fato, segu-
rando a sua rede cristalina. Se vocé entorta o prego, vocé esta deformando a sua rede cristalina.
Visto nesta perspectiva, um metal nao é propriamente uma substancia. Metal é apenas o nome
dado a um certo tipo de estrutura, envolvendo ions e elétrons livres. Os ions ocupam cerca
de 15% do volume do metal e, devido & temperatura, oscilam em trono de suas posicoes de
equilibrio. J& os elétrons livres se movem com velocidades tipicas da ordem de 100km/s e se
chocam continuamente entre si e com os fons. Nestas interacoes os elétrons, que sao muito mais
leves do que os fons, sofrem grandes desvios. Isto faz com que a velocidade #; de um dado
elétron mude continuamente. Como este tipo de processo ocorre com todos os elétrons livres, os
efeitos estatisticos sao muito importantes.

Em um metal isolado, o niimero de elétrons livres que se movem segundo uma dada direcao
é, em média, igual ao niimero de elétrons que se movem na direcao oposta. Por este motivo, em
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média,
> Nji; =0, (24.8)
7

onde N; é a densidade volumétrica de elétrons com velocidade ;. Quando ha uma corrente
em um condutor, é porque algum campo elétrico externo E produziu um movimento coletivo
por meio de uma forga ﬁ =—¢E , que age em cada elétron, fazendo com que a sua velocidade
passe a ter uma nova componente ¥; paralela a esta forca. Na literatura, esta nova velocidade
é conhecida como welocidade de arrasto, velocidade de arrastamento ou velocidade de deriva.
Deste modo, na presenca do campo, cada elétron passa a ter velocidade ; + ;.

A velocidade de arrasto da origem a um movimento coletivo de cargas na direcao da forca
elétrica e, consequentemente, a uma densidade de corrente que, em principio, tem a forma

jo= —eY N;(i+7)
i
= —e Y Nii, (24.9)
i

usando a eq.(24.8). Em termos da velocidade de arrasto média < @ >= %; N; 9;/N , escrevemos
j=—eN<T> . (24.10)

Este resultado é formalmente igual ao dado em (24.6). Entretanto é preciso lembrar que, no caso
de correntes no vacuo, < ¥ > representa a velocidade média dos portadores de carga enquanto
que, nos metais, o mesmo simbolo < ¥ > corresponde a velocidade média de arrasto. Neste
curso, a bem da simplicidade da notacao, representamos os dois casos empregando ¢ em lugar
de < ¥ >. Assim, usamos

j=qN7#. (24.11)

e exemplo 1

Aqui, estimamos a velociade média de arrasto ¥ dos elétrons em um condutor metalico
doméstico quando ele é percorrido por uma corrente elétrica. As correntes elétricas nas nos-
sas casas sao alternadas e descritas por fungoes do tipo I(t) = Iy cos(wt), onde w é a frequéncia
de oscilagao. Como esta frequéncia é baixa e estamos interessados apenas em aspectos quali-
tativos do problema, tratamos esta corrente como se ela fosse continua. Como discutimos no
volume 2, as incertezas associadas a esta aproximacao sao menores do que um fator 2.

Se vocé inspecionar os disjuntores de uma residéncia, pode ver que eles sao construidos para
cortar correntes quando elas atingem 30A ou mais. Assim, correntes da ordem de 1A sdo comuns
em residéncias. Por exemplo, a relagao P = VI entre a poténcia dissipada P, a tensao V e a
corrente I ensina que a corrente que percorre uma lampada de 100 W, sujeita a uma tensao de
110V, é de cerca de 0,9 A. Esta é, também, a corrente que passa pelo fio que liga a lampada a
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uma tomada de 110 V. Supondo que esse fio tenha uma secdo transversal S = 1 mm?, o médulo
da densidade de corrente no interior do fio é dado por j = I/S = 0,9x10% A /m?.

Para determinar a velocidade de arrasto média ¢ dos elétrons no interior do fio, usamos o valor
do mdédulo da carga do elétron dado no apéndice XXX e a informagao empirica que a densidade
tipica de elétrons livres por unidade de volume em um condutor metdlico é N ~ 2,5x 1028
elétrons/m>. Assim, a eq.(24.11) fornece v ~ 2x 107%*m/s. Esta velocidade corresponde a
v ~ 12mm/min = 72 cm/h. Ou seja, se a corrente fosse continua e se a lampada estivesse
ligada a tomada por um fio de cerca de 2m de comprimento, um elétron levaria, em média, 3
horas para ir da tomada até a lampada.

Aqui fica uma pergunta muito interessante: como os resultados anteriores podem ser com-

pativeis com o fato de a luz da lampada acender quase instantaneamente quando ela é ligada a
tomada? A resposta, maravilhosa, é esbocada nas proximas aulas.

e equacao da continuidade
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Figura 24.3: Os pontos escuros representam cargas elétricas e a flechas, as suas velocida-
des; a medida que o tempo passa, algumas dessas cargas entram na superficie matematica
S, outras saem dela, ocasionando uma variacao da carga total contida no seu interior.

Uma das caracteristicas mais importantes da carga elétrica é ela ser conservada. Essa con-
servacao da origem a uma relacao muito importante entre as densidades de corrente ; e de
carga p, conhecida como equac¢ao da continuidade. A ideia subjacente a essa equagao é simples.
Consideremos uma superficie matematica fechada S, qualquer. Como a carga elétrica nao pode
ser criada nem destruida, se houver variacdo da quantidade total gnt de carga no interior dessa
superficie, é porque houve um transito equivalente de carga elétrica através da superficie. Como
a esse transito é associado a uma corrente elétrica, para a superficie fechada S mostrada na
fig.24.3 podemos escrever

2 din
ﬁj.ﬁdsz— Ztt, (24.12)

onde dS é um elemento da superficie e n é a sua normal, orientada para fora. Deste modo, o
lado esquerdo da equacgao representa o fluxo de carga que sai da superficie e o lado direito, a
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variacao temporal da carga interna a superficie. O sinal negativo que aparece nela é devido ao
fato de termos convencionado que o versor n aponta para fora de S.

A eq.(24.12) corresponde & equacao da continuidade na forma integral. Ela também pode ser
colocada numa forma diferencial. Para isso, escrevemos a carga interna a superficie S como

Qint_///‘/ dvp, (24.13)

onde p é a densidade volumétrica de carga. Usando o teorema de Gauss no lado esquerdo da

eq. (24.12), obtemos
.. ap
/// dVV-j:—/// av 2L (24.14)

Ja que este resultado vale para uma superficie qualquer, podemos eliminar as integragoes triplas,
para obter da igualdade dos integrandos, que corresponde a equacdo da continuidade na forma
diferencial

ap

G.7-_0
: ot

(24.15)
A equagdo da continuidade, tanto na forma integral da eq.(24.12) como na diferencial da
eq.(24.15), expressa a conservacao da carga elétrica, uma das leis fisicas de maior abrangéncia
conhecida até hoje. E importante ressaltar que esta lei de conservagao permanece valida tanto
no ambito da relatividade como no da mecanica quantica.

e correntes estacionarias

Em muitas situagoes de interesse, correntes elétricas fluem através de circuitos fechados e
podem permanecer praticamente constantes durante tempos bastante longos. Nestes casos, elas
sao chamadas de correntes estaciondrias. Quando isso ocorre, a equacgao da continuidade nos
ensina que a corrente deve ser a mesma em todos os pontos do circuito.

cidcutto

G
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Figura 24.4: Corrente fluindo em um circuito fechado, interceptado nos pontos A e B por
uma superficie matematica fechada.

Para mostrar por que isso acontece, consideremos o circuito representado na fig.24.4, inter-
ceptado nos pontos A e B por uma superficie matematica fechadada S. Supondo que nos pontos
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A e B as correntes no fio sejam respectivamente I4 e Ig, em um intervalo de tempo dt, na
superficie matematica entra uma quantidade de carga dQQ 4 = [4 dt e sai dela uma quantidade
dQp = I dt. Assim, a variacao temporal da carga Qi = Q4 — @p no interior de S é dada por

innt
dt

O mesmo resultado pode ser obtido diretamente da equagao da continuidade, dada por (24.12).
Ele é importante porque indica que, se as correntes I4 e I forem diferentes, ocorre acimulo ou
perda de cargas no interior de S. Por exemplo, se tivéssemos I4 = 1,00 A e I = 0,99 A, haveria
um actimulo de 0,01 C/s no interior de S. No caso de um circuito isolado, se houver acimulo de
carga de um dado sinal em uma regiao, deve haver também actimulo de carga de sinal oposto
em outra. Estes excessos de cargas de sinais opostos podem dar origem a forcas eletrostaticas
enormes e, também, aumentar a energia potencial do sistema. Entretanto, aumentos de energia
potencial ndo acontecem espontaneamente e, por isso, dQin/dt = 0 para qualquer superficie
S. Ou seja, cargas nao se acumulam continuamente no interior de circuitos percorridos por
correntes estaciondrias. Consequentemente, a equacao da continuidade permite concluir que a
corrente 14 que entra numa superficie matematica S que intercepta o circuito é igual a corrente
Ip que sai dela, para quaisquer pontos A e B.

—I4—1Ip. (24.16)

e exemplo 2

Correntes estacionarias podem existir no vacuo, como no caso de aceleradores de particulas.
Aceleradores sdo compostos por um tubo oco, no interior do qual é feito vacuo por meio de
bombas. No caso de um acelerador eletrostatico, é aplicada uma diferenca de potencial cons-
tante V entre as extremidades do tubo, que corresponde a um campo elétrico E , praticamente
uniforme no seu interior. Quando um feixe de particulas eletricamente carregadas é injetado
continuamente na entrada do tubo, se forma uma corrente elétrica estaciondria no seu interior.

Para exemplificar as caracteristicas da corrente elétrica no interior de um acelerador ele-
trostatico!, supomos que o tubo tenha 10m de comprimento e secdo transversal circular de
2,5cm de raio. Entre as extremidades do acelerador é estabelecida uma diferenga de potencial
de 8 x 10° V. Neste tubo, é injetado um feixe de prétons com 3 mm de raio, velocidade inicial de
3 x 10%m/s e intensidade correspondente a uma corrente Iy = 1075 A. A massa m,, do préton e
a sua carga e sao dadas no apéndice XXX. Neste exemplo, desejamos calcular:

(a) o nimero de prétons por unidade de volume na entrada do acelerador;

(b) a velocidade de um préton e a densidade volumétrica de prétons em um ponto genérico do
tubo, distante x da entrada do acelerador;

(c) a velocidade de um préton e a densidade volumétrica de prétons na saida do acelerador.

calculos
(a) Como a corrente I do feixe é é conhecida e a sua se¢ao transversal S é dada, podemos usar
a €q.(24.3) e escrever a intensidade da densidade de corrente como

I
j =g =eNowo (24.17)

10s valores empregados aqui sio inspirados nos do acelerador Pelletron da USP.
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Figura 24.5: Acelerador eletrostdtico esquematico.

Portanto, no inicio do acelerador, em unidades do S.I., temos

Iy

= = 17,4 x 10! prétons m® .
S ey P /

Ny

(b) Para o célculo da velocidade, usamos o fato de que o campo elétrico é uniforme no interior

do tubo e causa uma aceleragao constante no préton, dada por
r el e AV
o= — — ) (24.18)
m, my, my d

A eliminacdo do tempo ¢ das expressdes cinemdticas para a posicdo © = vyt + at?/2 e para a
velocidade v, = vg + at fornece

AV
vy =1\/v3+2ax = v%—i—Qmin 7 (24.19)
P

Este resultado mostra que, de fato, o tubo é um acelerador, ja que a velocidade dos prétons
cresce no seu interior. Como nao hd actimulos espontaneos de cargas no interior do tubo, a
equacgao da continuidade garante que a corrente elétrica é constante ao longo do feixe, indepen-
dentemente do valor de = considerado. J4 que a secao transversal do feixe também é constante,
o mesmo acontece com a densidade de corrente j, ou seja

jo=17j: — eNgvg=eNzv;. (24.20)
Assim, a densidade volumétrica de prétons em uma posicdo genérica x, medida a partir da
entrada do acelerador, é dada por
Iy

Vo
N, = N = . 24.21
“v. T Se Vg +2(xeAV)/(m,d) ( )

(c) Na saida do acelerador, z = d = 10m e o valor da velocidade é vy ~ 4 x 10" m/s. Deste
modo o préton, que entrou no tubo com a velocidade de 3000km/s, sai dele com 40000 km/s.
A densidade volumétrica de prétons na saida do acelerador é dada por Ny = Nyvg/vg =
5,5 x 100 prétons/ m®. Assim, no processo de aceleracdo, as particulas ficam mais separadas
umas das outras, ja que Ny < Ny. Para uma discussao de porque isto ocorre, veja o exercicio 4.
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e exercicios

1. Determine, por meio de uma andlise dimensional das equagoes de continuidade (24.8) e
(24.11) a unidade usada para caracterizar a densidade de corrente no SI.

2. Um disco circular, de raio R e espessura a, feito de material dielétrico e carregado com uma
densidade volumétrica de carga p, constante, gira com uma velocidade w em torno de um eixo
passando pelo seu centro e perpendicular ao plano que o contém. Determine a intensidade da
densidade de corrente elétrica, em funcao da distancia r do ponto considerado ao centro do disco.

3. Um géas de hidrogénio ionizado é constituido por N elétrons e N prétons por unidade de
volume, que se movem paralelamente ao eixo y, respectivamente com as velocidades v, = —5113'
e Uy = v 7, sendo v > 0.

(a) Chamando de e a carga do préton, determine a densidade de corrente total.

(b) Determine a corrente elétrica I que atravessa uma superficie matemética S, plana, quadrada
de lado L, que contém o eixo x e esta inclinada de um adngulo « relativamente ao eixo z.

4. Um estudante estd sobre uma ponte que liga os lados de um desfiladeiro muito alto. Para
matar o tédio ele solta duas bolinhas 1 e 2, de massas iguais a m, nos instantes t| =0 e to =T,
T > 0, e observa seus movimentos de queda.

a) Desprezando a resisténcia do ar e supondo conhecida a aceleracao da gravidade g, determine
a distancia d(t) entre as duas bolinhas no instante ¢, com t > 7.

b) Imagine, agora, que o estudante deixasse cair um nimero muito grande de bolinhas, sempre
a intervalos regulares T'; discuta em que medida esta situagao é andloga a discutida no exemplo 2.

e respostas

1. A unidade é A/m?.

2. j(r)=pwr.

3. (a) j=(-€)N(=bvj)+(e)N(vj) =6eNuvj.

(b) Como a superficie é aberta, nao hé uma convencao definida para determinar o versor normal
a ela. Por isso, as solugoes A1 = —cosa J 4 sen o k e iy = cosa J —sena k sao igualmente boas.
No primeiro caso, j - i1 = —6e Nvcosa, I} = —6e N vcosa L?; no caso alternativo, Io = —1I;.

4. a) d(t)= % (2t —1T); assim, fica claro que a distancia entre as duas bolinhas aumenta com
o tempo.

b) o campo ¢ faz o papel do campo elétrico; a corrente de bolinhas é uniforme ao longo do trecho
em que elas caem; a densidade de bolinhas por unidade de comprimento diminui & medida que
a distancia percorrida na queda aumenta.
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Capitulo 25

lei de Ohm

e correntes em metais

Correntes em metais sao devidas aos movimentos de arrasto de elétrons livres causados por
campos elétricos externos, gerados por pilhas, baterias ou outras fontes, presentes no seu interior.
Estes movimentos ocorrem em um ambiente repleto de ions positivos dispostos de maneira
regular, que atrapalham o movimento de arrasto de cada elétron. Os fons tém dimensoes tipicas
da ordem de 107m e mesmo um volume dV pequeno em escala macroscépica contém um
nimero muito grande deles. Por exemplo, um cubo de 1 micrometro de lado encerra mais de um
bilhao de fons. Isto faz com que seja necessario descrever as propriedades de um metal em termos
de suas grandezas médias. No interior do condutor, existem duas densidades volumétricas de
cargas a serem consideradas: uma delas é p;, a densidade de carga ionica positiva e a outra
é p_, a densidade de elétrons livres. Como nao ocorrem concentracoes espontaneas de cargas
temos, em média,

p=psr+p-=0. (25.1)

Isto significa que os nimeros de elétrons livres que entram e saem de um volume macroscépico
dV por unidade de tempo sao, em média iguais. Além disso, as velocidades térmicas w; dos
elétrons livres estao estatisticamente distribuidas em todas as direcoes e sentidos, fazendo com
que a média < u; > dessas velocidades seja nula.

e a lei de Ohm microscépica

Quando um condutor metélico é ligado a uma fonte de tensao constante, como uma pilha ou
bateria, em seu interior passa a existir um campo elétrico que esta presente em todos os seus
pontos. Em linguagem figurada, podemos pensar que o metal estd embebido no campo externo,
que causa forcas em todas as cargas presentes, tanto nos fons positivos como nos elétrons livres.
A forga sobre um fon é contrabalancada pelas forcas que os outros elementos da rede cristalina
causam sobre ele, e ele nao se move. A forga sobre um elétron livre, por outro lado, causa
nele uma aceleracao, fazendo com que ele seja arrastado. Como o campo externo age de modo

285
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uniforme sobre todos os elétrons livres que existem em uma dada regiao do condutor, o seu efeito
é fazer com que a densidade de carga negativa p_ seja empurrada no sentido oposto ao campo
e se mova relativamente a p;. Deste modo, em presenca do campo, os elétrons livres tém dois
tipos de movimento, um desordenado devido a agitacao térmica e outro de arrasto, ordenado,
devido ao campo externo.

A lei de Ohm esta associada a dificuldade de o movimento de arrasto de um elétron livre
ocorrer no interior de um meio material. Quando o campo externo age sobre um desses elétrons,
ele passa a ser uniformemente acelerado. Se o interior do fio metélico fosse vazio, como no caso
do tubo de um acelerador, sua velocidade aumentaria continuamente. No metal, entretanto, a
medida que o elétron se movimenta, ele vai se chocando com os ions da rede. Nesses choques
ele transfere momento aos fons, perdendo parte de sua velocidade. Apds cada choque, ele passa
a ser acelerado novamente e tudo recomeca. Este tipo de processo tem duas consequéncias
importantes. A primeira é que as velocidades de arrasto dos elétrons nao conseguem aumentar
muito e ficam num patamar relativamente baixo, como vimos no exemplo 1 da aula anterior. A
outra é que a energia que os elétrons transferem para os fons aumenta a sua energia cinética e
esquenta o metal, obedecendo o principio da equiparticao da energia.

Devido ao grande ntimero de objetos participantes neste processo e, também, a possibilidade
de muitas interagoes diferentes, o tratamento matematico do movimento de arrasto dos elétrons
livres no interior do metal pode vir a ser extremamente complicado. Nos, aqui, simplificamos
este tratamento ao maximo, supondo que, para todos os elétrons livres
- o intervalo de tempo médio entre dois choques sucessivos seja T';

- em cada choque, o elétron perde toda a sua velocidade de arrasto, adquirida na aceleracao pelo
campo externo.

v }
r
vacuo
META L
P T ST R B She = "ol W PR

o ¥

b

Figura 25.1: Comportamento da velocidade de um elétron sujeito a um campo elétrico
constante no vacuo e no interior de um metal, sendo 7" o intervalo de tempo entre colisoes.

Neste caso, sua sua velocidade de arrasto varia em func¢do do tempo como na fig.25.1. A
aceleracao @ do elétron é constante e sua velocidade em fungao do tempo é ¢ = dt. Neste
processo de sucessivas aceleragoes pelo campo externo e choques, os elétrons livres adquirem
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uma velocidade de arrasto média dada por

ar
-

Ql

<U>= (25.2)

Chamando de m a massa do elétron, de —e a sua carga e de ' 0 campo externo na regiao onde
ele se encontra, a segunda lei de Newton fornece

—

f=ma (25.3)
e, usando a a eq.(25.2), concluimos que
T -
<U>=—f. (25.4)
2m
O resultado (24.6) [[[[[ (24.6) ]]]]] permite-nos escrever a densidade de corrente como
5 NT
j=—eN <U>=— [e ] (25.5)
2m

onde N é o numero de elétrons livres por unidade de volume do metal. Este é um resultado geral
e importante, que mostra que a corrente elétrica é proporcional a forga que arrasta os elétrons
coletivamente.

No caso em que o movimento coletivo dos elétrons é produzido por um campo elétrico,
f=—eF e temos

= eNT] =
) — F 25.
J [Qm] , (25.6)

Esta expressao representa a forma mais comum da lei de Ohm mzcroscopzca e indica que a
densidade de corrente j é diretamente proporcional ao campo elétrico externo E.

O coeficiente de proporcionalidade entre os dois vetores envolve T' e N, que sao caracteristicas
do particular metal considerado. Como é muito dificil obter informacao acerca do valor de T,
este coeficiente, chamado de condutividade do metal e representado por o, costuma ser tratado
como uma grandeza empirica, cujo valor deve ser obtido por meio de experimentos. No caso do
nosso modelo simplificado, temos
e2NT

= . 25.
o o (25.7)

Assim, a lei de Ohm microscépica é escrita como
j=0E. (25.8)

Do ponto de vista microscopico, um condutor 6hmico é aquele para o qual a densidade de cor-
rente em um dado ponto é proporcional ao campo elétrico externo naquele ponto. Na pratica,
também costuma-se definir a resistividade p de um material como p =1/0.

e a forma geral da lei de Ohm microscépica
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O resultado (25.8) representa a lei de Ohm microscépica para o caso de um metal sujeito a
um campo elétrico externo E, que pode ser devido a uma pilha ou bateria. Entretanto, existem
também outros tipos de forgas f que podem causar o movimento de arrasto de elétrons livres,
de origem magnética ou quimica, discutidas mais tarde. Por isso, a forma mais geral da lei de
Ohm, qua abrange quaisquer tipos de forgas, é escrita a partir da eq.(25.5) como

i =L (25.9)

com o dado por (25.7).
e forcas e energia

A forma da lei de Ohm microscépica é caracteristica de meios dissipativos, nos quais hé forgas
de choque envolvidas. Nos cdlculos que levaram as eqs.(25.6) e (25.9), as forgas de choque estao
implicitas no comportamento da velocidade de arrasto dos elétrons considerado na fig.25.1. Para
perceber isto, note que a eq.(25.4) corresponde a

.
f= Tm <T> . (25.10)

Esta expressao parece encerrar uma contradicao, ja que descreve uma a forga proporcional a uma
velocidade e, nao, a uma aceleragao. Entretanto, esta contradigao é apenas aparente. Enquanto
a eq.(25.2) envolve apenas a forca devida ao agente externo que arrasta os elétrons e sé vale
no intervalo de tempo T entre dois choques sucessivos, o fator (¥) na eq.(25.10) incorpora os
resultados dos choques, como sugere a fig.25.1. O efeito global desses choques indica a existéncia
de uma outra forga que age sobre o elétron, que denotamos por f; Esse processo complicado
de aceleracoes e choques resulta numa corrente elétrica constante, associada a uma velocidade
média constante para os elétrons. Como < ¥ > é constante a aceleragao média é nula e a lei
de Newton permite-nos concluir que a forga total média < f + fc > que age sobre um elétron é
nula. Assim,

- .2
<fc>:—f:—7m <T> . (25.11)

Como esperado, < f. > é proporcional a < —v > e corresponde a uma forca viscosa.

Quando ha movimento em presenca de uma forca viscosa, hd producao de calor, fendmeno
conhecido como efeito Joule. A poténcia dissipada no fio é dada pelos trabalhos 7 realizados
pelos elétrons sobre os ions por unidade de tempo. Como < fc > ¢é a forca média que os ions
exercem sobre um elétron, a forga média que este elétron exerce sobre os fons é < — fc >= f .
Por isso, a poténcia média fornecida por um elétron a rede ionica é dada por

—=f<T> . (25.12)

e a lei de Ohm macroscépica
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A forma microscopica da lei de Ohm pode ser convertida na forma macroscopica mais usual.
Consideremos, inicialmente, um trecho de um fio cilindrico de comprimento L, orientado para-
lelamente a diregao f_; com secao transversal S, condutividade o e percorrido por uma corrente
estaciondria I, no sentido £ > 0, mostrado na fig.25.2.

AV

= =
1 S

o 4
Figura 25.2: Trecho de foi cilindrico percorrido por corrente I.

Como cargas nao se acumulam continuamente no interior de condutores, a corrente que entra
por um dos lados do fio é a mesma que sai pelo outro lado. Por isso, a corrente I é a mesma em
qualquer superficie transversal ao fio e a densidade de corrente é dada por

‘, (25.13)

Sy

_I
S

em qualquer ponto do interior do condutor. Devido & lei de Ohm microscépica, eq.(25.7), o
mesmo acontece com o campo elétrico, dado por

. I.
=217, (25.14)

- I
E=—"
oS S

Deste modo, o interior deste condutor percorrido por uma corrente estacionaria corresponde a
um ambiente bastante uniforme. Como discutimos na préoxima aula, ha uma fisica bastante rica
por tras deste fato aparentemente simples.

O campo elétrico é uma grandeza local e, na abordagem macroscépica, é conveniente usar a

tensao AV entre as extremidades do trecho de fio considerado, que é uma grandeza mensuravel.
Ela é dada por

AV =V(L) - V(0) = — /LE -de, (25.15)
0

com dé = d¢¢. Como o campo é uniforme no interior do condutor, podemos escrever
AV =—-FEL (25.16)

e o sinal negativo indica que a fun¢ao V' diminui no sentido da corrente. Usando a eq.(25.14)
neste resultado, temos

AV = [] I. (25.17)
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Ou seja, a corrente no pedaco de fio é proporcional & queda de tensao entre seus extremos. E cos-
tume chamar a constante de proporcionalidade de R, a resisténcia, e a lei de Ohm macroscépica
fica dada por

AV =RI, (25.18)
com
pL
R=—7. 25.19
K (25.19)

Este resultado mostra que a resisténcia do trecho de fio é diretamente propocional ao seu compri-
mento L e inversamente proporcional a sua secao transversal S. No SI, a unidade de resisténcia
¢ o ohm, representado por ).

e poténcia

A poténcia fornecida a rede i6nica pelo movimento de um tnico elétron foi dada na eq.(25.12).
No interior do pedaco de fio de comprimento L, existem N LS elétrons livres e a poténcia média
total fornecida a sua rede é

P=NLSf <@>=-NLSecE-<¥> . (25.20)

Usando as eqs.(24.6) [[[[[ (24.6) ]]]]]] e (25.7), escrevemos
P=LSE. -j="2} :?12 (25.21)

e, finalmente, a eq.(25.18) fornece

P=RI*. (25.22)

Este resultado representa a poténcia fornecida pelos elétrons & rede ionica. Ao absorver esta
poténcia, a rede aumenta as suas vibracoes, o fio esquenta e passa a irradiar energia para o
ambiente externo na forma de calor. Deste modo, a eq.(25.22) também corresponde & poténcia
dissipada pelo resistor. Este conjunto de fendmenos é conhecido como efeito Joule.

e leis e leis

A lei de Ohm é uma lei empirica e, ndo, uma lei fundamental da natureza, como as leis de
Newton ou as equacoes de Maxwell. Leis empiricas sao obtidas a partir de medidas sistematicas
e nao tém validade geral.

A lei de Ohm é um exemplo tipico de lei linear, cuja forma pode ser obtida a partir da série
de Taylor!. Imagine que vocé possua um aparato experimental capaz de produzir tensdes V em

!Este modo de olhar as leis lineares foi apresentado em um semindrio no IFUSP por Sir Rudolph
Peierls.
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um fio e medir as correntes I produzidas. Para equacionar este problema, é preciso determinar
a fungao I(V). Na falta de uma teoria, expandimos esta fungao na série de Taylor

dl V2 a1
I(V)=1(0 V — —_— 25.23
V=104V ] g (25.23)

Como sem tensao nao hé corrente, I(0) = 0 e, para tensdes nao muito altas, trabalhamos com
IV)=aV +8V4... (25.24)

onde a, 3,--- s@o constantes. A lei de Ohm corresponde as situagoes em que apenas o primeiro
termo d& conta dos resultados experimentais, sendo o parametro « tratado como uma grandeza
empirica. Outro exemplo de lei linear é F' = — k x, usada para molas.

e exemplo 1

Sao dados dois cilindros A e B, feitos com o mesmo metal de resisitividade p, com compri-
mentos iguais a L4 e Lp e segoes transversais S4 e Sp, respectivamente, ligados em série como
na fig.25.3, e percorridos por uma corrente estacionaria I, paralela a diregao /. Nosso objetivo é
obter as densidades de corrente e campos elétricos nos dois trechos, bem como a resisténcia do
conjunto.

Figura 25.3: Um corpo metélico composto por dois cilindros de dimensoes diferentes,
coaxiais e justapostos

O ponto de partida para a compreensao de um problema como este é a equagao da continui-
dade, juntamente com a noc¢ao de que nao ha acimulos de cargas em sistemas percorridos por
correntes estacionarias. Isto nos permite afirmar que a corrente elétrica é a mesma através de
qualquer superficie matematica transversal ao fio. Por isso, as densidades de corrente nos dois
trechos do fio sao

ja = SIAE e i = 559 / (25.25)
e, portanto, |j4| > |jz|. A interpretacao deste resultado é dada pela eq.(24.6), [[[[(24.6)]]]]]] que
nos informa que, para um dado material, a densidade de corrente é proporcional a velocidade
de arrasto média dos portadores de carga. Por isso, para que a corrente I possa ser a mesma
nos dois setores, esta velocidade média na parte mais estreita deve ser maior do que a na parte
mais larga.
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Os campos elétricos sao obtidos a partir da lei de Ohm microscépica, eq.(25.7), e dados por

—

. I.
_»rl,

pl
Ea=521 Ep = . 25.26
A=, e B=g ( )

Como estes campos sao uniformes no interior dos respectivos trechos, as diferencas de tensao
entre as extremidades de cada um deles valem

L L
AV, =LA e Ay =2 (25.27)
Sa SB
Estas relagoes definem as resisténcias dos trechos A e B como
L L
Ra=""2 o«  Rp=025. (25.28)
Sa SB

Se considerarmos os dois trechos de uma s6 vez, a resisténcia equivalente R é definida por
AV, + AVg = R, que fornece

um resultado bem conhecido para resistores associados em série.

e exemplo 2

Um fio cilindrico, de secao tranversal S, é formado por dois metais diferentes, A e B, com
comprimentos L4 e Lp, mostrados na fig.25.4. As resistividades dos dois trechos de fio sao,
respectivamente, p4 e pp, com pp > pa. O objetivo deste exemplo é mostrar que existe uma
densidade superficial de carga ¢ na interface entre os dois condutores, quando o fio é percorrido
por uma corrente estacionaria I, paralela a direcao A

| | R
\ \ )
i 8 R bV - ¥

Figura 25.4: Um corpo metalico composto por dois cilindros de metais diferentes, coaxiais
e justapostos

Analogamente ao exemplo anterior, a corrente é sempre a mesma através de qualquer su-
perficie matematica transversal ao fio e, consequentemente,

ja=jp==14. (25.30)

I
S
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Como a lei de Ohm microscopica depende da resistividade do material, os campos nos dois
trechos sao diferentes entre si e dados por

_pal;

:7pBI i
5 :

Ey Eg (25.31)
S

Estes campos sao uniformes nos respectivos trechos de fio e descontinuos na interface, indicando
a presenca de um actimulo de cargas nesta regiao. O valor o desta densidade superficial pode ser
obtido por meio da lei de Gauss, aplicada & superficie gaussiana G mostrada na figura. A normal

ao lado do cilindro gaussiano é ortogonal aos campos, enquanto que as normais as tampas sao,

respectivamente, n4a = —f e ng = £. Deste modo, chamando de a a area destas tampas, temos
_— oa
ﬂE-ndS:(—EA—i—EB)a: (25.32)
G €0
e, portanto,
1

o=¢ey(Ep—FEx)=¢€o(pp—pa) (25.33)

g
Neste exemplo, supusemos que pp > p4 €, consequentemente, as cargas acumuladas sao positi-
vas.

Para concluir, discutimos um ponto importante. Na apresentacao da equagao da continui-
dade feita na aula anterior enfatizamos que nao ha acimulos espontaneos de cargas no interior
de condutores com correntes estacionarias. O resultado dado pela eq.(25.32) é coerente com esta
nocao, por dois motivos. Um deles é que a densidade de cargas ¢ na interface nao corresponde
a um efeito espontaneo, ja que ele é causado pelas caracteristicas diferentes dos dois metais.
Além disso, o nao varia com o tempo e, por isso, ndo contribui para o fator dgin/dt da eq.(24.8).
[[[[[[(24.8)]]]]]] Por isso, apesar de existir uma densidade de carga na interface, a mesma corrente
que entra por um lado do fio sai pelo outro.

e exercicios

1. Imagine que vocé tivesse 10™?m de altura. Como vocé perceberia a superficie externa de um
metal, colocado no vacuo? Seria adequado pensar nele como um objeto so6lido? Em um metal
existem, estatisticamente, elétrons livres que se movem em todas as direcoes e sentidos, com
velocidades altas. Isto significa que, na superficie do metal, existem alguns elétrons indo para
fora dele. Qual o destino desses elétrons?

2. Um condutor metalico de resistividade p, de forma cilindrica, de comprimento L e raio a,
é percorrido por uma corrente constante I. No interior deste condutor existe uma bolha de ar
esférica, de raio b < a. Considere dois pontos no interio do metal: um deles, chamado de P,
muito longe da bolha; o outro, chamado de Q, na regiao de maior estreitamento em torno da
bolha.

a) Calcule as correntes Ip e Ig, que atarvessam superficies matematicas transversais ao fio,
passando por P e Q.

b) Calcule os médulos das densidades de correntes fp e j@, nos pontos P e Q.

c¢) Calcule os médulos dos campos elétricos nos pontos P e Q.
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d) Compare a diferenga de potencial AV entre as etremidades do fio com a quantidade Vj =
lp L1]/[r a?).

3. Considere a situagao discutida no exemplo 2.

a) Faca um desenho representando o campo elétrico no interior do fio por meio de linhas de
campo.

b) A partir deste desenho, determine o sinal das cargas acumuladas na interface entre os dois
metais.

c¢) Calcule o campo elétrico E, criado pela densidade de cargas o dada pela eq.(25.32), nas
proximidades dela.

e respostas

2. a) Ip=1Ig =1,

b) jP:fiz € jsz
I I

C) Ep = # € EQ = n(ag—b2)

d) AV é maior do que Vj

3.¢c) E,=— »7 mo lado A, EU:+E05 no lado B, com Eg:%



Capitulo 26

baterias e fios metalicos

Um dos problemas mais tradicionais de eletricidade que encontramos na nossa formacao inicial
é o de obter a corrente que passa por um fio de resisténcia R quando ele estd ligado a uma
bateria de tensao V. Ele pode ser resolvido com a férmula V' = R I e nada parece mais simples.
Entretanto, a fisica deste problema é bastante rica e nada simples. Nesta aula, descrevemos
qualitativamente o que acontece quando uma bateria é acoplada a fios metdalicos. A escolha da
bateria foi feita por razoes pedagogicas e é representativa de outras fontes de tensao constante.

e a bateria - novo

Uma bateria de automével ou uma pilha comum sao fontes de tensao constante e, enquanto
ela dura, existe uma diferenca de potencial V entre seus terminais que nao varia com o tempo.
Ela consegue isto acumulando quantidades de cargas de sinais opostos nestes terminais. Deste
ponto de vista, uma pilha isolada se assemelha a um dipolo elétrico, ja que ambos tém cargas
estaticas acumuladas em pontos diferentes do espago e criam campos elétricos a sua volta. A
diferenca entre estes sistemas se manifesta quando eles sdo ligados a circuitos externos. Se
conectarmos as cargas de um dipolo por meio de um fio metalico, ele se neutraliza depois de um
tempo bastante curto. Ja com pilhas e baterias, isto nao acontece, pois este tipo de fonte de
tensao consegue repor as cargas nos seus terminais durante sua vida ttil.

Baterias e pilhas funcionam, portanto, como dipolos elétricos, mesmo quando ligados a cir-
cuitos. Os mecanismos que determinam o funcionamento destes sistemas dependem de reagoes
quimicas e sao bastante complicados. Processos quimicos envolvendo ligaces covalentes podem
separar espacialmente cargas elétricas de sinais opostos, fazendo com que a energia potencial
elétrica de um dado sistema nao seja a menor possivel. Um exemplo deste tipo foi apresentado
na aula 3, quando discutimos a molécula de agua, que é polar, na qual as concentracoes de
cargas positivas e negativas estao localizadas em pontos distintos. Estas cargas se atraem, a sua
energia eletrostatica nao é a minima possivel e, mesmo assim, permanecem separadas devido as
ligagoes covalentes entre os elétrons dos atomos de hidrogénio e de oxigénio.

295
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Algo de natureza semelhante, mas bem mais complicado, ocorre nas baterias. Atualmente,
sao conhecidos muitos tipos, que vao desde de pilhas de aparelhos de surdez, até acumuladores
industriais, passando pelos usados em telefones celulares e computadores. Tal variedade nao
é descrita aqui e baseamos nossas discussoes em um modelo bastante simplificado das pilhas
comuns de uso doméstico. As partes condutoras da pilha sdo uma casca metdlica exterior em
forma de copo, que constitui o polo negativo, e um bastao central de grafite, ligado ao polo
positivo. Embora este tipo de pilha seja conhecido como célula seca, o seu interior é imido, o
que causa a separacao de substancias quimicas em fons positivos e negativos. Algumas destas
substancias dissolvidas no interior da pilha atacam a casca metdlica, arrancando os seus ions
positivos e deixando elétrons, que permanecem nela. Por meio de varias reagoes quimicas, a
carga positiva do fon metalico migra para o bastdo de grafite e para a lamina metalica que
o recobre. Como resultado desta série de processos, ocorre a separacao espacial de elétrons e
cargas positivas.

No nosso modelo simplificado de pilha, consideramos apenas o efeito global, que envolve
- o acumulo de elétrons livres no polo negativo e de cargas positivas no polo oposto;
- a migracao interna de cargas positivas, da casca metdalica para o bastao de carbono, levadas
por véarios ions diferentes.

Nos polos de uma bateria carregada existem sempre cargas positivas e negativas acumuladas,
o que produz um campo elétrico Eb a sua volta, como mostra a fig.26.1(a). Quando compramos
uma bateria, é este campo que existe do seu lado de fora que nos interessa, mesmo que nao
saibamos disto, pois é ele que produz os efeitos desejados quando ela é empregada em aparelhos.

As cargas nos polos da bateria também dao origem a um campo elétrico E'}’J na sua parte
interna, que produz forgas (e E,g) sobre os ions positivos que migram e tendem a causar movi-
mentos no sentido contrario. Isto nao acontece devido a presenga das forcas de origem quimica
ﬁ;uim que agem sobre os fons e promovem a sua migracao. Como a bateria esta isolada, ha
equilibrio entre estas forcas antagonicas e temos

fouim + € B, =0 (26.1)

Esta caracteristica interna da bateria influencia o seu comportamento elétrico externo. A relagao
entre o que acontece dentro e fora da bateria é obtida do fato de o campo elétrico das cargas acu-
muladas nos seus polos ser conservativo. Assim, tomando os caminhos matematicos mostrados
na figura (b), C; interno a pilha, e Cy no seu exterior, podemos escrever

E|-dé+ | E,-dé=0. (26.2)
Ch Co

Dividindo os dois membros da eq.(26.1) por e e integrando ao longo do caminho Cy, temos
/ Juim e El -dé=0. (26.3)
Cl € Cl
Estas duas expressoes permitem obter a relacao desejada, que é dada por

/fq“im-dc*: Ey - dé. (26.4)
Cl e CQ
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A interpretacao deste resultado de aparéncia simples é bastante interessante.

Historicamente, a integral da quantidade f(;uim /e entre os polos da bateria foi chamada de
forca eletromotriz, costuma ser designada por fem e é representada por £. Assim, no caso da
pilha, por definicao, temos

g [ Jauim 4o (26.5)
¢, €

O nome forga aplicado a grandeza £ é claramente inadequado, ja que ela representa um trabalho
por unidade de carga. Entretanto, ele é mantido por tradicao. No SI, a sua unidade é o volt.
Ja o lado direito da eq.(26.4) representa a diferenga de potencial V' = V — V_ entre os polos
positivo e negativo da bateria.

Por isso, escrevemos a relagao entre as caracteristicas interna e externa da bateria isolada
como

E=V. (26.6)

’

E importante notar que esta igualdade nao corresponde a uma identidade conceitual ou
ontolégica entre £ e V, pois estes simbolos designam entidades fisicas diferentes. Em particular
a forca quimica, que contribui para £ néo é conservativa. Assim, esta expressao, que determina o
comportamento de baterias isoladas, representa o resultado do seguinte encadeamento de ideias:
a fem & representa o trabalho por unidade de carga realizado pelas forcas quimicas no interior
da bateria, que d4a origem a um actmulo de cargas nos seus polos, que produz um campo elétrico
no exterior da bateria, associado a uma diferenca de potencial V' entre os polos.

| -.(}.] (;Ia} L Ce)

Figura 26.1: (a) O campo externo da bateria isolada; (b) caminhos C} e Cy; (¢) repre-
sentacao da bateria isolada.

e exemplo 1
Desejamos estimar a quantidade de elétrons em excesso existente no polo negativo de uma

pilha comum isolada, de tensdao nominal de 1,5V. Supondo que os polos da pilha estejam
separados por uma distancia d = 5cm e que as cargas que eles contém possam ser consideradas
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puntiformes, estimamos os seus valores substituindo os dados do problema na expressao

a1
V_47r60d'

Usando o valor de ¢y do apéndice ??, obtemos ¢ ~ 8,34 x 1072 C. A carga e de um elétron
¢ dada no mesmo apéndice e aprendemos que, no polo negativo da bateria, hd um excesso de
elétrons dado por g/e ~ 5,2 x 107 = 52 milhdes.

e 0 fio metalico

Para estudar o funcionamento de um circuito simples, consideramos um fio metalico cilindrico,
de comprimento L, se¢@o transversal S, resistividade p, dobrado na forma mostrada na fig.26.2(a),
de modo a poder se encaixar na bateria. A resisténcia do fio é R = pL/S e, no desenho, a sua
espessura estd bastante exagerada, de modo a permitir que, mais tarde, linhas de campo pos-
sam ser desenhadas no seu interior. Na figura (b), mostramos o simbolo convencional de um
resistor e é interessante perceber que ele ndo guarda nenhuma relagdo com a forma ou outras
caracteristicas do fio real.

e o )

Figura 26.2: (a) Fio metélico; (b) representagao da sua resisténcia.

e 0 fio perto da bateria

Quando um fio metalico € ligado aos extremos de uma bateria, algo bastante complexo acon-
tece. Para ligar o fio a bateria, é preciso trazé-lo para préximo dela, o que significa que, mesmo
antes de ser conectado, o condutor ji estd em presenca do campo Eb que ela produz no seu
exterior. Se o fio estiver em repouso, temos a situacao tipica de um condutor em equilibrio
eletrostatico em presenca de um campo Eb externo. Neste caso, cargas positivas e negativas sao
induzidas na superficie do condutor, que passam a criar campos elétricos E em todo o espago.
Em qualquer ponto do interior do fio, a soma do campo E das cargas induzidas com o Eb
devido a bateria é nula, pois o condutor estd em equilibrio eletrostatlco. Nas regioes externas,
o campo elétrico é nao nulo, sendo dado pela soma vetorial das duas contribui¢oes. Devido ao
equilibrio eletrostatico, as linhas de campo externo sao ortogonais a superficie do condutor em
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regides préoximas a ele. Em geral, a determinacao precisa deste campo é dificil, mas ele tem a
forma esquemadtica mostrada na fig.26.3(a).

Figura 26.3: Fio em equilibrio eletrostatico proximo a uma bateria e linhas de campo
resultante.

e 0 fio ligado a bateria

Quando as duas extremidades do condutor sao ligadas a bateria, as cargas existentes na sua
superficie se rearranjam um pouco, mas continuam lid. Deste modo, dentro do fio, os elétrons
se movem sob a acao combinada dos campos Eb da bateria e Eq, das cargas induzidas na sua
superficie. O campo Eq tem um papel muito importante neste tipo de problema. Para perceber
isto, lembramos que o campo elétrico de uma bateria isolada cai com a distancia aos seus polos.
Se apenas este campo Eb agisse nos elétrons do interior do fio, seria razodvel pensar que, sendo ele
ligado a bateria, as suas regioes mais distantes dos polos estariam sujeitas a campos mais fracos.
De acordo com a lei de Ohm, estes campos deveriam produzir correntes relativamente mais
fracas nestas regioes. Entretanto, nao é isso o que acontece, ja que a equagao da continuidade
garante que, para situagoes estacionarias, a corrente é a mesma em todos os pontos do fio, sejam
eles proximos ou distantes dos polos da bateria. Se a corrente nao fosse uniforme, deveria haver
acumulos continuos de cargas em certas regides do interior do fio, que dariam origem a forgas
muito intensas e aumentos espontaneos da energia potencial do sistema, o que nao acontece. E
por essa razao que a corrente é a mesma em qualquer ponto do fio e o gas de elétrons no seu
interior pode ser considerado como um fluido incompressivel.

Assim, no caso de um fio de sec@o constate S ligado a uma bateria, a corrente que atravessa
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qualquer superficie matematica transversal é I e o médulo da densidade de corrente em qualquer
ponto do fio é

- I
| = —= . 26.7
i=1 (26.7)
Deste modo, a lei de Ohm microscépica, eq.(25.7), [[[[[ (25.7) ]]]]] nos ensina que o médulo do

campo elétrico que move os elétrons em qualquer ponto do interior do fio é constante, dado por

N N I I
|E|:P|J|:§- (26.8)
Este campo E é a resultante da soma do campo Eb, devido a bateria, com o campo Eq, devido as
cargas acumuladas na superficie do fio. Os valores das contribuic¢oes individuais variam de ponto

a ponto, mas a sua soma, nao. Em qualquer ponto, ]Eb + Eq\ = plI/S. Isto nao é fantastico?

Em resumo, no interior do fio, a corrente elétrica corresponde ao movimento de um gas
incompressivel de elétrons, devido a acao conjunta dos campos E} da pilha e Eq das cargas
induzidas sobre a superficie dele. A corrente que resulta deste processo é uniforme ao longo do
fio. Se ele tiver sempre a mesma secao transversal, o médulo da densidade de corrente elétrica
é também uniforme no seu interior, como indica a fig.26.4.

TeA= .
@] K’I: 3| i | f_I—_ 2
| §| 1

=
3

1

&

Figura 26.4: Fio ligado a uma bateria: (a) esbogo das linhas de campo elétrico resultante;
(b) densidade de corrente; (c) representacao do sistema.

Para enfatizar o papel das cargas induzidas na superficie do fio, consideremos as figs.26.5
(a) e (b), que envolvem condutores iguais, dobrados de modos diferentes. Como a forma do
fio nao influi na sua resisténcia, os dois condutores sdo percorridos por correntes iguais, o que
corresponde a densidades de corrente e campos elétricos que sao, em mddulo, também iguais em
todos os pontos dos seus interiores. No entanto, no ponto P da figura (a), ; e E tém sentido
horizontal e apontam para a direita, enquanto que, na figura (b), eles tém sentido vertical e
apontam para baixo. Deste modo, o wvetor campo elétrico muda de uma configuracao para a
outra. O fato de a pilha ser a mesma nos dois casos evidencia que Eq depende da geometria do
fio e, portanto, que as distribuicoes de cargas superficiais variam de um caso para outro.

E dificil explicitar as formas destas distribuices de carga, mas elas sempre se organizam de
modo a fazer com que a corrente no fio seja uniforme. Assim, localmente, a corrente sempre
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Figura 26.5: Fio dobrado de diferentes modos, ligado a uma bateria.

decorre do campo resultante E e, nao, da contribuicao da bateria isoladamente. Isto fica claro
na figura (c). Nos pontos A e B, por exemplo, o sentido da corrente indica que os campos
resultantes sao, respectivamente, ortogonal e antiparalelo ao da bateria.

e um interruptor

A corrente elétrica em um circuito pode ser impedida de circular por meio de interruptores ou
chaves, pecas mdveis que podem desfazer o contato entre dois pedacos de fio. Eles correspondem,
esquematicamente, ao que é mostrado na fig.26.6.

ey (o)

P

—

o
Tk —

Figura 26.6: (a) Fio ligado a uma bateria com o interruptor aberto; (b) representagao do
sistema.

Por que, com a chave aberta, a corrente nao circula? Uma resposta obvia ¢é dizer que a chave
aberta nao permite a passagem de elétrons. Apesar de correta, esta afirmacao esconde algumas
sutilezas. Por exemplo, retomemos o caso do fio ligado a bateria mas, agora, com uma chave.
Com a chave fechada, o campo E no ponto P da fig.26.7(a) ¢ o dado pela eq.(26.8). Quando
a chave é aberta, nao ha corrente e a lei de Ohm indica que o campo resultante naquele ponto
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passa a ser nulo. Isto mostra que a abertura da chave deu origem a um campo novo, que se
superpoe aos ja existentes. Este campo novo, mostrado na figura (b), provém do actimulo de
cargas nas extremidades da chave, cuja distribuicao se assemelha & de um dipolo elétrico. O
novo campo que ela gera, somado com os campos Eb da bateria e Eq das cargas induzidas, que
se rearranjam sobre a superficie do fio, faz com que o campo resultante seja nulo em todos os
pontos do interior do condutor. Neste aspecto, a abertura da chave funciona qualitativamente
como uma segunda pilha, similar & primeira, que houvesse sido inserida no circuito, como na
figura (c).

Com a chave aberta, a corrente nao flui porque todo o sistema esta embebido no campo
indicado na figura (b). Se fecharmos a chave, a corrente volta a circular com a mesma velo-
cidade com que o campo desaparece. Este desaparecimento do campo de um dipolo, quando
as suas cargas voltam a se superpor, envolve ondas eletromagnéticas que se propagam com a
velocidade da luz. Como esta velocidade é muito alta e o circuito comparativamente pequeno,
o desaparecimento deste campo parece ser instantaneo. Por isso, ao abrirmos a chave, o campo
elétrico em cada um dos pontos do interior do condutor pula muito rapidamente de zero para
o valor dado na eq.(26.8). Consequentemente, a corrente elétrica recomega a fluir, de modo
praticamente simultaneo, em todos os pontos do condutor.

Figura 26.7: Interruptores...

O mesmo tipo de efeito ocorre quando vocé acende a luz de uma sala, acionando o inter-
ruptor. Vocé ja deve ter reparado que, se houver varias lampadas na sala, elas nao acendem
em sequéncia, primeiro uma, depois a outra... Ao contrario, o acendimento de todas elas é con-
junto. Isto ocorre porque, antes de vocé acionar o interruptor, havia cargas acumuladas nas suas
extremidades metélicas e, portanto, um campo do tipo dipolar embebia todo o circuito, o que
impedia a passagem da corrente. Quando o interruptor é fechado, este campo é suprimido muito
rapidamente e a corrente passa a circular, em todos os elementos do circuito, sejam eles fios ou
lampadas, de modo praticamente instantaneo. Assim, quando a chave é fechada, a corrente que
acende a lampada nao sai devagarinho do interruptor e vai caminhando pelo interior do fio... A
informacao que a chave foi fechada é levada pelo campo através do espaco vazio, para todos os
pontos do circuito, com a velocidade da luz. Quando esta informacao chega, a corrente comeca
a fluir em todo o circuito de uma sé vez.
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o fios e encanamentos

Quando estudamos o que acontece com baterias ligadas a fios metalicos, podemos ser tenta-
dos a pensar que eles sao andlogos a sistemas hidraulicos, nos quais bombas mecanicas fazem
agua circular através de tubulagoes. Entretanto, esta nao é uma boa analogia e pode induzir a
ideias erradas. Uma das diferengas importantes entre estes dois tipos de sistema é que, no caso
hidraulico, os encanamentos sao entidades materiais, que impedem a passagem da agua para o
exterior. Por isso, se fizermos uma pressao sobre a agua em uma das extremidades de um tubo,
por meio de um émbolo, por exemplo, a dgua sé pode se mover pelo seu interior e sair pelo outro
lado, como em uma seringa de injecdo. No interior do fluido, um elemento empurra o outro.
Um fio elétrico nao é analogo a este encanamento. Se pensarmos no metal na perspectiva de
um elétron no seu interior, ele se mostra constituido por intimeros ions positivos, que flutuam
no espago, sustentados por forcas devidas a campos. Como a importancia da gravidade é exte-
mamente pequena, nao existe abaixo e acima, todas as direcoes sao praticamente equivalentes.
Todo este conjunto é vazado, cheio de buracos. Assim, o elétron nao é confinado no interior do
fio por paredes fisicas, nao existe a nocao de encanamento. O elétron se mantém confinado na
regiao onde estao os fons por meio de forgas elétricas. Sem campos externos, todas as direcoes
sao equivalente e ele pode se mover livremente entre dois choques. Quando o fio é ligado a
uma bateria, aparece um campo elétrico no seu interior, que causa o movimento de arrasto
dos elétrons segundo uma direcao privilegiada, determinada pelo campo resultante. Como ja
discutimos, a direcao deste campo em um dado ponto depende tanto do campo produzido pela
bateria como do devido as cargas estaticas acumuladas sobre a supeficie do fio. E este conjunto
de campos que orienta, em cada ponto, o movimento dos elétrons através do fio.
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Capitulo 27

fios metalicos e baterias

e introducao

Quando um fio metélico é conectado a uma bateria, os elétrons livres no seu interior se movem
sob a acao conjunta de dois campos, Eb produzido pela bateria e Eq, pelas cargas acumuladas
na sua superficie, como vimos na aula anterior. Além disso, o emprego combinado da lei de
Ohm microscopica e da equagao da continuidade permite concluir que a corrente I é a mesma
ao longo de todo o fio. Sendo S a secao do fio, suposta constante, o médulo da densidade de
corrente em qualquer ponto do seu interior é dado pela eq.(26.7) [[[ (26.7) ]]]

i~

9] =

e o campo elétrico resultante E = E, + Eq, com a utilizacdo da lei de Ohm microscépica,
eq.(26.8) [[[ (26.8) ]]], tem a forma

o - ) I
[El=plil ==
S
Tanto |j| como |E| sa@o uniformes no interior do fio. Estes resultados tém cardter microscépico
e, a partir deles, podemos elaborar uma descrigao do comportamento do sistema como um todo.

« a descrigao macroscopica

Para formular o problema em uma perspectiva macroscépica, calculamos a circuitacao do
campo elétrico sobre um caminho matemaético fechado C, composto por dois trechos, C| pas-
sando pelo interior da bateria e C5, pelo interior do fio, mostrados na fig.27.1. No caso da
bateria, os campos elétricos que ela cria, tanto no seu interior como no seu exterior, sao devi-
dos as cargas acumuladas nos seus polos. J4 o campo Eq é devido as densidades existentes na
superficie do fio. Em ambos os caso, as cargas podem ser consideradas em repouso e o campo

305
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resultante £ = F}, + E, é conservativo. Assim, podemos escrever

fﬁ-daz/ (B, + By -d5+/ By + By -de=0. (27.1)
c Cq C2

A equacdo que descreve o comportamento macroscopico do sistema decorre deste resultado,
reescrito como

V:/@ By + By -daz_/01 By + By) - ae, (27.2)

onde V ¢ a diferenca de potencial V =V, — V_ entre os polos positivo e negativo.

Figura 27.1: Caminho C' fechado e seus trechos C e Cs.

Usando a lei de Ohm microscépica, eq.(25.8) [[[(25.8)]]] no interior do fio ¢ o fato que |E| =
|E}, + E4| é o mesmo em todos os pontos do caminho Cy, obtemos

q L
V= | Ede=EL=p;L=""

I=RI, 27.3
. 3 (27.3)

onde R é a sua resisténcia.

Para determinar V em termos das caracteristicas da bateria, é preciso calcular a integral
(27.2) no caminho C;. Na aula anterior, foi feito um cédlculo semelhante, para o caso de uma
bateria isolada, onde as forcas quimicas fquim, que agem sobre os fons positivos, fazem com que
eles se acumulem no polo positivo. Estas forgas dao origem a fem

g= [ Jaim gz (27.4)
o, €
Quando a bateria estd isolada, o campo E’L no seu interior, criado pelas cargas acumuladas nos
polos, causa forcas em sentido contrario a fquim, a condicdo de equilibrio, eq.(26.1) [[[[ (26.1) ]]]]
é fquim +eE£ =0ectemos £E=V.

Quando a bateria esta ligada ao condutor metalico, esta situagao se altera, pois o seu interior
também é percorrido pela corrente I, na forma de um movimento de ions positivos, que vao do
polo negativo ao positivo. Este movimento ocorre em em um meio resistivo e é causado por uma
forga resultante f, dada por

f= foum +e (E{, n E;) (27.5)
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e a existéncia da corrente indica que | fquim| ¢ maior do que |e (Ef +Ey)|. Dividindo esta expressao
por e e integrando sobre o caminho €' interno a bateria, escrevemos

/ fquim i <E’{)+E'[/1)
C1 e

O lado esquerdo desta expressao é reescrito usando os resultados (27.4) e (27.2) e temos

/ fquim 1 <E’]/O+E—’l/1)
C1 €

—

-dc = = .dc. (27.6)
c €

de=E-V . (27.7)

Se o meio no interior da bateria for 6hmico, a forga resultante f que age sobre os ions
positivos pode ser relacionada a densidade de corrente pela lei de Ohm microscépica geral,
eq.(?7?) [[[ (25.xx) ]]]], e escrevemos

—

fo=anl (27.5)

onde oy}, é a condutividade do material da bateria. Para calcular o lado direito da eq.(27.6) re-
corremos ao nosso modelo esquematico de bateria, adotado para evitar as muitas complexidades
das baterias reais. Por simplicidade, supomos que a corrente de ions positivos seja paralela ao
trecho de caminho C da fig.27.1 e, também, que ela seja a mesma em qualquer secao transversal
Sp da bateria, o que faz com que jb tenha o mesmo valor em qualquer ponto do seu interior.
De acordo com a lei de Ohm, o mesmo acontece com f e, chamando de Ly, o comprimento da
bateria e Ry, = py, Ly /Sy, a sua resisténcia, temos

—

L
L ae="1 1, = poj 1 = 22

. ; - I=RyI. (27.9)
1

Assim, a eq.(27.6) fornece

E-V=RyI. (27.10)

Apesar de obtida no ambito do modelo simplificado de bateria, este é um resultado importante
e geral, que pode ser verificado por meio de experimentos simples. Usando-o na eq.(27.2),
encontramos a equag¢ao que determina o funcionamento macroscépico do circuito, dada por

E=(Rgp+R)I. (27.11)

® €111 resumao...

Quando um fio é ligado a uma bateria, existe um didlogo entre estes dois elementos. Se, por
um lado, a bateria causa a corrente no fio, por outro, o fio influencia o comportamento da bateria.
De modo geral, quando uma bateria é ligada a um circuito, algumas das suas caracteristicas
mudam e outras, ndo. A sua fem &, que representa o efeito das forgas quimicas entre os dois
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polos da bateria, dada pela eq.(27.4) nao se altera de uma situacao para a outra. Ja a diferenga
de potencial V' entre os polos da bateria depende das caracteristicas do circuito do qual ela faz
parte. Ela é determinada pela eq.(27.2) e sintetizada pela relagao

V=RI. (27.12)
Usando a eq.(27.10), podemos também escrever
V=E—Ryl. (27.13)

Como £ é uma caracteristica da bateria, a diferenca de potencial entre os seus polos é V < &,
sendo que a igualdade sé acontece se I = 0. Quando existe corrente, V é menor do que £.
Eliminando I entre as eqs.(27.12) e (27.13), obtemos

R
V(R)= g €

Este resultado indica que, se a resisténcia interna da bateria R}, for pequena comparada a re-
sisténcia R do circuito, Ry, < R, temos V ~ £.

(27.14)

e exemplo 1

Uma bateria comum tem fem £ = 1,5V e resisténcia interna R), = 0, 6 {2, aproximadamente.
Desejamos determinar a diferenca de potencial V' entre seus polos quando ela esta ligada a um
fio de cobre de comprimento L e se¢ao transversal circular, de didmetro 0,2 mm, sabendo que a
resistividade deste metal é p = 1,68 x 1078 Qm.

O fio, que tem diametro comparavel ao de duas folhas de papel, corresponde a uma secao
transversal S = 3,14 x 1078 m? e tem uma resisténcia R = 0,53 L Q, quando L é expresso em
m. A razao V/& entre a diferenca de potencial V e a fem £ é obtida a partir da eq.(27.14), e
os resultados, para alguns valores de L, sao mostrados na tabela, juntamente com as correntes,
calculadas usando a eq.(27.11). Podemos notar que, para valores de L pequenos, V é bastante
diferente de £. Para L = 1,13 m, as resisténcias R do fio e R}, da bateria ficam iguais, o que da
uma ideia da importancia desta iltima. Como esperado, V' — & para valores grandes de L.

L(m) | 020|050 | 1,13 | 20 | 10 | 20 00
R(Q) | 011|027 |060 | 1,07 | 535 | 10,7 | oo
1
0

V/E | 015|031 | 050 | 0,64 | 0,90 | 0,95
I(A) | 211 | 172|125 090 | 025 | 0,13

e exemplo 2

E dado um trecho de um condutor feito com um metal de resistividade p, com segao transver-
sal circular e a secao longitudinal mostrada na fig.27.2 | percorrido por uma corrente estaciondria
I. Desejamos determinar a resisténcia R deste trecho de condutor.
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Figura 27.2: Fio metalico de secao transversal circular, com raio variavel.

Esta resisténcia é dada pela associagao em série dos trechos: (1) - 0 <z < a, (2) > a <
z<be (3) = b<ax<c. Paraos trechos cilindricos, temos

R =L= (27.15)

(27.16)

O valor de Ry é calculado com base em uma associagao em série de contribuigoes elementares
dadas por

p dz

dRy = = ——= 27.17
2 T [TQ(Z)]Q J ( )
onde 72(2) representa o raio varidvel da segao transversal no trecho (2), dado por
[bri —ars+ (rg —r1) 2]
= 27.1
a(2) (= (27.18)
Assim,
b 2
p (b—a)
= [ dz— . 27.1
2 /a ‘T bri —ars+ (rg —ry1) z)? (27.19)
A integragao é efetuada usando a varidvel u = [br; —ars + (r3 — 1) 2] e obtemos
b—a)? 1 ’ b—
PO Ul _pb=a (27.20)
morg—ry [[bri—ars+(r3—r1)z]|, T 71713
Como esperado, este resultado se reduz ao de um cilindro quando r; = r3.
Assim, a resisténcia do trecho de fio é dada por
b— —b
R:p[‘;+( a)+(62)]. (27.21)
™ L LT3 r3

A diferenca de potencial entre as extremidades do condutor é dada por V = R1.

e exemplo 3 - fio com trés tipos de metal
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O circuito da fig.27.3 é formado por uma bateria de fem £ e resisténcia interna R}, cujos
extremos sao conectados por trés fios metdlicos, cilindricos, de mesma se¢ao transversal S, cada
um deles de comprimento L, ligados em série, como mostra a figura. Os fios sao feitos de
materiais diferentes e tém resistividade p; > ps < p3. Desejamos determinar a corrente I que
percorre este circuito, bem como as suas caracteristicas microscépicas.

£ e

Figura 27.3: (a) Bateria conectada a trés fios metalicos de diferentes resistividades; (b)
representacao do sistema.

A corrente I é determinada a partir da relagdo I = £/R, onde R é a resisténcia total do
sistema. As resisténcias dos trés trechos de fio sdo dadas por

L L
— Ry = ps = 27.22
S ) 2 P2 S 3 ( )

L
Ry =pm g

R3 = p3

e, portanto,

[ £
Ry + (pr+p2+p3)L/S

(27.23)

Este resultado pode ser reescrito em termos da diferenca de potencial V' entre os polos da bateria,
como
Vs

I = . 27.24
(p1+p2+p3)L ( )

A sec¢ao transversal do fio é uniforme e, ja que cargas nao se acumulam continuamente no interior
do metal, a corrente I é a mesma em todos os seus pontos. O mesmo acontece com o moédulo
da sua densidade, dado por

%
pr+p2+p3) L

1l = 172l = Is| = ( (27.25)
Este resultado é interessante porque indica que a densidade de corrente em um ponto do interior
do fio 1, por exemplo, depende tanto da resistividade p; do metal em torno daquele ponto, como
das densidades p2 e p3 de metais localizados em outras partes do circuito. Tanto I como as
densidades de corrente sao determinadas, a uma, por caracteristicas locais e globais do sistema.
Assim, o circuito é tanto um conjunto de partes quanto uma totalidade. E a integracao do
sistema se d4 pela acao de campos elétricos.
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Os médulos dos campos elétricos no interior dos trechos de fio, obtidos por meio da lei de
Ohm microscopica, dependem do metal considerado, sendo dados por

V1 V p2
(p1+p2+p3) L’ p1+p2+p3) L’

Estes resultados mostram que o campo em um ponto de um dado fio também ¢é influenciado pelas
caracteristicas de elementos distantes dele. Como supomos que p; > pa < ps, estes resultados
mostram que |E1| > |Ey| < |Es|. Estes campos sao descontinuos na interface entre dois metais
diferentes, o que indica a presenca de uma densidade de cargas nesta regiao. Usando a lei de
Gauss, como foi feito no exemplo 2 da aula 25, determinamos as densidades superficiais de carga
019 € 093 nas interfaces 1-2 e 2-3, que sao dadas por

V p3

E| =
£l p1+p2+p3) L

|Es| = ( |Es| = ( - (27.26)

019 = € (|EQ| - |El|) = Jr(p;;’;;)ﬂ <0, (27.27)
023 = €0 (\E3| - \EQ\) =7 Jr(pp‘; ng,)) 7>0. (27.28)

Estas densidades de carga funcionam como novas fontes de campos elétricos E@Q e an que
existem em todo o espaco, inclusive no interior da bateria e dos fios, como sugere a fig.27.3.
Estes campos, somados ao Eb da bateria e ao Eq das cargas distribuidas sobre a superficie do
fio, produzem as resultantes dadas na eq.(27.26). Isto explica, por exemplo, porque p2 e p3
estao presentes na expressao de |EH] Como esperado, a densidade de carga em uma interface
depende da diferenca das resistividades dos dois metais que a determinam e se anula quando
elas se tornam iguais.

Para concluir, notamos que existem materiais, tais como o carbono, que podem ter resistivida-
des milhares de vezes mais altas do que metais como cobre ou prata. Suponhamos, por exemplo,
que o trecho (2) do metal seja substituido por uma barra de carbono de mesmas dimensées. Neste
caso pa > p1 ~ ps e os resulatdos anteriores ficam mais simples. A corrente passa a ser dada por
I >~V S/(p2L) e os médulos da sua densidade sao \]1\ = |jo| = 73] = V/(p2 L). J& os médulos
dos campos elétricos tornam-se |E1| ~ |Es| ~ 0 e |Ey| ~ V/L. Assim, a diferenca de potencial
entre os polos da bateria e os extremos da barra de grafite é muito pequena. Finalmente, as
densidades de carga acumuladas nas interfaces metal-grafite sdo dadas por 019 = —0o93 ~ € V/ L.
E interessante perceber que, no limite 012 = —023 — €9 V/L, temos I — 0. Isto ocorre porque,
neste limite, o efeito do campo criado pelas distribuicoes de carga se torna igual e contrario ao
da bateria.

e exercicios

1. Considere o circuito do exemplo 3 para duas situagoes: 1) p1 = pa = p3 € 2) p1 = p3 > po.
a) calcule os médulos do campo elétrico resultante nos vérios trechos do fio em cada uma delas;
b) desenhe os dois sitemas e o vetor campo elétrico em véarios trechos do fio;

c) desenhe os dois sistemas e indique a intensidade do campo elétrico nos vérios trechos do fio,
por meio de linhas de campo;

d) a partir dos desenhos anteriores, determine os sinais das distribui¢oes de cargas nas interfaces
entre metais diferentes;
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e) a partir do resultado do item anterior, esboce as linhas de campo em todo o espago criado
pelas interfaces entre os dois metais e discuta a consisténcia com os resultados do item a).

f) usando a lei de Gauss, calcule as densidades de cargas nas interfaces de separagao entre os
dois metais diferentes.

e Trespostas

Sy = v 7| — 14
Loa) [El=7 = |Bal= g=gemmrmn 0 P8l = s
lpa—pB|V

£) lol=co ; a0tz



Capitulo 28

magnetismo - leis de (Gauss e de Biot
e Savart

e introducao

Alguns tipos de material, chamados de imas naturais, tém propriedades magnéticas e o
conhecimento deles é muito antigo. Evidéncia disto é que a palavra magnetismo deriva de
Magnésia, uma regiao da Grécia onde podiam ser encontradas naturalmente pedras que se
atralam, sendo que este tipo de fenémeno ja havia sido descrito por filésofos hd mais de 2.500
anos. Os imas naturais permitiram a invencao da btssola pelos chineses hé 2.000 anos e, como
sabemos, estes instrumentos tiveram papel importante nas grandes navegagoes portuguesas, que
comecgaram a se tornar importantes a partir de 1.460.

A propriedade mais evidente dos iméas é a sua capacidade de atrair pedacos de ferro e in-
teragir com outros imas por meio de forcas de atragdao e repulsao. Como podemos perceber
facilmente, estas interagoes se dao a distancia, sem a necessidade de contato fisico direto. Este
tipo de caracteristica levou o médico inglés William Gilbert a imaginar a Terra como um grande
ima, como descreve em seu livro intitulado Sobre fmcls, os Corpos Magnéticos e o Grande Ima
Terrestre, mais conhecido abreviadamente como De Magnete. Para estudar o comportamento
magnético da Terra em detalhe, Gilbert construiu um modelo dela como uma esfera contendo
um ima, a terrella e compreendeu que a sua influéncia sobre as bussolas tem origem magnética.
E é curioso que ele ja recorre a desenhos de flechas para representar esta influéncia.

A descri¢ao atual das interagoes magnéticas é baseada no campo magnético, representado
por B. Esta ideia, introduzida apenas no século 19, permite compreender porque interacoes
magnéticas ocorrem a distancia. Quando um ima é colocado em presencga de limalha de ferro,
notamos que ela fica disposta sobre linhas de campo magnético e, também, que estas parecem
sair de regides opostas do ima, como mostra a fig.28.1(a). Por analogia com o comportamento
magnético da Terra, estas regioes costumam ser chamadas de polos norte e sul do ima. Nas
interagoes ima-ima, podem ser observadas forgcas que parecem ter origem nos seus polos, sendo
que polos iguais se repelem e polos diferentes se atraem, como indica a figura (b).

313
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Figura 28.1: REVER (a) limalha; (b) interacao entre os polos de dois imas.
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Figura 28.2: A quebra de um ima resulta em outros dois, cada um deles com polos norte
e sul.

A existéncia de dois polos diferentes e a ocorréncia de forcas de atracao e repulsao pode suge-
rir que as interagoes magnéticas sao, de algum modo, andlogas as eletrostaticas. Entretanto, no
contexto das equacoes de Maxwell, a existéncia do campo magnético ndo € atribuida a cargas
magnéticas, que poderiam estar localizadas nos polos do ima. Estas cargas, também conhecidas
como monopolos magnéticos nao sao necessarias para descrever os fenomenos conhecidos atual-
mente!. A ndo-existéncia de cargas magnéticas estd associada & impossibilidade de separar os
polos norte e sul de um ima, uma caracteristica fenomenolégica muito importante. Quando se
tenta separar os polos de um ima quebrando-o em dois, nas extremidades de cada fragmento
surgem polos norte e sul. Deste modo, a quebra transforma um {fma com polos norte e sul em
dois novos fmas, cada um deles com polos norte e sul, como mostra a fig.28.2. Este processo se
repete sempre que tornamos a quebrar os fragmentos do ima e esta impossibilidade de separar
os seus polos norte e sul indica que cargas magnéticas nao sao observadas.

e lei de Gauss magnética

10 fato de monopolos magnéticos nao terem sido observados nio significa que isto ndo possa vir a
acontecer no futuro e o assunto ainda é objeto de especulacao.
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A nogao de que cargas magnéticas nao sao observadas é expressa pela lei de Gauss do mag-
netismo. Ela constitui uma das quatro equagoes de Maxwell e é formalmente andloga a lei de
Gauss da eletricidade.

Na forma integral, a lei de Gauss do magnetismo é escrita como

Z%L?ﬁdszo, (28.1)
S

onde S é uma superficie matematica fechada qualquer e n é a normal a ela, apontando para
fora. A sua forma diferencial é obtida por meio do teorema de Gauss, dado pela eq.(??), que
permite escrever

V-B=0. (28.2)

A lei de Gauss magnética, em qualquer das formas, representa a inexisténcia de cargas
magnéticas. Consequentemente, linhas de campo magnético nao tém de onde ser criadas ou
onde ser absorvidas e, por isso, elas sdo sempre fechadas. E deste modo que elas existem, sem
ter comeco ou fim.

e correntes e campos magnéticos

[mas naturais eram as tnicas fontes de informacao sobre fendmenos magnéticos até 1.820,
quando o fisico dinamarqués Hans Christian Oersted demonstrou, em laboratério, que correntes
elétricas eram capazes de influenciar bussolas. Esquematicamente, o experimento de Oersted
consiste em passear com uma bissola nas vizinhangas de um fio metélico percorrido por uma
corrente elétrica. Ao fazer isto, notamos que a bussola tende a ficar orientada tangencialmente
a uma circunferéncia com centro no fio, como na fig.28.3. Um experimento deste tipo permite a
conclusao direta que a corrente influencia a bussola. Quando reinterpretado em termos atuais,
ele indica que uma corrente elétrica I cria um campo magnético B. Além disso, consistentemente
com a lei de Gauss magnética, ele mostra que as linhas de campo magnético em torno do fio sao
fechadas, que nao tém comeco nem fim. Na sequéncia, exploramos os aspectos matematicos da
relacao entre [ e B.

e lei de Biot e Savart

No fim de 1820, o mesmo ano em que Oersted percebeu a relagao entre correntes elétricas
e magnetismo, dois fisicos franceses, Jean-Baptiste Biot e Félix Savart, realizaram medigoes
cuidadosas destes efeitos e propuseram uma lei empirica. Apds algumas correcoes, esta primeira
versao deu origem ao que é hoje conhecido com lei de Biot e Savart. Ela descreve a estrutura
matematica de campos magnéticos criados por correntes estacionarias, que nao variam com o
tempo, e é apresentada a seguir.

Um fio metélico percorrido por uma corrente elétrica cria, nas suas vizinhancas, um campo
magnético descrito por um vetor B, cujas propriedades, médulo, direcao e sentido, dependem
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Figura 28.3: Oersted: corrente orientanado bussolas.

do ponto do espaco considerado. A ideia béasica da lei de Biot e Savart é que o fio pode ser
pensado matematicamente como uma sucessao de trechos pequenos e que a contribuicao de cada
um desses trechos, representada por dB , pode ser calculada pela expressao que eles propuseram.
Deste modo, o campo criado pelo fio é dado pela somatéria de todas as contribuigoes individuais,
representada por

é:/dé. (28.3)
fi

Figura 28.4: Biot e Savart: trecho elementar de fio com corrente I e coordenadas para o
calculo de dB no ponto P.

Para utilizar a expressao matematica da lei, é conveniente empregar um sistema de referéncia
como o mostrado na fig.28.4, j4 que é preciso especificar as vérias caracteristicas geométricas do
pedacinho de fio considerado e do ponto onde o campo é calculado:

- a posicao do pedacinho de fio, relativamente & origem do sistema de coordenadas, representada
pelo vetor 77;

- 0 pedacinho de fio representado pelo vetor dZ com médulo igual ao seu comprimento e direcao
e sentido paralelos a corrente I que o percorre;
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- a posicao do ponto P onde o campo é calculado, relativamente a origem do sistema de coorde-
nadas, descrita pelo vetor 7p.

A expressao da lei envolve, também, uma constante empirica pg, a permeabilidade magnética do
vdcuo.

Segundo a lei de Biot e Savart, um trecho elementar de fio localizado no ponto 77, com
comprimento e orientacao definidos pelo vetor df, percorrido por uma corrente I, cria num
ponto P determinado pelo vetor #p, uma contribuicdo dB ao campo magnético dada por

dg:@[dgxw

. 28.4
4w \7p — 7] (28.4)

Esta expressao tem vérias caracteristicas importantes e indica que o campo magnético criado
pelo elemento de fio
- é linear na corrente I;
- depende de 7p e 71 apenas através da diferenca (7p — 77), que representa a posi¢ao do ponto
P observada a partir do pedacinho de fio;
- o fator (7p — 77) / |7p — 7[> indica que a intensidade de dB cai com o inverso do quadrado da
distancia do fio ao ponto considerado;
- a direcao e o sentido de dB sao dados por um produto vetorial e ela é, simultaneamente,
perpendicular ao trecho de fio que o criou e ao vetor que o liga ao ponto considerado.

Esta ultima propriedade corresponde a chamada regra da mao direita, que relaciona os sen-
tidos da corrente I e de dB. Segundo esta regra, se segurarmos o fio com a mao direita e com
o polegar alinhado com a corrente, os demais dedos indicam a orientagao do campo magnético
produzido.

No SI, a unidade de campo magnético é o tesla, representado por T. Apesar de pratica, esta
unidade nao é fundamental e pode ser transformada em outras. Por exemplo, T=[N/(Am)]| =
[Ns/(Cm)]. Para fornecer uma ordem de grandeza desta unidade, notamos que a intensidade
do campo magnético terrestre, préximo a superficie, é da ordem de 107°T. A constante carac-
terfstica do magnetismo é dada por jio/47 = 107 Tm/A.

e exemplo 1

Espiras sao circuitos simples, formadas por um fio metalico fechado em si mesmo, que podem
ter formas diversas: circulares, quadradas etc. Quando uma espira é percorrida por uma corrente
elétrica I independente do tempo, & sua volta existe um campo magnético, com orientagao
genérica dada pela regra da mao direita. Um exemplo é o da fig.28.5(a). Por meio da lei de Biot
e Savart, podemos calcular o campo magnético B em qualquer ponto da vizinhanca da espira.
Entretanto, este calculo é tecnicamente complicado e, por isso, nés aqui calculamos apenas o
campo magnético criado por uma espira de raio R, percorrida por uma corrente I, num ponto
P de seu eixo, distante Z do seu centro, como mostra a figura (b).

O passo inicial para este calculo consiste em explicitar os vérios vetores envolvidos. A posigao
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Figura 28.5: Espira circular: (a) linhas de campo magnético; (b) o elemento df do fio e
as coordenadas do ponto P.

do ponto P é dada por
ip=2k. (28.5)
Como a espira estd apoiada sobre o plano xy, a posicao genérica de um pedacinho é descrita por
7r = R[coshi+senfj], (28.6)

enquanto que o seu comprimento d¢ = Rdf e a sua orientacao espacial sao incorporadas no
vetor

dl = (Rdf)[—sen i+ cost j ] . (28.7)

Vocé pode verificar explicitamente que, neste problema, dar- 71 = 0.

A contribuicao do pedacinho dl ao campo magnético é dada pela lei de Biot e Savart, eq.(28.4),
escrita como

[Zk — Rcosfi — Rsen6 ]

dB = 47r I(Rdf)|—senbi+ cosb j| x T Z2]3/2 , (28.8)
usando |[7p — 77 |?> = [R? + Z?]. Efetuando o produto vetorial, obtemos
= Zcosti+ Zsen0j+ Rk
4B = 10 [ pg Zeotit Zsenbj+ RE] (28.9)
4 [R2 + 72)>/?

O campo magnético total é dado pela soma das contribuicoes de todos os pedacinhos da espira,
como indicado na eq.(28.3) e temos

m 1o IR N N R
B= / <Z cosdi+ Zsenbj+ R k) (28.10)
AT [R? + 22]3/ 2
As integracoes nas direcdes ¢ e j se anulam e obtemos
- 21 R?
Bzy=tr T (28.11)

47 [R? + 22]3/2
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Esta expressao mostra que o campo magnético em um ponto do eixo z é paralelo a este eixo,
um resultado compativel com a simetria do problema e a regra da mao direita.

O campo é maximo no centro da espira, onde Z = 0, e é dado por

5 R
B(Z=0)="—1—k, 28.12
(z=0)=t0r> (28.12)
enquanto que, para valores muito grandes de Z, temos
. o2 R? -
Bz>Rr) =17k (28.13)

47 73

e exemplo 2

Desejamos calcular o campo magnético produzido pela espira mostrada na fig.28.6, na origem
do sistema de coordenadas, quando ela é percorrida por uma corrente I.

Figura 28.6: Espira com corrente I.

Neste caso, ¥p = 0, enquanto que as expressoes que descrevem 77 e ar dependem do trecho
considerado. Estes vetores podem ser escritos formalmente, mas a solugao do problema fica mais
simples se notarmos que, nos trechos retilineos, 77 e dl sio paralelos. Por isso, ja que 7p = 0,
o produto vetorial se anula na expressao da lei de Biot e Savart, eq.(28.4). Por este motivo, os
trechos retilineos nao contribuem e basta considerar o arco de circunferéncia. A contribuigao dos
pedacinhos neste trecho é calculada como no exemplo 1 e podemos nos apropriar diretamente
do resultado (28.9) com Z = 0, que fornece

5 ko I -
dB=——=dfk. 28.14
47 R ( )
Integrando sobre o fio, obtemos
= Ho 3nl .
B="——k 28.15
i 2R ( )

Vocé pode verificar que a direcao e sentido deste vetor sdao consistentes com a regra da mao
direita.
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e exemplo 3

Supondo que o circuito da fig.28.7 seja percorrido por uma corrente constante I, qual é o
vetor campo magnético na origem do sistema de coordenadas?

4

Figura 28.7: Espira com corrente I.

Neste exemplo, ¥p = 0 e, pela mesma razao discutida no exemplo 2, a contribuicdo dos
trechos retilineos é nula. Para a semi-circunferéncia maior temos,

7r = R[coshi+senfj], (28.16)
dl = (Rdf)[—sen i+ cosb j] (28.17)
enquanto que, para a ImMenor, escrevemos
71 =7r[cosfi+senfj], (28.18)
dl = (rdf)[senfi— cosfj] . (28.19)

Note que os sinais de df nas eqs.(28.17) e (28.19) sao opostos. Isto ocorre porque, na lei de
Biot e Savart, este vetor é sempre orientado segundo a corrente. Por isso, para as duas semi-
circunferéncias temos

) = o Lo = po 7wl
: dB=""_dok B=22__"F. 28.20
maior i & , — & ( )
- I . _ I
menor : dB:—Z—;;de, - B:—%‘i% . (28.21)

E interessante verificar os sinais destas duas contribui¢oes usando a regra da mao direita. O
campo resultante desta espira é dado por

5 _ Ho 1]
B=trr|= 2|k 28.22
wrr| -]k (28.22)

sendo antiparalelo ao eixo z.
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e cOrrentes em imas

Nesta aula vimos que, até o presente, nao foram encontrados monopolos magnéticos e,
também, que correntes produzem campos magnéticos. Isto indica que os efeitos magnéticos
produzidos por imas também podem ser atribuidos a correntes. Este, de fato, é o caso, s6 que
as correntes envolvidas sao microscdpicas, internas aos atomos. Elétrons atomicos pode tanto
girar em torno do nicleo como em torno do seu préprio eixo, analogamente aos movimentos da
Terra em torno do Sol e de si mesma. Como o elétron é carregado, seus movimentos dao origem
a correntes microscopicas, cada uma delas produzindo campos magnéticos. Neste aspecto, um
atomo de Fe é andlogo a uma espira microscépica percorrida por uma corrente, como sugere a

fig.28.8(a).

Os imas mais tradicionais sao feitos de compostos contendo atomos de Fe, nos quais 26 elétrons
orbitam em torno do ntcleo. A estrutura do dtomo de Fe, que somente pode ser bem descrita
por meio da mecanica quantica, é tal que o campo magnético resultante das varias correntes
internas é nao nulo. Uma caracteristica do Fe e, também do Co e do Ni é que, quando dois
atomos sao colocados lado a lado, os seus campos magnéticos tendem a ficar alinhados. Quando
as amostras de materiais tém dimensoes macroscopicas e envolvem um nimero muito grande
de 4tomos, as organizaA§des internas sio mais complexas e envolvem os chamados dominios,
discutidos na aula 32 do segundo volume deste texto. Quando um objeto contendo atomos
deste tipo é submetido a campos magnéticos macroscopicos e costumamos dizer que ele ficou
imantado.

Um atomo de Fe é andlogo a uma espira com corrente, dois atomos alinhados sao andlogos a
duas espiras e muitos atomos sao andlogos a muitas espiras. Entretanto, como sugere a figura
(b), no que diz respeito ao campo magnético, duas espiras também sao andlogas a uma espira
maior e muitas espiras, andlogas a uma espira muito maior. Por isso o efeito global produzido
por muito atomos de Fe alinhados, cada um deles andlogo a uma espira, é qualitativamente
equivalente ao de uma corrente sobre a superficie do corpo. Este modo de pensar sobre o
problema é motivado apenas porque em algumas discussoes qualitativas fica mais facil aplicar
a intuiA§€Lo se pensarmos um ima como um conjunto de espiras macroscépicas. Mas esta ¢é
apenas uma imagem conveniente, pois os efeitos magnéticos do ima sao, de fato, produzidos por
mecanismos mais complexos, tratados na aula 32 do segundo volume deste texto.

®- c,g 'V E [
"‘Welll: M@
(a) (b) (c)

Figura 28.8: Correntes em um ima: (a) um atomo de Fe é andlogo a uma espira com
corrente; (b) varias espiras sao equivalentes a uma espira maior; (c) efeito global produzido
por muitos atomos alinhados como modelo de um ima.
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e exercicios

1. Faga um desenho em trés dimensoes representando o vetor [Z cosf i+ Z sen@}' + R/%], que
indica a diregao e o sentido do campo magnético dB dado pela eq.(28.9) e mostre que ele é

coerente com a aplicacao da regra da mao direita ao pedacinho de fio representado pelo vetor
d¢, dado pela eq.(28.7).

2. Considere a espira mostrada na figura e calcule o campo magnético na origem do sistema de
coordenadas, quando ela é percorrida por uma corrente I.

3. Na eq.(28.22), quais sao as previsoes para o sentido de B nos casos

a) r<R;
b) r=R;
c) r>R;

d) interprete fisicamente estes resultados.
e respostas

2. B=1rI%j+ Lk

3. a) r < R — antiparalelo ao eixo z;
b) r = R — o campo é nulo;
c) r > R — paralelo ao eixo z.



Capitulo 29

lei de Biot e Savart - aplicacoes

Nesta aula, apresentamos exemplos de calculos de campos magnéticos produzidos por correntes
estacionarias, envolvendo fios retilineos.

e exemplo 1

Considere um trecho retilineo de fio, de comprimento L, percorrido por uma corrente esta-
ciondaria I, como mostra a fig.29.1. Desejamos calcular o campo magnético que ele produz em
um ponto P genérico, a sua volta.

Figura 29.1: Trecho de fio retilineo percorrido por corrente.

Em um problema como este, é conveniente orientar o trecho de fio ao longo do eixo z,
localizar seu centro na origem e usar coordenadas cilindricas para descrever a posicao do ponto
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P= (r,0,Z). Assim, os vetores usados no célculo da contribuigao dB de um pedacinho genérico
de fio de comprimento dz, distante z da origem, para o campo B em P sao

Fp=rcosfi+rsend)+ Zk, (29.1)
Fr=zk, (29.2)
Al =dzk . (29.3)

A lei de Biot e Savart, dada pela eq.(27.4), [[[[[(27.4 ou 27.877)]]]]]], fornece

4B = PO p(zfy x [reostitrsendjt(Z=2)H]
in 2+ (Z — 2)2%
_ Mo [—rsen91+rco?s)92]] ‘ 0
dn 2 +(Z — 2)2%/

O campo resultante no ponto P é determinado pela integral

B L)2 L)2 5 5
j - / iB — / & ,uo [—7rsen@ i+ rcosl j]

~L/2 L/2 [r2 4 (Z — 2)2*/?
R . L/2
= ﬂI[—r senfi —i—rcos@j]/ dz ! =75 - (29.5)
4 L2 P2+ (Z -2

O resultado da integral, que pode ser obtido no apéndice XX, é

1 Z -
/dz 3/2 L ' (26)
24z =2 T (2
Assim,
B ,uo I Lj2 - Lj2+2 [—sen 0 + cosf j] . (29.7)
r\/r2+ (Z — L/2 r\/r?+(Z+L/2)?

Este resultado é exato para um trecho de fio percorrido por uma corrente constante I. Uma
caracteristica importante dele diz respeito a direcdao e sentido do campo B no ponto P onde
ele é observado. O vetor 7¥p é dado pela eq.(29.1) e a direcao e o sentido da sua componente
paralela ao plano xy é definida pelo versor 7= [cos@z + sen 6 j] Ja a direcao e sentido de B
sio determinados pelo versor B = [—senfi+cosfj| = k x 7. Esses dois versores, mostrados na
fig.29.2(a), sdo paralelos ao plano zy e ortogonais entre si, pois 7 - B=0. Além disso, o versor
B gira no sentido anti-horario, indicando que a relagao entre o seu sentido e o da corrente é o
previsto pela regra da mao direita.

Neste problema, o parametro Z representa a distancia do ponto P ao plano zy e o resultado
da eq.(29.7) é vélido para qualquer valor no intervalo —oco < Z < oco. Ou seja , a expressao
para B nao esta restrita apenas ao intervalo —L/2 < Z < L/2. Deste modo, o pedago de fio
considerado d& origem a linhas de campo com simetria cilindrica em todo o espago, como as
indicadas na figura (b). Como um préton que se move com velocidade constante corresponde a
uma corrente na regiao onde ele se encontra, o campo magnético que ele cria quando viaja ao
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Figura 29.2: (a) Fio com corrente visto de frente; (b) linhas de campo magnético.

longo do eixo z positivo também tem a forma mostrada na figura. No caso do proton, além de
B, existe um campo elétrico.

A seguir, brincamos um pouco com a eq.(29.7) e exploramos alguns casos particulares. No
primeiro deles, consideramos o campo B no plano médio do fio, Z = 0, que corresponde a

5 Mol L 2 A
B = —sen @i + cosf 7] . 29.8
47 [fr r2 4 L2/4] [ 7] ( )

Supondo, agora, que o fio seja muito longo, consideramos o limite L > r e encontramos

po 1
2 r

- I N N
B=FHr [—senfi + cosf j] =

= kX 7. 29.
2y xr (29.9)

Neste limite, a intensidade do campo cai com o inverso da distancia a ele. Por ser especialmente
simples, esta expressao é muito empregada na analise de situagoes onde a intuicao é mais im-
portante do que a precisao numérica.

e exemplo 2

Aqui, calculamos o campo magnético criado por uma espira quadrada de lado L, percorrida
por uma corrente I, em um ponto P do seu eixo, distante Z do seu centro, como mostra a
fig.29.3(a).

Para resolver este problema calculamos, inicialmente, a contribuicao de um dos lados da
espira ao campo B em P. Partimos do resultado do exemplo anterior, eq.(29.8), que foi obtido
para um fio paralelo ao eixo z e notamos que, naquela expressao, a grandeza r representa a
distancia do centro do fio ao ponto P considerado. Para adaptar aquele resultado ao presente
caso, precisamos fazer a substituigdo r — d = \/Z?+ L?/4. A determinagido do versor que
indica a direcao e o sentido do campo fica mais facil com o uso da regra da mao direita.

L - #
-y - - -
- -
LA = -
- : E: - [
- F -
- - P— u
g — - 2
-

-

n

+



326 CAPITULO 29. LEI DE BIOT E SAVART - APLICACOES

. . = .* . -

L - s - = s +

L8 pe— - + B
i ,H.‘_ P -
- = ot %
- Ma LE *n - " Ll
- ] & L r e - ~
@ - = - -
# = ¥ d 3 k
(n (2) r ¥

L]
& -

&
n
- &
F - - .
= i - - #
~ - = & I ]: D
i ] I:I
' ! -
2
- - # -
- # . m
" - = S
-

-
) = = -

n

- -

Figura 29.3: (a) Espira quadrada e o sentido da corrente; (b) o lado 1 da espira visto de
frente, com coordenadas e versor relevantes ao calculo do seu campo magnético.

O caso da barra é mostrado na fig.29.4(b), onde o versor ¢; é dado por

N Z . L .
com sena = Z/d e cosae = L/(2d). Chamando de B; o campo magnético criado pelo lado 1 da
espira, temos

_, Z L -
po I L
B = . 29.12
T [d\/d2+L2/4 (29.12)

O célculo do campo para os demais trechos do fio é andlogo. Como as distancias dos centros de
todas as barras ao ponto P sao iguais, as varias contribuicoes diferem apenas na parte referente
a0 versor e obtemos

B, =By :jj + 2—Ld k} : (29.13)
Bs = By, :—5 i+ % k] , (29.14)
B, =By :—Zjurfdl%} . (29.15)
Assim, o campo resultante no ponto P é dado por
B(z) = lﬁfwf v +L2/42)L\jm] i (29.16)

No centro da espira, onde Z = 0, o campo é maximo e dado por

. 78/2 .
B(Z=0)= % Lfk (29.17)
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Por outro lado, a grandes distancias da espira, a condi¢ao Z > L fornece

- I2L% .
B(Z>1L)= ‘% k. (29.18)

e uma propriedade interessante

Estudamos dois casos de campos magnéticos criados por espiras sobre seus eixos de sime-
tria, em pontos muito distantes delas. Um, para espiras circulares, é dado pela eq.(27.10)
[[[[[(27.10)]]]]] e o outro, para espiras quadradas, pela eq.(29.18). Em ambos os casos, os resul-
tados podem ser escritos como

_ IS .
B_Moi

=k, (29.19)

onde S é a area da espira. Este resultado indica que, em pontos muito distantes da espira, o
campo magnético ndo depende da sua forma. Ele é valido para espiras planas e pode ser demons-
trado a partir da lei de Biot e Savart. Nés, aqui, nos limitamos a mencionar esta propriedade.

« exemplo 3

Sao dados dois fios retilineos, muito longos e paralelos, separados pela distancia d, pecorridos
por correntes I, iguais e de mesmo sentido. Desejamos calcular o campo magnético criado por
estes fios.
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Figura 29.4: Dois fios paralelos com correntes no mesmo sentido.

Para discutir esta questao, consideramos o sistema de coordenadas da fig.29.4, que mostra
que os fios 1 e 2 estao localizados nos pontos —d/2j e d/2j e adaptamos o resultado (29.9) a

- - - #
[ -y - - 3
- £ B (s - = -
I : Ci D
,D ™
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- - [ u
& - - " - -
-

-
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esta situacao. Para calcular o campo B; do fio 1, usamos

F—=r=7r— <;l§'):rcos9%+<rsen9+;i)§', (29.20)

2
r—>r1:\/r2—|—4—|—drsen0 (29.21)
e o resultado (29.9) fornece

B, = ML e _ pol [—(rsen @ + d/2) i + 7 cosh j]
o 2mry o [r2 4+ d?/4+ drsenf|

(29.22)

O calculo do campo B, do fio 2 é totalmente analogo e seu resultado pode ser obtido por meio
da troca d — —d. Assim, o campo criado pelos dois fios é dado por

5 gy gy il [[Esen0 = d/2) it rcot) | [(rsent— /)i reostj]| o0
- [r?2 +d?/4 + drsen) [r? + d?/4 — drsenb) o

Este resultado é geral e indica que o campo resultante estd sempre contido em planos ortogo-
nais ao fio, ja que ele s6 tem componentes nas diregoes x e y. Para adquirir uma intuicao sobre
o significado deste resultado, consideramos o que acontece sobre o plano yz, no qual 7 cosf = 0
e rsenf = y. Neste caso,

S po I 1 2 2
B - =B 29.24
! o y+d2’ " (2924)

= HOI 1 4 A
By = — —/— =B 29.25
2 27 yfd/2Z 20 ( )

S o I 2y 2 4
B=—— —">"——9=DBz1. 29.26
or yr—d2/4 (2926)

A diregao destes campos é sempre paralela ao eixo x, o seu sentido é determinado pela relacao
entre y e d/2 nos denominadores e as suas intensidades sao representadas na fig.29.5. Nos casos
das eqs.(29.24) e (29.25), notamos que as intensidades By e B s@o grandes nas proximidades
dos respectivos fios e decrescem a medida que nos afastamos deles, enquanto que os seus sinais
dependem do lado considerado.

O sentido do campo resultante B é determinado pela relacao entre B, e B,. Estas con-
tribuicoes individuais sao paralelas a esquerda do fio 1 e a direita do fio 2 e antiparalelas no
intervalo entre os dois fios. No ponto médio B se anula e, nos demais pontos, o seu sentido é
determinado pelo fio que estd mais préximo.

A grandes distancias do sistema, 7 > d e a eq.(29.23) fornece

- I A A
B(r>d) — 2 gL [—sen 6 + cosd j] . (29.27)

wr
Comparando este resultado com a eq.(29.9), que descreve o campo criado por um tnico fio,
podemos compreender que, para r > d, o sistema é equivalente a um fio percorrido por uma

corrente 21.
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Figura 29.5: Intensidade dos campos magnéticos él, B, e B em funcao de y de dois fios
paralelos ao eixo z com correntes de mesmo sentido.

As linhas de campo magnético de dois fios paralelos e percorridos por correntes de mesmo
sentido sdo mostradas na fig.29.6(a). E interessante notar que ela é consistente com as discussoes
das caracteristicas do campo ao longo do eixo y e a grandes distancias, feitas anteriormente.

9

Figura 29.6: Linhas de campo magnético de dois fios paralelos vistos de frente com cor-
rentes iguais (a) de mesmo sentido e (b) de sentidos opostos.

« exemplo 4

Consideramos, agora, uma situacao andloga a do exemplo anterior, com dois fios infinitos,
paralelos ao eixo z, separados pela distancia d, mas percorridos por correntes de sentidos opostos.

O tratamento do problema é, também, analogo ao do exemplo anterior, bastando inverter a
corrente de um dos fios, que escolhemos ser o de niimero 2. Assim, o campo resultante é obtido
a partir da eq.(29.23) e dado por

S ol {[—(rsen9+d/2)%+rcoseﬁ'] [—(rsen@—d/2)%+rcos€ﬂ} (29.28)

B=DB+bBy=
1o 27 [r2 4+ d?/4+ drsenf) [r2 4+ d?/4 — drsenf)

O campo ao longo do eixo y pode ser obtido a partir das eqs.(29.24) e (29.25), sendo dado
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por

S po 1 d 2 4
B=—— ———-i=DB;i. 29.29
or 224’ " (29-29)

A fig.29.6(b) mostra as linhas de campo do sistema formado por dois fios muito longos e para-
lelos, percorridos por correntes de sentidos opostos.

e exercicios

1. Consider a eq.(29.7) para o caso de um fio muito pequeno, fazendo L — AL, e compare
o resultado com o obtido diretamente a partir da expressao da lei de Biot e Savart, eq.(28.2)

([T 2)1]]]-

2. [dificil] Considere a previsao da eq.(29.7) para o campo magnético sobre o eixo z, nos casos
a) Z>1L/2;
b) Z<L/2.

3. Uma espira retangular, apoiada no plano z = 0, com lados de comprimento L, paralelos ao
eixo y e £, paralelos ao eixo x, é percorrida por uma corrente I, no sentido horario.

a) Calcule o campo magnético B, que ela cria em um ponto P(0,0, Z) do seu eixo.

b) Mostre que, a grandes distancias da espira, a eq.(29.19) é satisfeita.

¢) Qual o valor do campo para Z =07

d) Quais sao as condigdes para que o resultado do item anterior possa ser comparado com o
apresentado no exemplo 47

4. Faga um grafico andlogo ao da fig.29.5 para o caso do campo magnético ao longo do eixo
y para o caso de dois fios longos e paralelos, percorridos por correntes em sentidos opostos,
discutido no exemplo 4.

5. Qual é a interpretagao fisica da soma dos campos magnéticos dados pelas eqs.(29.23) e
(29.28)7

6. [dificil] Mostre que, para r > d, a eq.(29.28) tende a

} Id . .
B — — % 2 [cos (20) i + sen (20) 7] .

e respostas

2. Nos dois casos, fazendo r — 0o, temos \é\ = %{ % [ég%gd

a) Quando Z > L/2, |§ | =0, o que é esperado da simetria axial do problema.

b) Quando Z < L/2, |§\ = ‘2‘% e, portanto, ]§| — 0o. Ainda que matematicamente correto,
este resultado deixa de incorporar duas caracteristicas fisicas importantes. Uma delas é que
fios reais tém raios finitos e a outra é que a eq.(29.7) sé vale para pontos externos ao fio. Este

aspecto do problema deve ficar mais claro ao apresentarmos a lei de Ampere.
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~

3. a) B_ 4077'(' \/Z2+Z2/4+L2/4 |:Z2+62/4+ ZQ+L2/4:| k,

3 — pol 8VI2H2 . .
¢) B== Sk

d) No limite L — 0o, B = l%r[
com y = 0.

k ; este resultado representa a mesma fisica que a eq.(29.29)

S [ed]
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Capitulo 30

lei de Ampere

e introducao

A lei de Biot e Savart permite o calculo do campo magnético produzido por correntes es-
tacionarias a partir da soma de contribuicées dB de elementos de corrente I df, por meio da
expressao (28.4) [[[[(28.4)]]]], dada por

4B = 10 1 iy TP =T1)
4 |7p — 713

O campo magnético resultante é obtido por meio do principio da superposicao e escrito como

é:/dé,

sendo a integracao feita sobre todas as correntes. Nesta aula, apresentamos uma outra forma da
relacdo entre correntes estaciondrias e o seu campo magnético, conhecida como lei de Ampére,
que explora o fato de as linhas de campo magnético serem sempre fechadas.

e lei de Ampere

A lei de Ampere na forma integral relaciona o campo magnético B & densidade de corrente

j, e é escrita como
fé.dazuo//j-ﬁds, (30.1)
C S

onde C' é um caminho fechado qualquer e S é uma superficie, também qualquer, cujas extre-
midades coincidem com C. O sentido de 7, a normal a superficie, estd relacionado ao sentido
de percurso do caminho pela regra da mao direita: se os dedos da mao direita acompanharem
o caminho, o polegar indica o lado da superficie onde se encontra a normal, como mostra a
fig.30.1.
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D

Figura 30.1: Alguns caminhos e superficies nos quais se pode aplicar a lei de Ampere.

Na expressao da lei de Ampere, o lado esquerdo representa a integral de linha de B sobre
o caminho C, enquanto que o lado direito corresponde a corrente que atravessa a superficie S,
apoiada sobre este caminho, denotada por I;. Por isso, também costuma-se escrever a lei como

% B-dé = pio Ling . (30.2)
C
Usando o teorema de Stokes, a lei de Ampere pode ser reescrita na forma diferencial, como

VxB=uj. (30.3)

e Biot e Savart e Ampere

Para correntes que nao variam com o tempo, é possivel mostrar a equivaléncia das leis de
Ampere e de Biot e Savart. Por exemplo, no caso de um fio retilineo e infinito, percorrido
por uma corrente I, o médulo de B a uma distancia r do fio, calculado por meio da eq.(29.9)

[[[[[29:9)]]1]] vale

5 Mol
Bl =—, 30.4
1B =0 (30.4)
sendo as linhas de campo circunferéncias concéntricas com o fio, cujo sentidos sao dados pela
regra da mao direita. Tal situagao esta indicada na fig.30.2.

Para mostrar a validade da lei de Ampere neste caso, calculamos inicialmente a circuitacao

de B ao longo de uma linha de campo, ou seja, de um caminho circular de raio r, com centro
no fio. Como B e dc sao paralelos, podemos escrever

. 2m /J,()I
j{B-dé’: ddr — =po I, (30.5)
C 0 2rr

o que corresponde ao resultado da lei de Ampere, ja que para o fio e a superficie da fig.30.2, vale
a relacao
//]-ﬁdszf. (30.6)
S

Obtivemos este resultado utilizando um caminho circular, mas podemos mostrar que ele
permanece valido para qualquer outro, desde que este envolva o fio. Para nos convencer disto
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Figura 30.2: O fio retilineo infinito e as suas linhas de campo magnético.

consideramos, inicialmente, a integral de linha ao longo do caminho mostrado na fig.30.3(a). Os
trechos radiais nao contribuem, pois B e dé sio ortogonais. Ja nos trechos circulares, o campo
do fio cai com 1/r, enquanto que o comprimento do caminho aumenta com r, resultando num
efeito de compensacao entre o campo e a geometria, andlogo ao que acontece na lei de Gauss
elétrica no caso de uma carga puntiforme. Assim, as eqgs.(30.5) e (30.6) continuam validas para
este caminho. O mesmo ocorre no caso mostrado na figura (b), uma vez que, apesar de ser mais
complexo, ele pode ser subdividido em elementos radiais e circulares.

(b)

Figura 30.3: O fio retilineo infinito: dois caminhos que o envolvem (a) e (b) e dois
caminhos que nao o envolvem (c) e (d).

Podemos, também calcular a integral de linha de B sobre caminhos que nao envolvem o fio
infinito, tais como os mostrados nas figuras (c) e (d). Para estes caminhos, temos

}[ B-dé¢=0, (30.7)
C

ja que parte deles é percorrido no sentido de Be parte, no sentido contrario.
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Estes resultados mostram que a integral de linha de B sobre um caminho fechado depende
de ele envolver o fio, ou ndo. Assim, mostramos que as leis de Biot e Savart e de Ampere sao
equivalentes no caso do campo magnético de um fio infinito. A demonstracao dessa equivaléncia
no caso mais geral também pode ser feita, mas envolve técnicas matematicas um pouco mais
avancadas do que as empregadas neste texto e, por isso, é omitida aqui.

e um detalhe técnico

Na formulagdo da lei de Ampere é importante saber se um caminho envolve ou nao uma
corrente elétrica. Embora a distingdo entre essas duas possibilidades seja bastante simples
na maioria dos casos, existem situacoes que dao margem a duvidas. Por exemplo, nos casos
mostrados na fig.30.4, os caminhos envolvem ou nao o fio?

Figura 30.4: Os caminhos (a), (b) e (c) envolvem ou nao o fio retilineo infinito? Os cami-
nhos (d), (e) e (f) sdo deformagdes continuas dos caminhos (a), (b) e (c), respectivamente.

Para remover este tipo de ambiguidade, é preciso conceituar melhor o que significa um cami-
nho envolver um fio. Em geral, o fato de um caminho envolver ou nao um fio ndao muda quando o
caminho é deformado continuamente. Por exemplo, os caminhos (a) e (b) da fig.30.3 podem ser
deformados continuamente um no outro, o mesmo acontecendo com os caminhos (c) e (d). Nao é
possivel, entretanto transformar o caminho (a) no caminho (d) por meio de uma transformagao
continua. Isso faz com que os caminhos (a) e (b) pertencam a uma classe e os caminhos (c) e
(d), a outra classe. Usando este critério e deformando continuamente os caminhos (a), (b) e
(c) mostrados na fig.30.4, obtemos os (d), (e) e (f), o que nos permite concluir que apenas o
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caminho (b) envolve o fio.

e validade x utilidade

No caso de correntes estaciondrias, sempre é possivel o calculo de B por meio da lei de Biot
e Savart. A lei de Ampeére, por outro lado, s6 permite o cdlculo de campos em situacoes onde
existe simetria. Analogamente ao caso da lei de Gauss na eletrostética, se a simetria do problema
for tal que a diregédo e o sentido de B possam ser conhecidos de antemao, entao o uso da lei de
Ampere pode nos fornecer o médulo deste campo.

e exemplo 1 - fio retilineo infinito

Calculo do campo magnético produzido por um fio retilineo e infinito, paralelo ao eixo z e
percorrido por uma corrente I. Este campo ja foi calculado por meio da lei de Biot e Savart e,
também, discutido no inicio desta aula. Neste exemplo, o calculo é refeito, apenas para ilustrar
o uso da lei de Ampere.

/Sueaa:fcm <

<

Xx

Figura 30.5: O fio retilineo infinito e o seu campo magnético

O fio tem simetria em torno do eixo z, que coincide com ele. Se orientarmos z paralelamente
a I, como mostra a fig.30.5, o uso da regra da mao direita nos indica que as linhas de campo
sao circunferéncias, com centro no fio e dispostas em planos perpendiculares a ele. Por isso,
escrevemos B = BB, onde B é um versor tangente as linhas de campo e B é o valor a ser
determinado. O célculo da integral de linha de B sobre um caminho matematico C' coincidente
com uma linha de campo, distante r do fio, permite-nos obter o lado esquerdo da lei da Ampére

21
fﬁ-d@:f Bdc= | ddrB=2rrB. (30.8)
C C 0

Usando o lado direito da lei de Ampere aplicado a superficie S, plana e apoiada sobre a linha
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de campo da figura (b) e notando que j s6 é nao nulo no interior do fio, obtemos

//uof-fzdS:uol. (30.9)
S

Concluimos, portanto, que

B=—8B. (30.10)
E interessante notar que esse campo cai com 1/r, ou seja, ele decresce exatamente na mesma
proporcao com que o comprimento da linha de campo cresce.

e exemplo 2 - fio cilindrico infinito

Calculo do campo criado em todo o espaco por um fio cilindrico de raio a, percorrido por
uma corrente I, uniformemente distribuida em sua sec¢ao reta.

WP FICIR
baRA
BOLICAC &b

chArMIu WD
\ F etk aDo

Figura 30.6: Os caminhos para a aplicagao da lei de Ampere.

- [
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Este exemplo é muito semelhante ao anterior, a principal diferenga é que, agora, o fio tem uma
espessura. Como no caso anterior, a simetria do problema permite-nos concluir que as linhas de
campo sao circunferéncias com centro no eixo do fio e contidas em planos perpendiculares a ele,
tanto no seu interior como no seu exterior. Por isso, escrevemos novamente B = BB e usamos
a lei de Ampere para calcular B. Tomando um caminho matemédtico C' ao longo da linha de
campo a uma distancia r do fio, obtemos novamente

2T
fﬁ-da:f Bdc:/ ddrB=2rrB. (30.11)
C C 0

Para os pontos externos ao fio, nos quais r > a, a corrente que atravessa uma superficie apoiada
no caminho C é toda a corrente do fio, como mostra a fig.30.6(a). A lei de Ampere nos fornece,
entao,

. I
B(r>a)= ‘2%3 . (30.12)
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No caso em que r < a, correspondente a pontos internos ao fio, a corrente que atravessa o
caminho é menor que I, como sugere a figura (b). Para determind-la, notamos que a corrente
esta uniformemente distribuida sobre a secao do fio, o que faz com que o médulo da densidade
de corrente no seu interior seja

J= % - (30.13)
Ta
Por isso, a corrente que atravessa o caminho fechado é
wr?
Lt = g 1 (30.14)

e a lei de Ampere permite-nos concluir que o campo magnético no interior do fio é dado por

~ I .
Mo TB

B(r<a)= (30.15)

or a2’

Assim, o médulo do campo magnético gerado por um fio espesso, percorrido por uma corrente
elétrica, cresce com r no interior do fio e decresce com 1/r fora dele, como mostra a fig.30.7.
Nas duas situacoes, a direcao e o sentido do campo sao dados pela regra da mao direita.

Flo visTe

s 8
- e rnTE

Figura 30.7: Mdédulo do campo magnético do fio cilindrico em fungao da distancia ao seu
eixo.

e exemplo 3 - cabo coaxial

Cabos coaxiais tém muitas aplicagoes praticas e costumam ser utilizados para blindar cor-
rentes elétricas da influéncia de campos externos. Normalmente, os cabos coaxiais sao formados
por um fio central, envolto por um material isolante que, por sua vez, é envolto por uma ma-
lha metdlica flexivel. Em geral, um cabo coaxial é parte de um circuito mais amplo, e os seus
condutores interno e externo sao percorridos por correntes iguais e de sentidos opostos.

Neste exemplo consideramos o cabo coaxial esquemético mostrado na fig.30.8, formado por
um fio interno idéntico ao do exemplo anterior, envolto por uma casca cilindrica externa, de raio
b e de espessura desprezivel. Quando o fio interno é percorrido por uma corrente I, a simetria do
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tx A1

)
l

Figura 30.8: Caminhos para o cdlculo de B (a) dentro e (b) fora do cabo coaxial.

problema permite-nos saber de antemao que as linhas de campo sao circunferéncias centradas
no seu eixo, cuja tangente é paralela ao versor B. Por isso, para um caminho matemético C
coincidente com a linha de campo de raio r, o lado esquerdo da lei da Ampeére pode ser, mais
uma vez, escrito como

27
fﬁ-dé:f Bdc= [ ddrB=2rrB. (30.16)
C C 0

Para pontos internos ao fio, a corrente que atravessa um caminho de raio r, com r <a, é a dada
pela eq.(30.14), enquanto que na regiao entre o fio e a casca, correspondente a a <r < b, essa
corrente vale I. Por isso, em toda a regiao interna a casca, a expressao do campo B ¢ idéntica
a do exemplo anterior, dada pela eq.(30.12).

Por outro lado, para pontos externos a casca cilindrica, onde r > b, a corrente que fura
qualquer superficie apoiada no caminho é nula. Este resultado decorre do fato que as correntes
que fluem pelo fio e pela casca o fazem em sentidos opostos. Como elas sdo iguais em médulo,

obtemos
//j.ﬁdszo (30.17)
S

e a lei de Ampére nos permite concluir que B = 0 nessa regiao. Assim, no cabo coaxial, a
presenca da casca elimina o campo magnético no seu exterior, sem modificar o campo do fio na
regiao interna. O médulo de B em um plano perpendicular ao cabo é mostrado na fig.30.9, que
deve ser comparada a figura 8.
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Figura 30.9: Mdédulo do campo do cabo coaxial em funcao da distancia ao seu eixo.

e exemplo 4 - cilindro carregado em rotacao

Calculo do campo magnético devido a uma casca cilindrica muito longa, de raio a, carregada
com densidade superficial de carga o, positiva, que gira em torno do seu eixo com velocidade
angular w, mostrada na fig.30.10(a).

(b)

(c) ()

Figura 30.10: (a) Superficie cilindrica carregada positivamente em rotacao; (b) linhas
de campo magnético de uma espira; (c) linhas de campo magnético de vérias espiras
empilhadas; (d) linhas de campo magnético da superficie em rotagao.

Neste problema, a rotagao da superficie d4 origem a uma corrente elétrica sobre a mesma,
transversal ao seu eixo. Para discutir os efeitos qualitativos dessa corrente, é conveniente con-
siderar a superficie cilindrica como sendo formada por um conjunto de espiras de altura dz.
Quando a espira gira em torno do seu eixo, a quantidade de carga que atravessa um plano
matematico que contém este eixo em um intervalo de tempo dt é dada por dg = o (wadt) dz e,
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portanto, a corrente sobre a espira vale

dl =ocwadz . (30.18)

A regra da mao direita, aplicada a espira, nos ensina que as suas linhas de campo magnético
tém a forma qualitativa indicada na figura (b). Quando as vérias espiras elementares vao sendo
empilhadas para reconstituir a superficie cilindrica, as linhas de campo mantém algumas das
suas caracteristicas qualitativas. Em particular, elas continuam a ser linhas fechadas, que entram
por um dos lados do cilindro, atravessam o seu interior e saem pelo outro lado. Entretanto, no
processo de empilhamento de espiras, a medida que o comprimento do cilindro vai crescendo,
as linhas de campo no seu interior vao se tornando mais paralelas, como sugere a figura (c),
deixando de sé-lo apenas nas proximidades dos extremos da casca. Assim, o campo no interior
de uma superficie girante muito longa corresponde a um feixe de linhas praticamente paralelas,
como mostra a figura (d).

De modo geral, um campo pode ser considerado constante na regiao onde as suas linhas sao
paralelas. Por isso, quanto mais comprida for a superficie que gira, maior vai ser a regiao do seu
interior onde o campo é aproximadamente constante.

Por outro lado, as linhas de B devem ser fechadas, e este fechamento ocorre pelo lado de fora
da superficie cilindrica. Uma caracteristica importante deste tipo de configuracao é que ela faz
com que as linhas de campo estejam juntas no interior do cilindro e dispersas no seu exterior.
Como a intensidade do campo estd associada & densidade de linhas de campo, a situacao descrita
acima corresponde a um campo muito mais forte no interior do cilindro do que no seu exterior.

As caracteristicas quantitativas do campo no interior do cilindro podem ser determinadas com
o auxilio da lei de Ampere, que é valida para qualquer caminho fechado C. Aproveitando esta
flexibilidade, inicialmente aplicamos a lei ao caminho C] da fig.30.11, localizado inteiramente no
interior do cilindro. A circuitagdo do campo magnético nos fornece

7{ B-dé=Byd— Byd, (30.19)
Ch

onde d é o comprimento dos trechos do caminho paralelos ao eixo do cilindro e By e By sao
as intensidades do campo sobre eles. Como nao existe corrente fluindo através de qualquer
superficie apoiada sobre este caminho, a lei de Ampére permite-nos concluir que a eq.(30.19)
é nula e, consequentemente, que By = By. Este resultado é valido para qualquer caminho no
interior do cilindro e, portanto, a intensidade de B é a mesma em qualquer ponto do seu interior.
Ou seja, B é uniforme nessa regido.

Para calcular a intensidade do campo, é conveniente usarmos o caminho C5 da fig.30.11.
Supondo que a intensidade de B fora do cilindro possa ser desprezada relativamente & interna,
temos

}z{ B-dé=Bh, (30.20)
Co

sendo h o comprimento do caminho paralelo a linha de campo e B, o médulo do campo magnético
no interior do cilindro. Uma superficie plana S apoiada sobre o caminho C5 tem a normal
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Figura 30.11: Caminhos para a aplicacao da lei de Ampeére no calculo do campo magnético.

apontando para dentro da folha, segundo a convencao da méao direita. A corrente elétrica
I =ocwah, obtida a partir da eq.(30.17), flui através de S no sentido da normal e, portanto,

//,uof-ﬁdS—uoawah. (30.21)
S

O campo no interior do cilindro, determinado igualando as egs.(30.20) e (30.21), é dado por
B=wowak . (30.22)

E interessante notar que a intensidade de B é diretamente proporcional a ¢, w e a: o aumento
de qualquer uma destas grandezas corresponde a um aumento da corrente que gera o campo.

« exemplo 5 - solenoide cilindrico

E dado um solenoide cilindrico, de altura b e raio a, sendo a < b, com n espiras por unidade
de comprimento, percorrido por uma corrente I. Desejamos calcular o campo magnético no
seu interior. Um solenoide é um sistema formado por fios enrolados em torno de um suporte
mecanico, que usualmente € cilindrico ou toroidal. Como um fio produz um campo proporcional
a corrente que o percorre, quando ele é enrolado, os efeitos das varia voltas se somam e podemos
obter um campo resultante bastante forte no interior do sistema.

A forma do campo B no interior de um solenoide cilindrico longo pode ser detrminada
considerando-o como uma superposicao de espiras. Supomos, inicialmente, que cada espira seja
circular. Para o caso de uma tnica espira temos, num plano que contém o seu eixo, as linhas de
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Figura 30.12: Linhas de campo de um solenoide cilindrico visto como a superposicao de
espiras circulares.

campo representadas mostradas na fig.30.12(a). Quando duas espiras s@o colocadas uma sobre
a outra, temos a situagao da figura (b). Por isso, ao empilharmos muitas espiras, o campo vai-se
tornando uniforme na regiao central, como sugere a figura (c), com todas as linhas contidas no
plano do eixo do sistema. Neste aspecto, um solenoide cilindrico se parece bastante com a casca
cilindrica girante, discutida no exemplo anterior.

No entanto, os dois casos nao sao exatamente equivalentes ja que, no solenoide o fio forma uma
hélice, como mostra a fig.30.13(a) e, ainda que o seu passo seja pequeno, existe uma corrente I
que flui paralelamente ao seu eixo. Por isso, o campo fora do solenoide tem também componentes
ortogonais ao eixo z e corresponde ao mostrado esquematicamente na figura (b).

iH

(a) (b)

Figura 30.13: (a) solenoide cilindrico; (b) linha de campo magnético.

Em geral, quando um solenoide é longo, o campo no seu interior é muito mais intenso do
que no exterior e este ultimo pode ser desprezado. Nesta aproximagao, o problema torna-se
totalmente equivalente ao do exemplo 4 e o campo no interior do solenoide cilindrico pode ser
calculado usando os mesmos caminhos mostrados na fig.30.11. O uso do caminho C permite
demonstrar a uniformidade no campo. No caso do caminho C5 o lado esquerdo da lei de Ampere
¢ dado pela eq.(30.21), enquanto que a corrente total que atavessa uma superficie apoiada nele
¢ dada pelo produto da corrente que atravessa uma espira pelo nimero de espiras contidas no
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comprimento b, que é nb. Assim,

&

=ponlk. (30.23)

e exemplo 6 - solenoide toroidal

Um solenoide toroidal, de segdo retangular, com raio interno a, raio externo b e altura h,
com N espiras e percorrido por uma corrente I é mostrado na fig.30.14. Determinamos o campo
magnético no seu interior.

A CoR@BATE TuTA ~Na Ploida
PELOS =03 imTERQA: (O) & SA)
DELA Poros Fios exTeenos (o)

LNHs »= B

camine C

Figura 30.14: (a) solenoide toroidal; (b) corte perpendicular ao seu eixo, linhas de campo
e caminho C.

O uso da regra da mao direita permite-nos concluir que, no seu interior, as linhas de campo
sao circunferéncias com centro no eixo do sistema. Usando o caminho C da figura (b), obtemos
o lado esquerdo da expressao da lei de Ampere, dado por

%g-dE:dec:2er. (30.24)
C C

Para calcular o lado direito, tomamos uma superficie plana S, apoiada sobre o caminho e cuja
normal, segundo as nossas convencoes, aponta para dentro da pagina. A corrente que atravessa
esta superficie tem o sentido da normal e, portanto, j -7 = j. Como existem N espiras no

solenoide, encontramos
//uof-ﬁdS:uo//de:,uoNI. (30.25)
S S

Assim, o campo no interior do solenoide tem modulo

5 HoNT
|B| =

(30.26)

2rr

e a direcao e o sentido indicados na figura (b).
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e exercicios

1.Um condutor metélico tem a forma de um cilindro muito longo, de raio a. No seu interior
existe uma cavidade, também cilindrica, de raio b, com eixo coincidente com o do condutor.

a) Calcule o campo magnético, em todo o espago, criado por este condutor quando ele é percor-
rido por uma corrente I, distribuida uniformemente por sua se¢éo transversal.

b) Faga um gréfico B x r, onde 7 é a distancia ao eixo do sistema.

2. Uma lamina condutora de corrente, plana e muito larga, pode ser feita juntando-se, lado
a lado, um numero muito grande de fios retilineos e muito longos, que transportam correntes
idénticas I. Para pontos proximos desta ldmina, ela se comporta como se fosse infinita. Se uma
lamina deste tipo coincide com o plano z = 0 e a corrente flui paralelamente ao versor i, mostre
que, em qualquer ponto préximo a ela, o médulo do campo magnético é dado por

pomn I
2 9

|B| =

onde n é o numero de fios por unidade de largura. Quais sao a direcao e o sentido deste campo?

3. Determine o campo magnético criado por um sistema formado por duas laminas idénticas a
descrita no exercicio anterior, localizadas nos planos z = —a e z = +a e percorridas, respectiva-
mente, por correntes no mesmo sentido e contrario ao versor j.

e respostas

1. a) |B|=0, parar <b, |§|—“°I(T2_b2) parab<r<a

217 (a?-b?%)

e |Bl=l parar>a.

—

3. B=ypupnli, naregiao entre as placase B =0, nas regioes externas.



Capitulo 31

forca de Lorentz

e Forca de Lorentz

Vimos, nas aulas anteriores, que correntes, ou seja, cargas em movimento criam campos
magnéticos. A reciprocidade caracteristica de interacoes mediadas por campos permite esperar
que campos magnéticos criem forcas sobre cargas em movimento.

Quando uma particula com carga ¢ e velocidade ¥ estd em presenca de um campo elétrico £
e de um campo magnético B, ela estd sujeita a uma forca dada por

F=q(E+7xB). (31.1)

Esta expressao é conhecida como for¢a de Lorentz e indica que cargas em movimento podem
sentir forcas de origem magnética, além das devidas ao campo elétrico. A componente magnética
¢é diretamente proporcional ao moédulo da velocidade da carga, sendo sua direcao perpendicular
tanto a velocidade ¥ como ao campo B.

Em uma regiao do espaco onde houver um campo magnético Beo campo elétrico for nulo,
a forga sobre uma carga em movimento serd sempre perpendicular a sua velocidade. Uma forga
deste tipo nao acelera tangencialmente a particula e, portanto, nao pode alterar o moédulo da
sua velocidade. Assim, em presenca apenas de forcas magnéticas, somente a sua direcao e o seu
sentido mudam.

e exemplo 1

Estudamos a trajetéria de uma particula de massa m e carga q, positiva, que penetra com
velocidade ¥, paralela ao plano zy, em uma regido onde o campo elétrico é nulo e o campo
magnético é dado por B = Bk.

—

O produto vetorial na expressao da forga de Lorentz, eq.(31.1), faz com que ¥ e F' sejam

347
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! |

Figura 31.1: Trajetéria de uma particula carregada e com velocidade em presenca de um
campo magnético uniforme; a forca é ortogonal ao campo e a velocidade.

ortogonais entre si, em qualquer ponto da trajetéria, como mostra a fig.31.1. Assim, nao ha
forga tangencial a trajetoria da particula. Como a forca é centripeta e tem intensidade constante,
a trajetoria é circular. A intensidade da forca de Lorentz, neste caso, é dada por

F=quvB, (31.2)

e, igualando-a ao resultado da mecanica newtoniana para o movimento circular uniforme, temos

2

v
F=quvB=m-—, 31.3
qu me ( )
o que define o raio da trajetoria pela relagao
mu
R=—. 314
. (31.4)

O movimento de particulas carregadas em presenca de campos magnéticos uniformes ocorre
em muitas situacoes fisicas importantes, envolvendo desde ciclotrons até o estudo de plasmas.
O raio R da trajetéria é também conhecido como raio de Larmor, em referéncia ao fisico inglés
Joseph Larmor. O resultado (31.4) é dado pela razao entre dois fatores, mv e ¢ B. O primeiro
deles incorpora a inércia da particula e representa a sua tendéncia a se mover em linha reta com
velocidade constante, enquanto que o segundo favorece os desvios causados pela forca magnética.
O raio da érbita representa um compromisso entre estas duas tendéncias.

e exemplo 2: espectrometro de massa

Em fisica, muitos experimentos sao feitos com o auxilio de aceleradores, nos quais nicleos
atomicos sao atirados contra outros, fixos no laboratério. Nestes experimentos é preciso co-
nhecer, dentre outras coisas, a massa do ntcleo incidente. Entretanto, por razdes técnicas, o
preparo do feixe de particulas incidentes é feito usando processos que, muitas vezes, nao distin-
guem isétopos diferentes do mesmo elemento. Por exemplo, no caso do oxigénio, existem nucleos
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com 8 prétons e que podem ter 8, 9 ou 10 néutrons e, por isso, massas diferentes. Para produzir
feixes com apenas um tipo de ntcleo, costuma-se recorrer a eletroimas com campo magnético
uniforme, cuja intensidade pode ser ajustada pelo experimentador.

0]

Figura 31.2: Esquema do espectrometro magnético de massa.

A fig.31.2 mostra o esquema de um espectrometro de massa', que é um instrumento onde
hé uma regiao com um campo magnético uniforme e orificios para entrada e saida de feixes de
particulas carregadas. Suponhamos que um feixe contendo dois isétopos de um dado elemento,
com carga ¢ positiva e massas my e ms incida, com a mesma velocidade ¥ perpendicular as linhas
do campo magnético do espectrometro. Para separar estas particulas, é colocado um anteparo
com um pequeno orificio, como mostra a figura e o valor do campo magnético é ajustado para
que apenas as particulas com massa mj possam escapar dessa regiao, passando pelo orificio no
anteparo.

Na configuragdo mostrada na figura, a particula que escapa pelo orificio deve percorrer uma
trajetoria na forma de um quarto de circunferéncia, com raio R, no interior da regiao onde existe
campo magnético. A partir da eq.(31.4) obtemos

miv

B = . 31.5
o (31.5)

Para este valor de B, o outro isétopo bateria no anteparo a direita do orificio se mg > mq € a
esquerda dele, se mo < m7. Assim, o outro isétopo é retido e o feixe emergente contém apenas
o0 is6topo de massa m1.

e exemplo 3

Determinacgao da trajetéria e equacao horaria de uma particula com massa m e carga ¢ positiva
que entra numa regiao em que existe um campo magnético uniforme, com uma velocidade que
tem componentes tanto na dire¢ao do campo como perpendicular a ele.

Por conveniéncia, adotamos um sistema de coordenadas no qual o campo magnético é paralelo

'De modo geral, instrumentos utilizados para separar constituintes de um feixe sao conhecidos como
espectrometros.
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a0 eixo z e escrevemos
B=Bk. (31.6)
Neste caso, a velocidade #(t) da particula em um dado instante pode ser escrita com
v=d+uvk, (31.7)
@ = vzt + vy 7 (31.8)

onde @ é a componente paralela ao plano zy. Usando a expressao da forca de Lorentz, eq.(31.1),
obtemos

ﬁ:q(vm%+vy5+vzl%)xBl%:qB(Uy%—vzj). (31.9)
Uma caracteristica importante deste resultado é que nao existe forga na direcao do campo, ja que
v x B =0 quando ¢ e B sao paralelos. Deste modo, concluimos que o movimento da particula
ao longo do eixo z se d&4 com velocidade constante v, k.

Para determinar a prOJecao do movimento da particula sobre o plano xy, é util reescrever a
eq.(31.9) como F = qu X B ja que isto nos permite recair na situagao do exemplo 1. Assim,
sobre o plano zy, o movimento da particula é uma circunferéncia de raio R, dado pela eq.(31.4)

_ mld]
q|B]

(31.10)

A trajetéria da particula tem, portanto, a forma de uma hélice cilindrica, parecida com uma
espiral de caderno. A velocidade angular de rotacao da particula em torno do eixo z é dada por

il ¢B
w = |“R| - % (31.11)

e é conhecida como frequéncia de Larmor. O raio da hélice é o dado pela eq.(31.10) e o seu
passo é 27mv, /w.

Supondo que, no instante t = 0, a posi¢ao da particula seja 7(0) = Rj e a sua velocidade
seja U(0) = ui + v, k, a equagao horaria ao longo da hélice cilindrica tem a forma

7(t) = Rsen(wt)i+ Rcos(wt) ] + vtk (31.12)
e a velocidade é dada por
7(t) = Rwcos(wt)i — Rwsen(wt) j + v, k . (31.13)
Como esperado, a segunda lei da dinamica de Newton é satisfeita, ja que

dv A . -
md—: = —Rw? [sen(wt)i+ cos(wt)j| =qix B. (31.14)

e exemplo 4
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Em muitos experimentos da fisica de particulas elementares é possivel observar a trajetoria
de particulas carregadas e ha a necessidade de indentificar o sinal das suas cargas. Por exemplo,
quando um féton ~ interage com um nticleo IV, é possivel ocorrer a reacao y N — e~ e™, onde e~
¢ um elétron e e™ é a sua antiparticula, o pésitron. O elétron e o pésitron tém massas e outras
caracteristicas idénticas, sendo o sinal da carga a principal diferenca entre eles. Para possibilitar
a identificagdo destas cargas em experimentos, costuma-se colocar um campo magnético na
regiao onde a reagao ocorre. Como a forca de Lorentz depende do sinal da carga, ela desvia o
elétron e o pdsitron para lados diferentes, como sugere a fig.31.3.

Ok

Figura 31.3: Trajetéria de um elétron e~ e de um pdésitron et criados em P, em presenca
de um campo magnético.

e exemplo 5: a observacao do elétron

Em 1906, o fisico inglés Joseph John Thomson foi agraciado com o prémio Nobel ”em reconhe-
cimento dos grandes méritos das suas investigacoes tedricas e experimentais sobre a condu¢do
de eletricidade em gases

, em trabalhos realizados entre 1897 e 1899. No fim do século 19, tanto a existéncia quanto
as propriedades das correntes elétricas eram bem conhecidas, mas nao se sabia de que forma
as cargas se moviam no interior da matéria. A descoberta de Thomson ajudou a elucidar esta
questao e, mais importante ainda, abriu as portas para a ideia de que atomos nao sao unidades
indivisiveis de matéria, mas podem conter particulas menores no seu interior.

O elétron foi observado experimentalmente pela primeira vez quando Thomson estudava os

chamados raios catédicos que, atualmente, sdo entendidos como descargas elétricas em gases
rarefeitos confinados em ampolas de vidro. Isto, entretanto, nao era claro & época. Nas palavras
do proéprio Thomson:
[...] havia uma forte controvérsia sobre a natureza desses raios. Havia duas visoes dominantes:
uma, que era defendida principalmente por fisicos ingleses, era que os raios sao corpos eletrizados
negativamente, atirados do cdtodo com grande velocidade; a outra visao, adotada pela grande
maioria dos fisicos alemaes era que os Taios sao alguma forma de vibracdo etérea ou ondas.
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Os argumentos a favor de que os raios sejam particulas carregadas negativamente sdo, fun-
damentalmente, que eles sdo defletidos por um imd, do mesmo modo que particulas eletrizadas
negativamente em movimento. Sabemos que tais particulas, quando um imda € colocado perto
delas, estao sujeitas a uma forga [...]

Figura 31.4: Experimento de Thomson: (a) o feixe de particulas carregadas; (b) desvio
das particulas sob agdo de campo magnético uniforme; (c) a for¢ca magnética é cancelada
por uma forga elétrica; (d) desvio das particulas por um campo elétrico uniforme.

Para discutir esquematicamente a série de experimentos que levou Thomson & observacao
do elétron, suponhamos que, no interior de uma ampola de vidro, na qual ha um gas rarefeito,
exista um canhdo de particulas carregadas, que as atira com velocidade @ = v j em direcio a
um anteparo, como nas figs.31.4. Na auséncia de campos externos, as particulas se movem em
linha reta e atingem o centro do anteparo, como na figura (a). Quando um campo magnético
B=B i, paralelo ao eixo z, é colocado entre o canhéo e o anteparo, as particulas sao defletidas
para cima, como na figura (b), o que permite a conclusdo que elas sao portadoras de cargas
negativas.

A seguir, um capacitor no interior da ampola de vidro foi carregado, de modo que o campo
elétrico no seu interior fosse E = E I;:, paralelo ao eixo z, como moctra a figura (c¢). O campo
magnético também foi mantido, permitindo que E e B coexistissem na regiao entre as placas.
Em seguida, a intensidade do campo elétrico foi ajustada, de modo a fazer com que as particulas
continuassem a se mover em linha reta e atingissem o centro do anteparo. Nesta situacao, a
forga de Lorentz, eq.(31.1), corresponde a

F=q(E—-vwBk=0. (31.15)

Medindo F e B, Thomson conseguiu determinar a velocidade
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das particulas que, em alguns experimentos, podiam ser muito altas, até da ordem de 1/3 da
velocidade da luz. Isto levou a suspeita de que essas particulas deveriam ser muito mais leves
do que todas as demais até entdao conhecidas.

Em seguida, Thomson retirou o campo magnético, de modo que houvesse _apenas um campo
elétrico uniforme entre as placas do capacitor, que cria uma forca constante F= —qF k sobre a
particula. De acordo com a segunda lei de Newton, a aceleragao dela é dada por @ = —(¢ E/m) k
sendo m a sua massa. A componente vy da velocidade da particula na direcdo y é constante
e, sendo L o comprimento do capacitor, o tempo que ela leva para atravessa-lo é t = L/vp.
Durante este tempo, o médulo do deslocamento § da particula na direcdo z é dado por

1 , 1qEL?
=_at?=-122 1.1
o 2at 2 m o (31.17)
Usando a eq.(31.16), obtemos
q 20 F

Todos os elementos do lado direito desta equagao sao mensuraveis, o que permitiu a Thomson
determinar a razao ¢/m da particula que ele estava estudando, o elétron, como sendo 1/1700 do
valor correspondente para o hidrogénio ionizado H™, que era conhecido. Hoje, sabemos que o
H™* é um préton e que me/m, = 1/1836.

e exemplo 6: garrafa de plasma

Neste exemplo, discutimos uma situagao que é importante em fisica de plasmas. Sabemos que,
com o aumento da temperatura, sélidos se transformam em liquidos, liquidos se transformam
em gases e gases se transformam em plasmas. Neste ultimo estdgio, os choques térmicos sao tao
intensos que eles conseguem arrancar elétrons das moléculas e o sistema passa a conter uma certa
quantidade de ions positivos e elétrons, que se movem livremente. Como as forgas entre cargas
de sinais opostos sao bastante intensas, cada elemento de volume macroscépico é globalmente
neutro. Um plasma existe, por exemplo, na regiao da chama de um palito de fésforo e a luz que
vemos é emitida quando os elétrons se recombinam com os fons positivos. Algo semelhante, em
intensidade muito maior, ocorre com os raios que observamos em tempestades.

O estudo dos plasmas é muito importante porque eles podem ser encontrados em muitas si-
tuagoes diferentes, que vao desde chamas de fogoes até o interior do Sol, passando pela atmosfera
terrestre. Além disso eles sdo, também, fontes promissoras para a producao de energia com fins
econdémicos.

Um problema técnico importante na fisica de plasmas diz respeito ao seu armazenamento.
Como os plasmas sao muito quentes, nao é possivel armazena-los em recipientes materiais.
Por este motivo, sdo utilizadas garrafas de plasma, como a mostrada na fig.31.5, formada por
linhas curvas de campo magnético, produzidas por eletroimas. Na regiao central da garrafa, o
movimento das particulas é helicoidal, como no exemplo 3. Quando uma particula carregada
e com velocidade radial tenta escapar da garrafa, nas bordas aparecem forcas tangenciais ao
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Figura 31.5: Garrafa de plasma (a) linhas de campo magnético; (b) forga magnética sobre
uma particula carregada e com velocidade nao nula.

campo, que geram movimentos também tangenciais. Estes, por sua vez, dao origens a novas
forgas, que empurram as particulas de volta para dentro da garrafa.

e exemplo 7: o campo da Terra

O campo magnético da Terra é gerado por correntes elétricas devidas a fluidos quentes
existentes no seu interior e o seu mdédulo, préximo a superficie da Terra, tem valores entre
30e60 x 1075 T. O polo sul magnético da Terra estd préximo do polo norte geogréfico e vice-
versa. B por isso que o polo norte de uma bussola aponta para o polo norte geografico, como
sugere a fig.31.6. Os polos magnéticos da Terra nao sao fixos, movendo-se a uma velocidade de
cerca de 20km por ano. Estudos de polarizagées magnéticas em rochas indicam que houve 9
inversoes dos polos norte e sul magnéticos da Terra durante os seus 4 bilhoes de anos de idade.

A atmosfera terrestre é continuamente bombardeada por raios césmicos, que sdo constituidos
principalmente por prétons provenientes tanto do Sol como de fontes externas a galdaxia. Como
toda radiacao formada por particulas carregadas ¢ ionizante, os raios cosmicos podem ser muito
nocivos aos seres vivos, causando desde doengas como canceres até mutagoes genéticas. O campo
magnético terrestre tem papel muito importante em diminuir a influéncia dos raios césmicos na
superficie da Terra. Considere uma particula com carga g positiva, que se aproxima da Terra
com velocidade ¥, como na fig.31.6. Ao atingir o campo terrestre, esta particula comega a sofrer
uma forga F = qu X é, que aponta para dentro da folha de papel. Como a velocidade da
particula é, em geral alta, esta forca é intensa e tende a fazer com que ela passe a girar em
torno da Terra, paralelamente a sua superficie. Deste modo, os raios césmicos sao desviados e
aprisionados em garrafas de plasma. Essas particulas ficam girando em torno da Terra e dao
origem a um fenémeno muito interessante, que é o chamado cinturdo de Van Allen, formado
por particulas carregadas que orbitam em torno dela, em camadas altas da atmosfera. As bocas
da garrafa de campo terrestre ficam nos polos, e por elas podem escapar particulas carregadas,
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Figura 31.6: Planeta Terra e seus polos geograficos e magnéticos.

que entram na atmosfera polar com grande velocidade. Quando isso acontece, elas ionizam o
ar, produzindo o efeito luminoso conhecido como aurora polar. As auroras polares ocorrem nos
dois polos magnéticos, sendo denominadas aurora boreal no norte e aurora austral no sul.

e exemplo 8

Em problemas de fisica de plasmas, a situagdo mais comum é que particulas carregadas se
movam em presenca de campos magnéticos nao uniformes, que podem variar significativamente
em regioes relativamente pequenas. Quando isto acontece, a trajetoria da particula pode assumir
formas incomuns, pouco provaveis em outras situagoes. Como a forca magnética é sempre
ortogonal a velocidade da particula e a intensidade do campo é inversamente proporcional ao
raio de curvatura da trajetéria, campos mais intensos provocam desvios mais acentuados. Deste
modo, é possivel que a trajetoria de uma particula possa ter, por exemplo, a forma mostrada
na fig.31.7.

O B reguese

@B oRan sl

Figura 31.7: Possivel trajetéria de uma particula em uma regiao de campo magnético nao
uniforme.

e exemplo 9: um pouquinho de LHC
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Atualmente, o maior acelerador de particulas existente no mundo é o LHC (Large Hadron
Collider, em inglés), que estd no laboratério CERN, na Europa. Ele estd montado no interior
de um tunel bastante profundo, escavado sob a superficie, com 4,3km de raio e 27km de
circunferéncia. No LHC sao acelerados prétorns e ions positivos e, por isso, s@o necessarios
campos magnéticos bastante intensos para manter estas particulas em trajetéria circular. A
intensidade do campo magnético no interior do acelerador pode chegar a \é | =8,4T, a maior
jé conseguida até hoje e cerca de 10° vezes maior que a do campo terrestre.

Sé6 por brincadeira, suponhamos que desejemos produzir um campo de tal magnitude no
interior de um solenoide cilindrico como o discutido no exemplo 5 da aula 30, para o qual
’B' | = pom I. Usando o valor de pp dado no apéndice XXX, precisariamos ter nI ~ 6,7 x 10°
A /m, que representa um valor enorme. Se isto pudesse ser concretizado, a dissipacdo de energia
por efeito Joule seria gigantesca e destruiria o solenoide. Por este motivo, no LHC, sao utilizados
eletroimas supercondutores, cuja construcao representa um grande desafio técnico.

Os prétons acelerados no interior do LHC tém velocidades apenas ligeiramente menores do
que a da luz e, por isso, nao podem ser descritos pela mecanica newtoniana e precisam ser
tratados pela teoria da relatividade. Nesta teoria, a inércia de uma particula é descrita pela
relacio E/c?, onde E é a sua energia e ¢, a velocidade da luz. Esta energia estd relacionada
A sua massa por £ = ymc?, onde v = 1/,/1 —v2/c2. Assim, uma generalizacdo simples da
eq.(31.3) para incluir efeitos relativisticos do préton, para o qual ¢ = e, seria

02
evB:’ympE . (31.19)

A aproximagao v ~ ¢ permite estimar vy pela relagao

BR
y=2 (31.20)
mpC

Usando B = 8,4T, R = 4,3 x 10°m e os dados do apéndice XXX para e, m, e ¢, obtemos
v~ 1,15 x 10, o que indica que a inércia de um préton no interior do LHC é cerca de dez mil
vezes maior do que a de um préton em repouso. Esta nossa estimativa simples, que despreza
efeitos de radiacdo, entre outros, nao estd muito distante do valor mais preciso v = 0,7 x 10%.

e exercicios

1. Um acelerador atira elétrons de massa m e carga e, com velocidade ¢ = vﬁ', sobre uma regiao
de extensao L, onde ha campo magnético B =Bi uniforme, como na fig.31.4(a). Calcule:

a) o raio R da trajetéria do elétron na regiao onde ha campo;

b) a velocidade angular w do elétron, na regidao onde hé campo;

¢) o desvio § do elétron na diregao z, no ponto no qual ele deixa a regiao onde existe E;

d) o vetor velocidade ©'r do elétron depois que ele atravessa a regiao onde existe B.

e respostas
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1l.a) R="1%; b) w:%;
c) 6=R [1—\/1—L2/R2},codeado acima;
V1—-1L2/R?%} —|—L/R/;:] , com R dado acima.

d) '17}7:?}

—
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Capitulo 32

forca de Lorentz em metais

Metais sao sistemas formados por redes cristalinas de {ons positivos, bastante estaveis, e elétrons
livres, que podem se mover com grande facilidade. Por isso, as respostas destes dois tipos de
portadores de cargas a campos externos sao bastante diferentes. Os efeitos devidos a campos
elétricos foram apresentados na aula 27?7 e, agora, discutimos o que ocorre quando existem
campos magnéticos externos.

e exemplo 1

Descrevemos o que acontece quando uma barra metélica é movida, com velocidade constante,
em presenca de um campo magnético uniforme e constante no tempo. Para definir melhor a
situagao, supomos que o campo magnético seja dado por B=Bie que a velocidade da barra
seja U = v j, como mostra fig.32.1(a).

Quando a barra é movida em presenca do campo, ela arrasta todas as suas cargas consigo.
Assim, na situagéo da figura, existem tanto fons positivos quanto elétrons livres se movendo
para a direita, com velocidade ¢. Sendo e o mdédulo da carga do elétron, existem forcas

ﬁB+:eUx§:—evBl%, (32.1)

agindo sobre cada ion e

—

Fpg =—eixB=evBk, (32.2)

agindo sobre cada elétron. Como os fons sao massivos e estao presos a rede cristalina, os seus
movimentos devidos a forga magnética podem ser desprezados. Ja os elétrons livres, que sao
muito leves, se deslocam ao longo da barra, até se acumularem na sua extremidade superior.

Este deslocamento de cargas dé origem a um campo elétrico, que existe tanto dentro quanto
fora da barra, como indica a figura (b). Este campo cria forcas Fz, sobre os fons positivos e

Fr_ sobre os elétrons livres, com sentidos opostos ao das forcas magnéticas, indicado na figura

359
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Figura 32.1: (a) Barra metalica em movimento em campo magnético perpendicular & sua
velocidade; (b) acimulos de cargas na barra devidos a for¢a de Lorentz e suas linhas de
campo elétrico; (c) forgas elétricas e magnéticas nos fons positivos e elétrons livres na
situacao de equilibrio.

(c). A agao conjunta das forgas elétrica e magnética tende a fazer com que os elétrons no interior
do metal parem de se deslocar e o sistema se estabilize. Nesta situacao, as forgas resultantes
sobre as cargas no metal se anulam e temos

Fp, +Fp, = ¢ (E+0xB) =0, (32.3)

E
Py +Fp = —e (E+ E) ~0. (32.4)

Este resultado permite concluir que, na situacao de equilibrio, o campo elétrico no interior do
metal é dado por

E=-txB=uvBk. (32.5)

Do lado de fora da barra, as linhas de campo elétrico estao espalhadas pelo espaco vazio e sao
qualitativamente semelhantes as da pilha mostradas na fig.27.1 [[[[[(27.1)]]]]]]. Por este motivo,
tal como uma pilha, uma barra que se move em presenga de um campo magnético externo
também pode ser utilizada para gerar correntes elétricas em circuitos.

e exemplo 2

Um cilindro metélico, parecido com uma moeda, de raio R, espessura d (d < R) e eixo na
direcao z, é movido com velomdade ¥ = vj em presenca de um campo magnético uniforme
e independente do tempo B = Bi, como na fig.32.2. Determinamos a quantidade de carga
acumulada em cada uma das bases do cilindro.

Os efeitos que ocorrem no cilindro metéalico sao andlogos aos discutidos no exemplo anterior.
Os elétrons e fons arrastados pelo movimento do corpo sofrem forcas de origem magnética e
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Figura 32.2: Cilindro de raio R e altura d < R com velocidade ¥/, na presenca de um
campo magnético uniforme.

se separam. Na situacao de equilibrio, existe um campo elétrico no interior do metal, dado
pela eq.(32.5). A particularidade deste caso é que o fato de o cilindro ter duas faces grandes,
separadas por uma distancia pequena, faz com que ele seja andlogo a um capacitor de placas
paralelas carregado. Na aproximagao R >> d, podemos usar os resultados da aula 14, eq.(? ?xxx),
e escrever

E=—k, (32.6)

onde ¢ é o médulo da densidade superficial de carga. Igualando as egs.(32.5) e (32.6), obtemos
oc=¢uvB (32.7)

e, portanto, as cargas nas placas valem +(@), com
Q = [eov B] [r R*]. (32.8)

Este resultado indica que as cargas nas bases do cilindro sao diretamente proporcionais a v e a
B, ja que elas sao devidas a estes dois fatores conjuntamente.

e efeito Hall

O efeito Hall foi descoberto em 1879, pelo fisico estadunidense Edwin Hall e ocorre sempre
que um condutor é percorrido por uma corrente elétrica em presenca de um campo magnético
externo. Este efeito é muito importante, porque permite conhecer propriedades microscopicas
dos metais por meio de medidas macroscépicas.

Consideremos a situacao da fig.32.3(a), que mostra um condutor metalico de secgao trans-
versal retangular, de lados a e L, apoiado sobre o plano xy e percorrido por uma corrente I no
sentido do eixo y, em presenca de um campo magnético uniforme e constante B = Bk.

Hoje, sabemos que correntes em metais sao devidas a deslocamentos de elétrons livres. En-
tretanto, como vimos na aula 31, o elétron somente foi descoberto em 1897 e, & época de Hall,
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Figura 32.3: Efeito Hall: (a) placa metdlica retangular percorrida por corrente em pre-
senca de campo magnético externo; a distribuicao de cargas nas placas se os portadores
de corrente forem (b) cargas positivas ou (c) cargas negativas.

sabia-se pouco acerca da natureza da corrente elétrica. Em particular, nao era claro se as cargas
em movimento eram positivas ou negativas e o experimento de Hall ajudou a responder esta
questao. Por isso, por um momento, fingimos nao saber o seu sinal, chamamos de ¢ a carga dos
portadores e consideramos as possibilidades ¢ = +|q|. Na situagao da fig.32.3(a), se ¢ > 0, a
velocidade das cargas é vy = vJ e a forca magnética sobre um portador vale

Fp, =q (m X é) — |q|vB3. (32.9)

Esta forca desloca as cargas positivas paralelamente ao eixo x e elas ficam acumuladas sobre as
superficies laterais do condutor, como mostra a figura (b), dando origem a um campo elétrico

E+ = — Ei no seu interior, que estabiliza o sistema quando
Fo_ +Fg, =|q <E++q7+ x E) =g/ (~-E+vB)i=0. (32.10)
No caso g < 0, a velocidade dos portadores é 7_ = —v j e a forca magnética é dada por
Fp =gq (17, X J§) = |glvBi, (32.11)

idéntica a Fp, . S6 que, agora, sao as cargas negativas que sao deslocadas paralelamente ao eixo
x e ficam acumuladas sobre as paredes do condutor, como na figura (c). Estas cargas produzem
um campo F_ = F1 no interior do metal e, na condi¢ao de equilibrio,

FE_+ﬁB_:q(E_+6_x§):|qy(E—vB)%=0. (32.12)

A presenca de um campo elétrico no interior do metal indica a existéncia de uma tensao entre
os pontos P e Q das figuras (b) e (c¢), dada por

L
AVpg =Vp -V = / E-dzi. (32.13)
0
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Como E é constante ao longo do caminho, obtemos
para ¢>0 — AVpg=-vBL, (32.14)

para ¢<0 — AVpg=vBL. (32.15)

O sinal da tensao depende do sinal do portador de carga e, por isso, medindo AVpg, podemos
determinar o sinal de q. Como sabemos hoje, os resultados experimentais indicam que ¢ < 0.

O efeito Hall é importante, também, porque permite a determinagao experimetal de n, o
nimero de elétrons livres por unidade de volume de um metal. Para mostrar isso, lembramos
que a velocidade ¢ dos elétrons livres em um metal estd relacionada a densidade de corrente
7 que o percorre pela eq.(26.6) [[[[[(26.6)]]]]], que corresponde a j = —en@_. Na situacio da
fig.32.3(c), a corrente I é dada por

I=(env)(al). (32.16)
Usando esta expressao juntamente com a eq.(32.15), podemos escrever n como

IB

"= eaAVpg

(32.17)

A importancia deste resultado é que todas as grandezas do seu lado direito podem ser medi-
das, o que permite conhecer n, uma grandeza microscépica.

e forca sobre um fio percorrido por corrente

A existéncia de forcas sobre fios metélicos percorridos por correntes em presenca de campos
magnéticos externos Eext é um fenémeno conhecido hd muito tempo. Por exemplo, no caso de
motores elétricos, a transformacao de energia eletromagnética em energia mecanica tem inicio
com forgas que campos magnéticos produzem sobre os fios enrolados no rotor mével, quando
estes sao percorridos por correntes.

Entretanto, se a observagao das forcas sobre fios percorridos por correntes em presenca de
campos magnéticos externos é simples, a explicacao detalhada da origem deste fenémeno nao o
é e envolve algumas sutilezas, associadas a estrutura metalica do fio. Metais sdo constituidos
por redes cristalinas formadas por fons positivos, no interior das quais se movem elétrons livres.
Como ja mencionamos, as principais caracteristicas mecanicas de um metal, tais como sua massa
e rigidez, sdo determinadas pela rede i6nica. Assim, por exemplo, 1kg de metal contém bem
menos do que 1g de elétrons. Se considerarmos apenas os elétrons livres, a proporg¢ao é ainda
menor e, portanto, podemos afirmar com boa aproximacao que 1kg de metal contém 1kg de
fons.

Deste modo, as forgas que agem sobre fios percorridos por correntes em presenca de Bext e
que, dependendo da configuragao do sistema, sao capazes de acelerd-los, desloca-los ou levanta-
los, sdo perceptiveis pelos efeitos que elas causam sobre as suas redes ionicas. Entretanto, do
ponto de vista do eletromagnetismo, este fato parece ser paradoxal, ja que a velocidade média
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dos fons da rede cristalina é nula e, consequentemente, a forca de origem magnética que age
sobre eles também ¢é nula.

O efeito Hall tem papel fundamental na explicacdo deste aparente paradoxo!.

No interior do fio, apenas os elétrons livres se movem e, por isso, somente sobre eles agem as
forgas de origem magnética, que sao transversais a corrente e deslocam lateralmente os elétrons
em movimento, relativamente a rede ioénica. Esta pequena separacao de cargas dé origem a uma
forga elétrica entre elétrons livres e a rede cristalina. Assim, sobre os elétrons livres agem dois
tipos de forca, em sentidos opostos, uma elétrica e outra magnética, que tendem a se equilibrar.
Ja nos fons, agem apenas forcas elétricas e sdo elas que produzem os efeitos observaveis.

O detalhamento desta discuss@o interessante e relativamente complexa é feita, com base em
um caso especifico, nos dois exemplos que seguem.

« exemplo 3: calculo da forga sobre um fio

Consideramos um fio metalico, retilineo e muito longo, paralelo ao eixo y, percorrido por uma
corrente I no sentido deste eixo e supomos que, na regiao onde ele se encontra, exista um campo
magnetlco uniforme e constante B = B k, como na fig.32.4. Desejamos obter a forca resultante
F que age sobre o fio. Para organizar a discussao consideramos varias etapas, determinando as
seguintes grandezas:

(1) - forca magnética Fig_ sobre os elétrons livres;
(2) - forca elétrica Fp_ sobre os elétrons livres;
(3) - forca elétrica Fg . sobre a rede i6nica;

(4) - forca resultante F sobre o fio.

Figura 32.4: Fio cilindrico percorrido por corrente, em presenca de campo magnético
externo.

LA apresentacio feita aqui é baseada no artigo zzzz de Karam, Kneubil e Robilotta.
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e (1) - calculo de Fp_ Como a corrente no fio é devida ao movimento de elétrons livres em
presenca de uma rede cristalina ionica estatica, o campo magnético atua apenas sobre os elétrons
livres. A forga fp_ que atua sobre cada um deles é dada por

fg.=—etxB=ecvBi, (32.18)

sendo ¥ = —vJ a sua velocidade de arraste. Chamando de n o nimero de elétrons livres por
unidade de volume e S a area da se¢ao transvesal do fio, sobre um trecho de comprimento L,
existem N = n L .S elétrons. Assim, a forca total que age sobre os elétrons contidos neste trecho
do fio é dada por

Fg =N fg =[nLS]levB]i. (32.19)

Este resultado pode ser reescrito em termos da corrente I. A densidade de corrente j, expressa
pela eq.(26.6) [[[[(26.6)]]J], vale

j=—ent=env) (32.20)
e, portanto, a corrente é dada por
I=jS=envs. (32.21)
Este resultado, usado na eq.(32.19), fornece
Fg_ =BILi. (32.22)

Esta é a forca que age sobre os elétrons livres de um trecho de comprimento L do fio. Como
mostramos a seguir, esta forca é transmitida a rede i6nica do metal por meio de campos elétricos,
associados ao efeito Hall.

e (2) - calculo de F_

Na aula 27777 mostramos que, no No interior de um fio metélico, consideramos duas den-
sidades de carga, p+ = p dos ions positivos e p- = —p dos elétrons livres que se movem.
Na auséncia de campo magnético externo, estas duas densidades, iguais em moédulo, estao to-
talmente superpostas em todos os pontos do metal e a densidade resultante py + p_— ¢é nula.
Quando ha campo magnético externo, os elétrons em movimento estao sujeitos a for¢a dada pela
eq.(32.22) e cada um deles se desloca na diregao 7, fazendo com que a superposicio entre P+ €
p— seja parcial, como mostra a fig.32.5. Esta separacao de cargas da origem a campos elétricos,
que tendem a reaproximar as duas densidades. A situacao de equilibrio ocorre quando, sobre
cada elétron, as forca de origem magnética e elétrica se anulam.

Como as forgas elétricas sao muito intensas, a separacao A entre os eixos das densidades p e
p— é muito pequena e isto facilita muito o calculo da forga elétrica que a rede ionica cria sobre a
densidade p—. O campo criado pela densidade p é obtido a partir da lei da Gauss. Considerando
p+ como uma distribuicao cilindrica infinita de carga, recaimos na situacao discutida no exemplo
9 da aula 15, onde o campo tem a forma

E, = P 7 5 dentro do fio , (32.23)
260
2
Bo= L B 5 L foradofio, (32.24)

T 2¢ 12
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Figura 32.5: Fio visto de frente: distribuicoes de cargas positivas e negativas, separadas
pela acao do campo magnético externo.

onde 7 é o vetor radial em coordenadas cilindricas. O deslocamento A da distribuigao negativa
de cargas é muito pequeno e, por isso, precisamos da expressao do campo externo ao fio apenas
em regioes muito préximas a sua superficie, para as quais r = (1 +¢€) R, com € < 1. Neste caso,
a eq.(32.24) se torna aproximadamente igual a (32.23) e escrevemos

B~ P 7 forae perto do fio . (32.25)

T T 26

A forca que age sobre um elemento de carga dg_ da distribuicao negativa, que ocupa um volume
dV, localizado a distancia r do eixo da rede ionica, é dada por

dFy_ =dq_E,=—pdV E, = —pdV QL 7 (32.26)
€0

Consequentemente, a forca total que age em um trecho de comprimento L é dada por

e /// dv[ 26 ] , (32.27)

sendo que a integral deve ser efetuda sobre o volume ocupado por p_. Esta distribuicao é um
cilindro, com eixo deslocado passando pelo ponto A=Aiea integracao fica mais simples
se usarmos a varidavel § = ¥ — A. Neste caso, o eixo de simetria fica localizado em 5 = 0,

AV = sdsdf dz e
Fe /dz/ ds/ { [ ye <§+5)]} . (32.28)

Como o integrando é simétrico em torno do eixo da distribuicao negativa, a integral sobre s se
anula e obtemos

2
FE,:—i dz/ ds/desA_— TR LA . (32.29)
2 €

E importante notar que Fr_ tem a mesma direcao, mas sentido oposto a Fp_.
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e (3) - célculo de FE+ A forca F_, dada por (32.29), é devida a agao das cargas positivas
da rede ionica sobre os elétrons livres. O efeito dos elétrons sobre os ions é determinado pelo
principio da acao e reacao e, portanto, a forca que age sobre um trecho de comprimento L da
rede é dada por

2
Fp. = —Fp :2p—7rR2LAi. (32.30)

+ €0

e (4) - cédlculo da forga resultante sobre o fio

A forca total F que age sobre os elétrons em movimento é determinada pelos resultados
(32.22) e (32.29) e vale

2
F_ =Fp +Fp = [BIL - 2L TR*L A] i, (32.31)
€0

enquanto que a forca sobre os ions é
N N p2 ~
F,=Fgp, = [2 TR*L A] i (32.32)
€0

Assim, a forga resultante que age no trecho de comprimento L do fio vale

F=F,+F =BIL:i. (32.33)

Este resultado é conceitualmente interessante. De modo geral, a forca magnética s6 age sobre
cargas em movimento que, neste exemplo, sdo os elétrons livres. Esta forca, em analogia ao que
acontece no efeito Hall, separa um pouco as densidades de carga de sinais opostos, fazendo com
que exista uma forga elétrica entre elétrons livres e a rede cristalina. Deste modo, a forga de
origem magnética que age sobre os elétrons acaba por influenciar indiretamente os fons positivos,
apesar de eles estarem estaciondrios. Como as forgas de origem elétrica sao internas ao sistema,
elas se cancelam quando calculamos a forca resultante que age sobre todos os elementos do fio.
E deste modo que a forca magnética produz efeitos sobre o fio.

e exemplo 4: distribuicao de cargas no fio

Aqui, complementamos a discussao iniciada no exemplo anterior, calculando
(a) - o deslocamento A da densidade de carga negativa;
(b) - o campo elétrico dentro e fora do fio;
(c) - as densidadades de carga na superficie do fio;
(d) - a tensao entre lados opostos do fio.

e (a) - cdlculo de A

Se o fio sujeito ao campo magnético externo estiver preso de algum modo e impedido de se
mover, os seus elétrons livres se deslocam apenas da quantidade A na direcdo x e a forga total
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ﬁ,, eq.(32.31), que age sobre eles é nula. Se o fio estiver livre, ele pode sofrer uma aceleragao @
devida a forca F', eq.(32.33). Neste caso, para os elétrons livres, vale a segunda lei de Newton

F =m_a, (32.34)

onde m_ é a massa do conjunto de elétrons livres contidos no trecho de fio de comprimento L.
Entretanto, esta massa é milhares de vezes menor do que a massa total do fio, o produto m_ a
é pequeno e, com boa aproximacgao, podemos desprezar F_.

Assim, em ambos os casos, fazemos F_=0na eq.(32.31) e obtemos o valor de A, dado por

A= 2603[

=" 2.
ol (32.35)

que pode ser determinado em termos de grandezas observaveis. Para estimar o seu valor,
adotamos B =1T, I =1A e R = 10"2m. Em um metal, existem tipicamente, 10?® elétrons
livres por m? e, usando o valor de e dado no apéndice XXX, obtemos p = en = 1,6 x 109 C/m?3.
Empregando o valor de ¢, também dado no apéndice X, encontramos A ~ 2,2 x 10724 m. Este
¢ um valor muito pequeno, um trilhao de vezes menor que o raio de um proéton, que é da ordem
de 10~ m.

e (b) - cédlculo do campo elétrico

Na auséncia de campo magnético externo nao hd campo elétrico do lado de fora de um fio
percorrido por uma corrente, porque as densidades py e p_ sao iguais em moédulo e estao
totalmente superpostas. Na presenca de B externo, estas densidades se deslocam lateralmente,
de uma distancia A. Apesar de pequeno, este deslocamento faz com que aparecam campos
elétricos dentro e fora do fio. As eqs.(32.23) e (32.24) descrevem o campo criado pela distribuigao
positiva. O campo devido as cargas negativas pode ser obtido a partir delas fazendo p — —p e
¥ —7r— 5, para incorporar o fato que a densidade negativa tem seu eixo deslocado em relagao
a positiva. Deste modo, obtemos

E_ =- % (F— &) — dentro do fio, (32.36)
2
BPo_r (F— A) — forado fio . (32.37)
2¢ |7— A2

Como A é muito pequeno, a tultima expressao pode ser simplificada guardando apenas termos
lineares em A, escrevendo

1 1 1 2A -7
N2 = ~ — |1 32.38
F— AR 227 A+ A2 7P T ] ( )

Assim, obtemos
~ R2 |, ~ 2A.-7.
E_=- 2€o T [T A+ i (32.39)
, R? L 2N T
_QLT r— A+ 3 TF —  fora do fio . (32.40)
€ T r
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O campo resultante E é dado pela soma de Ey e E_, egs.(32.23), (32.24), (32.36) e (32.40).
Escrevendo 7 em coordenadas cilindricas como

r=r (COSH% +send l;‘) , (32.41)

temos
Eint = 2%0 Ai — dentro do fio , (32.42)
Eoxt = — ﬁ ff A <COS(20) i + sen(26) l;‘) — forado fio . (32.43)

Este campo é uniforme no interior do fio e as suas linhas estao indicadas na fig.32.6

Figura 32.6: Fio visto de frente: linhas de campo devidas ao deslocamento de cargas.

e (c) - densidades de carga A densidade de carga em um ponto da superficie do fio, deter-
minada determinado pela coordenada ¥ = R (cosf i+ send lAc), pode ser obtida por meio da lei
de Gauss, com uma superficie gaussiana S na forma de um cilindro com eixo na diregao radial
e altura muito pequena, metade dentro e metade fora do fio. A aplicacao da lei fornece

, B, B, A
#E-ﬁdS:(Eext-f—Eim-f) a=22 (32.44)
S €0

onde A é a drea da base do cilindro. Usando as egs.(32.41) e (32.42), obtemos
o=—pAcosf . (32.45)

Esta densidade é negativa para —m/2 < 6 < 7/2 e positiva nos dois outros quadrantes.

A carga negativa total contida em um trecho de comprimento L do fio é dada por

L w/2
q_——/dz/ ddRpAcosd = -2pARL (32.46)
0 —7/2
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e corresponde a um numero de elétrons dado por ¢_/(—e). Usando os valores numéricos empre-
gados no célculo de A e supondo L = 1 m, concluimos que a carga negativa total corresponde a
de 31 elétrons.

e (d) - tensao O campo elétrico no interior do fio é constante e a tensdo entre dois pontos
diametralmente opostos do fio ao longo do eixo x é dada por

; RA
AV:|E;2R:”T.

(32.47)

Os mesmos valores numéricos usados anteriormente fornecem AV = 3,3 x 1077 V.

Em resumo, notamos que os valores de A, ¢ e AV sdo bastante pequenos mas, mesmo
assim, eles estao diretamente relacionados a um observavel macroscépico, a forga F' dada pela
eq.(32.33), que age no fio como um todo.

e exercicios

1. Verifique que o resultado dado pela eq.(32.8) tem dimensao de carga elétrica.

2. Numa regidao do espago existe um campo magnético uniforme B = Bieunma placa metalica
quadrada, de lado L, espessura a, a < L, e paralela ao plano xy, arrastada com velocidade
T=vj.

a) Determine a for¢a de origem magnética que age sobre um elétron da placa.

b) Determine o campo elétrico E no interior da placa.

c¢) Determine as densidades superficiais de carga em cada uma das faces da placa.

e respostas

2. a)q F= evB /2:, sendo —e a carga do elétron.
b) E=vBk.

c) |o| =eyv B, com cargas negativas na face superior e cargas negativas na inferior.



Capitulo 33

forcas sobre correntes: aplicacoes

e forca magnética sobre um fio

Como discutimos na aula anterior, a determinacao da forca resultante sobre um fio percorrido
por uma corrente elétrica I em presenga de um campo magnético externo B envolve fendmenos
complexos, nos quais campos elétricos também desempenham um papel importante. De modo
geral, a forca magnética fqgf que age sobre um elétron no interior do fio com velocidade de
arrasto ¢ é dada por

fB.=—-eUxB. (33.1)
A expressao da densidade de corrente ] = —en v permite escrever
. 12 =
fB_=—-JjxB. (33.2)
n

Supondo que a segao transversal do fio seja .S, o niimero de elétrons livres contido em um trecho
de comprimento d¢ é N = n S df e, portanto, a forga resultante dF' neste elemento é

dFg_ =dlSjxB. (33.3)

Como esta forca é transmitida para a estrutura ionica do metal por meio de campos elétricos,
associados ao efeito Hall, a for¢a magnética resultante sobre o trecho do fio é dada por

dF =dlSjxB. (33.4)

Este resultado pode ser expresso em termos da corrente I. Para preservar a sua estrutura vetorial
notamos que, em um fio, j é longitudinal e, por isso, podemos escrever

aeSi=1dl, (33.5)

sendo que o vetor dl tem o mesmo significado do usado na expressao da lei de Biot e Savart,
eq.(29.2) [[[[[[(29-2)]]]]]]- Ele corresponde a um elemento de fio, orientado paralelamente & cor-
rente e permite que a forca de origem magnética sobre ele seja escrita como

dF =T1dl'x B . (33.6)

371
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Este é um resultado muito 1til em aplicagoes.
e exemplo 1

Uma espira quadrada rigida, de lado L, percorrida por uma corrente I, estd em presenca de
um fio infinito, percorrido por uma corrente I’, como mostra a fig.33.1. Calculamos a forca que
o fio exerce sobre a espira.

Figura 33.1: Espira quadrada com corrente e forcas devidas ao campo magnético de um
fio longo.

O campo magnético criado pela corrente I’ pode ser calculado pela lei de Ampere e, na regiao
onde a espira esté, vale

!/
B= goly : (33.7)
T

sendo y a distancia do fio ao ponto considerado.

A forga sobre a espira pode ser calculada a partir do resultado (33.6). No lado 1, d[l =dzi
e a forca sobre um elemento de fio é dada por

= o Iy . Ir .
dF, =1 |deix (B2 ) & = — 220 05 (33.8)
21 a 2w a
Esta forga é constante ao longo do lado 1 e temos
= o I r .
F=- Lj. 33.9
! 2ma J ( )

No lado oposto, o mesmo tipo de célculo fornece

= ,u,()III ~

F3=———1j. 33.10
3 o (a+L) J ( )
No lado 2, d[g =dyje
. Ir .
dFy = 10" ay; . (33.11)
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Como B depende de y, a forga total sobre este lado é

a+L ! !
— MOII A /,LOII a+L A
Fy = = 1 . 12
9 /a dy 2y i 5 || ¢ (33.12)

Finalmente, no lado 4, 1*:"4 = —ﬁg.

A forca total que age na espira é dada por

wil L2 .
27 a(a—i—L)]

F=F +F+F+F = (33.13)

e indica que ela é atraida pelo fio.

e exemplo 2

Dois fios retilineos, longos e paralelos, separados pela distancia a, sao percorridos por corren-
tes I1 e Is com sentidos opostos, como mostra a fig.33.2. Calculamos a forga entre eles.

Figura 33.2: Dois fios paralelos, com correntes em sentidos opostos.

Se considerarmos os dois fios como sendo infinitos, as forgas sobre eles também serao infinitas.
Por isso, neste tipo de problema, costuma-se calcular a for¢a por unidade de comprimento que
age sobre cada fio. Na aproximagao de fio infinito, os campos magnéticos 517 criado pelo fio 1
na regiao onde estd o fio 2 e ég, criado pelo fio 2 na regiao onde se encontra o fio 1, sdo dados
por

_ Lo [1 o
B = 3 33.14
Y ona ( )
By = otz (33.15)
2w a

Usando esses resultados na eq.(33.6), com dly = dli e dly = —dl7, obtemos as forcas que cada
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um dos fios exerce sobre um elemento do outro

. L LI, -
dF), = I, dly x By = 10122 gy 5 (33.16)
2ma
. L. LI -
dFy = Iy dly x By = M0"122 qp5 (33.17)
2w a

Assim, as forgas que agem sobre trechos de comprimento L dos fios 1 e 2 sdo dadas por

, LI L,
F=_Hozes (33.18)
2ma

= L1 I, L .
F:M012 :

2 (33.19)

2ma

Estes resultados indicam que fios paralelos percorridos por correntes de sentidos opostos se re-
pelem. Caso uma das correntes fosse invertida, estas forcas passariam a ser atrativas.

e exemplo 3: torque sobre uma espira

Em uma regido do espaco, existe um campo magnético B = Bk e uma espira quadrada, de
lado L, inclinada de um angulo 6 em relagdo ao plano zy e percorrida por uma corrente I, como
mostra a fig.33.3.

B

I3
Figura 33.3: Torque sobre uma espira quadrada percorrida por uma corrente I em pre-

senca de campo magnético na direcao do eixo z.

_'As forgas sobre os lados da espira sao calcula(jas por meio do resultado (?13.6). Usando
dly = dly i, dly = dly (cosf j +senb k), dls = —dlsi e dly = —dly (cosf j + sen B k), obtemos

A =—ILBj, (33.20)
7y = I L Bcoshi (33.21)
3 =ILBJ, (33.22)
7 = —I L Bcoshi . (33.23)
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Estas forcas estao aphcadas sobre 0s pontos médios de cada lado da espira. A forca resultante
que age sobre ela e F = F1 + FQ + F3 + F4 = 0 e, portanto, o seu centro de massa nao se
move. As forcas F2 e F4, que agem sobres seus lados inclinados, sao colineares, mas o mesmo
nao acontece com Fj e Fj e, por isso, estas produzem um torque sobre a espira. Os seus pontos
de aplicacao sao descritos pelos vetores

L. L A .
o= 52 -3 (cos@j + sen@k) , (33.24)
L. L . .
g = 3 i+ 3 (Cos@j + sen@k) , (33.25)
0 0s torques sobre a espira sao dados por
. . — L?’B A
1=m X F} = 5 [—sené?z - k:} , (33.26)
. L’B A s
7y =7 x Fh = <= [—senaz' n k} : (33.27)

As componentes na direcao ¢ sao paralelas entre si enquanto que as na dire¢do k tém sinais
opostos. O torque resultante é dado por

=7 +73=—IL*Bsenfi. (33.28)

Este resultado mostra que as forcas de origem magnética sobre a espira tendem a causar uma
rotacao em torno do eixo = e, se a espira estiver livre, esta rotacao ocorre. Como o torque
depende de sen 6, existem dois pontos de equilibrio, em 8 = 0 e em 6 = w. No primeiro deles,
o equilibrio é estavel e, no segundo, instavel. No intervalo 0 < 6 < 7, o torque é antiparalelo a
i e a espira tende a girar a no sentido de @ decrescente, hordrio. J4 no intervalo m < 6 < 27, o
torque é paralelo a i e a espira tende a girar no sentido anti-horério, segundo o qual 6 cresce.

e 0 campo da espira e o campo externo

Na situacao descrita no exemplo anterior, a espira também cria um campo magnético gesp.
Se usarmos a regra da mao direita para definir uma normal 7ies, ao plano da espira, o campo
magnético Eesp na regiao central é paralelo a 7ies,. Na configuracao mostrada na fig.33.3, onde
a espira estd inclinada de um angulo 6 em relacao ao plano xy, esta normal estd desalinhada
com o campo externo, como mostra a fig.33.4. Entretanto, se a espira puder girar livremente e
se acomodar na sua posicao de equilibrio estdvel, os vetores 7iegp € B tendem a ficar alinhados.
Quando isto acontece, o campo Eesp fica alinhado a B na regiao central da espira e desalinhado
nas demais regioes.

Esta tendéncia de os campos Be gesp sobre o eixo da espira se alinharem na configuracao
de equilibrio estavel do sistema é um efeito geral, que independe da forma da espira e pode ser
usada como uma regra intuitiva para explicar o comportamento de imas em presenca de campos
externos. Entretanto é preciso ter cuidado com a explicagao deste alinhamento, porque campo
nao age sobre campo! Este tipo de alinhamento é sempre causado pela agdo de campos sobre
correntes, ou seja, pela forca de Lorentz.
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Figura 33.4: Linhas de campo magnético: (a) externo; (b) da espira.

Como sabemos, bussolas sdao instrumentos que se alinham a campos magnéticos externos.
As mais simples sdo constituidas por agulhas metélicas imantadas, contendo &tomos de ferro.
Como discutimos na aula 28, os atomos de Fe num corpo imantado estao predominantemente
orientados segundo uma dada direcao. No que diz respeito ao campo magnético, cada atomo de
Fe é andlogo a uma espira microscopica percorrida por uma corrente. Como na agulha do ima
existem muitos dtomos de Fe, ela é andloga a um conjunto de espiras macroscépicas percorridas
por correntes. Por isso o torque produzido pela acao do campo da Terra sobre uma btssola é
qualitativamente analogo ao discutido no exemplo 3.

e motores

Torques sobre espiras sdo o principio de funcionamento de motores elétricos. Se a espira
discutida no exemplo 3 puder girar livremente em torno do eixo x e for abandonada a partir
de um angulo no intervalo 0 < # < m, o torque sobre ela tenderia a produzir uma rotagao no
sentido hordrio, cuja velocidade angular aumentaria até o angulo 8 = w. A partir dai, esta
velocidade passaria a diminuir, devido a inversao do sentido do torque. Para que a espira possa
girar continuamente, é preciso que o sentido da corrente seja invertido quando ela passa pela
situagao de equilibrio estavel. Se fizermos isto, este ponto passa a ter equilibrio instavel. Como
a espira tem inércia e chega a este ponto com alguma velocidade, a rotacao acaba por ocorrer
sempre no mesmo sentido. Na pratica, esta inversao do sentido da corrente pode ser feita por
meio de sistemas mecanicos bastante simples.

e exercicios

1. Sao dados trés fios muito longos, paralelos ao eixo x e percorridos por correntes I de mesmo
sentido. O fio 1 passa pelo ponto P; : (0,0,0), o fio 2, pelo ponto Py : (0,a,0) e o fio 3, pelo
ponto P3 : (0,0, a).

a) Determine as forcas magnéticas ﬁl, Fye _ﬁg, que agem em trechos de comprimento L dos fios
1,2e3.

b) Qual deve ser o valor da soma Fi+ Fy+ Fy?

2. Numa regiao do espaco existe um campo magnético B = Bi e uma espira circular, de raio
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R, com centro na origem do sistema de coordenadas e percorrida por uma corrente I. A normal
ao plano da espira é dada pelo vetor n = sen@j + cosf k e o sentido da corrente é relacionado
a 1 pela regra da mao direita. Determine o torque que age sobre a espira, em funcao do angulo
6. Sugestao: a solucao do problema fica muito mais facil se considerarmos um outro sistema S,
com eixos z, v/, 2/, no qual a espira esteja assentada sobre o plano 2/y/, cujos versores sao 1, j' e k'

e respostas

L B[], Be st [48], -l o]

2ma 4T a
b) Como F, Fy e F3 sao forcas internas ao sistema formado pelos tres fios, a soma delas deve
ser nula.

2. Chamando de ¢ o angulo azimutal em S’, a posicao de um ponto da espira é ¥ = R (Cosgb% +
sen ¢ j'), um elemento da sua circunfréncia é ar = Rd (—sen¢i + cosé j') e a eq.(33.6) for-
nece dF = IRB d¢ (cosg cosfi + sen ¢ cosd j' — sen¢sen91§:’ ). A contribuicao desta forga
para o torque vale d7 = I R? Bd¢(—sen?¢ senfi + sen(bcosqﬁj') e o torque total é dado por
7=—rIR?Bsenb:.
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Capitulo 34

lei de Faraday

e introducao

Nas primeiras décadas do século 19, eletricidade e magnetismo eram tratados como ramos
independentes do conhecimento. Esta situacao comeca a se alterar em 1820 quando o pesqui-
sador dinamarqués Hans Christian Oersted mostra que corrente elétrica em um fio provoca o
movimento de uma bussola. Este resultado, possibilitado pelas pilhas desenvolvidas por Volta
duas décadas antes, sugere a existéncia de algum tipo de relagao entre eletricidade e magnetismo.

O experimento de Oersted gerou grande interesse na comunidade cientifica que passou a
reproduzi-lo e a buscar explicagoes para o seu resultado. Neste contexto, Michael Faraday, pes-
quisador inglés, também motivado pela observacao de Oersted, iniciou, em 1821, uma longa
série de experimentos que, em agosto de 1931, culminaram com a observagao do surgimento de
corrente elétrica em um circuito quando, préximo dele, outro circuito era conectado ou desco-
nectado de uma bateria. Em outubro deste mesmo ano, Faraday constatou que o movimento
de um ima induz corrente elétrica em um condutor. Em sua longa busca intencional, Faraday
acabou por perceber que a indugao de corrente elétrica em um condutor é provocada tanto pela
variagao de corrente em outro como pelo movimento de imas. De fato, correntes constantes e
imas parados nao induzem correntes elétricas em circuitos.

Na época de Faraday, os fenomenos eletromagnéticos nao eram compreendidos com base nas
ideias de campos e, ao longo da historia, tiveram diferentes explicagoes. Em termos atuais,
consideramos que o experimento de Oersted estabeleceu que o campo elétrico de uma pilha gera
corrente elétrica em condutores (E — I) e esta, por sua vez, cria campo magnético (I — B)
Ja os resultados de Faraday correspondem a ideia de que apenas a variacao temporal de campo
magnético gera campo elétrico (6§ /ot — E), contetdo fisico da lei que leva seu nome.

A lei de Faraday, uma das quatro equagoes de Maxwell, tem papel muito importante na per-
cepcao de que a eletricidade e o magnetismo sao, de fato, facetas diferentes de uma inica teoria,
o eletromagnetismo. Também permite a compreensao de muitos fendmenos fisicos, dentre eles a
propagacao de ondas eletromagnéticas. Em uma perspectiva mais tecnoldgica, é esta lei que esta

379
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por tras de toda a geracao de energia elétrica em grande escala, tal como acontece em usinas.
A profunda relacao entre eletricidade e magnetismo somente fica clara com a formulagao, em
1905, da teoria da relatividade restrita de Einstein e, para compreender isto, é preciso avancar
mais no curso. No entanto, mesmo no contexto da fisica cldssica ja podemos perceber alguns
indicios desta relagao uma vez que cargas elétricas criam campos elétricos, enquanto correntes
elétricas criam campos magnéticos. Entretanto, correntes elétricas sao cargas em movimento.
Ou seja, as mesmas cargas que, em repouso, criam campos elétricos, quando em movimento ta-
mabém criam campos magnéticos. Isto d4 margem a uma relacao direta entre os campos elétrico
e magnético associada a movimento que, por sua vez, envolve relagoes entre o espago e o tempo...

e a lei de Faraday

Na forma integral, a lei de Faraday é expressa pela relacao

» B
fE-dE:—//a-ﬁdS, (34.1)

onde a integral de linha deve ser efetuada sobre um caminho fechado C' qualquer e a integral
do lado direito, sobre uma superficie orientada S, apoiada neste caminho. A relacao entre o
caminho C e a superficie S é exatamente a mesma utilizada na lei de Ampere, sendo o sentido
da normal n relacionado ao sentido de percurso do caminho pela regra da mao direita: se os
dedos da mao direita acompanharem o camlnho o polegar indica a normal. Deste modo, a lei
de Faraday relaciona a circuitacio de E sobre o caminho fechado C' ao fluxo de 9B /Ot sobre
qualquer superficie S apoiada neste caminho.

O teorema de Stokes, discutido na aula 22, permite escrever

}[E-da— //ﬁxﬁ. A dS (34.2)
C S
/ ﬁxﬁ-ﬁds——//aB.ﬁds. (34.3)

Como esta relagao vale para qualquer superficie S, podemos concluir a igualdade entre os inte-
grandos e escrever a lei de Faraday na forma diferencial, como

e a eq.(34.1) torna-se

L OB
EF=——". 4.4
V x o (34.4)

A lei de Faraday, representada pelas eqs.(34.1) e (34.4), é uma das quatro equagoes de Maxwell
e tem papel fundamental na formulagao do eletromagnetismo.
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e qual fluxo ...

E muito importante notar que o lado direito da expressao da lei de Faraday na forma integral,
eq.(34.1), representa o fluzo da varia¢ao temporal do campo magnético, <I>8§/8t e, nao, a variagao
temporal do fluxo do campo magnético, 0® 5/0t. Estas duas grandezas sao equivalentes em al-
gumas situagoes e, em outras, ndao. A apresentacao da lei de Faraday expressa em termos de
0® ;5/0t pode ser encontrada em muitos textos e tende a sugerir que o fluxo do campo magnético
tem algum tipo de realidade fisica. Ela pode causar problemas quando tratamos de mudancas
de referencial, que sao especialmente importantes em relatividade e, também d& origem a para-
doxos, que deixam de existir quando a forma dada na eq.(34.1) é empregada. Por este motivo,
a forma integral apresentada aqui deve ser preferida, uma vez que ela representa a ideia de que
o campo elétrico é, de fato, criado pela variacao temporal do campo magnético.

e campos elétricos nao-conservativos

A condicao para que um campo elétrico seja conservativo, discutida nas aulas xxx, é que

fﬁ.dazo,
C

para qualquer caminho fechado C'. J4 a lei de Faraday indica que esta condigao nao é satisfeita
quando OB/Jt # 0. Assim, os campos elétricos produzidos por 9B/0t nao sao conservativos e,
consequentemente, a eles nao se pode associar um potencial. Entretanto a expressao
dU 60 =12
=2
awv 2

para a densidade de energia do campo elétrico continua valida, pois ela se aplica a quaisquer
tipos de campo, sejam ele eletrostaticos ou nao.

e um pouco de intuicao

Para adquirir alguma intuicao acerca do modo como a lei de Faraday funciona, recorremos
ao que ja sabemos sobre a lei de Ampere. Do ponto de vista formal, as duas leis sao bastante

semelhantes:
Ampere : 7{ B.de= // {uoﬂ -ndS
C S

Faraday : fﬁ-dé’z// —8—B

Esta semelhanca indica que [— B /8t] cria E do mesmo modo como o fator [ j] cria B. Por
isso, toda a intuicdo desenvolvida no estudo da criacdo de campos magnéticos por correntes
pode ser transferida & lei de Faraday. A lei de Ampere indica que uma corrente elétrica cria um

-ndS .
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campo B com linhas circulares, com centro na corrente e orientadas pela regra da mao direita.
Usando a analogia matematica, podemos afirmar que a variacao temporal do campo magnético,
OB /Ot, cria um campo elétrico E com linhas circulares centradas nele. Entretanto, como a lei
de Faraday incorpora um sinal negativo, a orientacao da linhas de E é dada pelos dedos da mao
esquerda.

e exemplo 1

Consideramos o caso de um solenéide cilindrico muito longo, de raio a, cujo eixo coincide
com o da dire¢ao z, percorrido por uma corrente I(t) dependente do tempo

It) = at, (34.5)

onde o é uma constante positiva e t é o instante considerado. Esta corrente produz um campo
magnético B que varia com o tempo e que, por sua vez, pela lei de Faraday, da origem a um
campo elétrico. Nosso objetivo, aqui, é determinar as caracteristicas deste campo elétrico.

A fungao I(t), embora matematicamente simples, ndo é muito realista, pois é impossivel
que um circuito seja alimentado indefinidamente por uma corrente que cresce continuamente
com o tempo. Por isso, supomos que a condigao (34.5) seja vélida apenas durante o intervalo
0<t<T,onde T éum limite superior.

Esta corrente dé origem a um campo magnético que, conforme discutimos na aula 30, esta
praticamente localizado no interior do solendide cilindrico. As linhas de campo sao retas parale-
las, caracteristicas de um campo uniforme. No caso de um solen01de com n espiras por unidade
de comprimento, o campo magnético na regiao interna é dado por B = pwonl ke a sua variagao
temporal vale

0B di X

E:pgnak‘:ugnak‘ — para r<a, (34.6)
0B

5 ~0 — parar>a. (34.7)

Por isso, este sistema é formalmente, andlogo, no contexto da lei de Ampere, ao caso de um
fio cilindrico muito longo, de raio a, percorrido por uma corrente constante, distribuida unifor-
memente pela sua secao transversal, discutido no exemplo 1 da aula 30. Isto se deve ao fato
de [-0B/0t], o andlogo a [ j], estar confinado no interior de um cilindro com as mesmas
dimensoes do fio e ser, também, paralelo ao seu eixo.

No estudo da lei Ampere vimos que, no caso de um fio cilindrico infinito percorrido por uma
corrente I’, as linhas de campo magnético sao circunferéncias centradas no seu eixo e orientadas
segundo a regra da mao direita, como na fig.34.1(a). O mddulo do campo magnético para
pontos internos e externos ao fio ¢ dado, respectivamente, por |B(r < a)| = po I’ /(27 a?) e
|B(r > a)| = uoI'/ (27 r), onde r é a distancia medida a partir do eixo de simetria.
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Figura 34.1: Linhas de campo: (a) magnético do fio infinito com densidade de corrente j
constante; (b) elétrico do solendide infinito com 0B/0t constante.

O fato de as estruturas matematicas das leis de Faraday e Ampére serem as mesmas indica
que a regra da mao direita também ¢é valida para a grandeza [—85 /Ot], o que nos permite
concluir que as linhas do campo elétrico criadas pela corrente dependente do tempo no solendide
sao circulares, com centro no seu eixo. A orientacao dessas linhas é obtida colocando o polegar
da mao direita paralelamente a [~0B/8t], ou seja, no sentido contrdrio a [0B/0t]. Deste modo,
um campo variando como na eq.(34.3) cria, em todo espaco, linhas circulares concéntricas com
o eixo do solendide, com os sentidos dados pelos dedos da mao esquerda, como mostra a figura

(b).

O médulo de E é obtido a partir da lei de Faraday, eq.(34.1). Neste problema, tomando o
caminho C' sobre uma das linhas de campo e orientado paralelamente a ela, o membro esquerdo
da lei pode ser escrito como

fﬁda:%Edc:%rE. (34.8)
C C
Para calcular o membro direito daAlei, apoiamos uma superficie orientada plana sobre o caminho
C, cuja normal é dada por n = —k. Quando r < a, temos
OB . N ,
- — -ndS =— po [nak]- (—k)dS = pona dS = ponamwr (34.9)
s Ot s s
e, portanto,
E(r <o) = H57 (34.10)

Se r > a, temos

B . .
—//a-ﬁdS’:—// Lo [nak‘}-(—k)dS:,ugna// dS = pgnama? (34.11)
s Ot s s

o Hon o
E(r > =
E(r > a)| = =5

(34.12)

As direcoes e sentidos dos campos estao mostradas na fig.34.2.
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Figura 34.2: O solendide visto de frente: linhas de campo elétrico e sua intensidade em
funcao da distancia ao eixo.

e exemplo 2

Numa regiao cilindrica de raio a, no interior de um solenédide, existe um campo magnético
uniforme dado por B = Bysen(wt) k. Calculamos o campo elétrico E devido a 0B/0t em todo
0 espago.

O campo B oscila com o tempo e o mesmo acontece com a sua derivada temporal, dada por

0B

B = By wcos(wt)k — parar <a, (34.13)
0B
E:O — parar >a, (34.14)

sendo r a distancia ao eixo da regiao cilindrica. O campo elétrico induzido é calculado por
meio da lei da Faraday na forma integral, eq.(34.1). A simetria axial do problema indica que as
linhas de campo sao circunferéncias concéntricas com o eixo do solendide. Por isso, tomamos um
caminho matemaético sobre uma linha de campo, como mostra a fig.34.3. Consequentemente,
segundo as nossas convengoes, uma superficie orientada plana, apoiada sobre esse caminho tem
normal n paralela ao versor k.

Figura 34.3: O caminho e a superficie orientada utilizados na aplicacao da lei de Faraday.
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A integral de linha do campo elétrico na eq.(34.1) é dada por
]{E-dE:/Edc:E%r, (34.15)
C C

usando o fato de que | E| é constante ao longo do caminho C. O lado direito da eq.(34.1) envolve
o fluxo de 0B/t sobre a superficie S apoiada no caminho C.

No caso r < a, temos

B
- // 9B ndsS = — // Bow cos(wt) dS = — By w cos(wt) mr? (34.16)
s Ot s
e a lei de Faraday fornece
B
E(r<a)=— 02“”” cos(wt) . (34.17)

Quando o raio r do caminho C é maior do que o do solendide, OB /Ot é nao nulo apenas
em uma superficie S’ de raio a, na parte central da superficie S, como indicam as eqs.(34.13) e
(34.14). Por isso, no caso r > a, o lado direito da eq.(34.1) é dado por

)]
— // — -ndS = —/ By wcos(wt) dS = —Bywcos(wt) Ta? (34.18)
S at S/
a intensidade do campo E determinado pela lei de Faraday tem a forma

B 2
E(TZG):— 020.)@
T

cos(wt) . (34.19)

O sinal negativo nas eqs.(34.17) e (34.19) indica que o sentido de E varia com o tempo, sendo
contrario ao do percurso de C' quando cos(wt) > 0 e o mesmo quando cos(wt) < 0. Estes
resultados mostram que o campo elétrico oscila com o tempo, com frequéncia w, e é conveniente
definir uma amplitude Ey pela relacao

E = —FEjcos(wt) , (34.20)

sendo que ela tem formas diferentes nas regides interna e externa ao solendide, com

Bowr

Ey 5 — parar<a, (34.21)
By w a?
Ey = 5 — parar>a. (34.22)
r

O gréfico da fig.34.4 mostra a dependéncia da amplitude Ey com a distancia r ao eixo do
solendide.
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Figura 34.4: Amplitude do campo elétrico em fungao da distancia ao eixo do solendide.

No que diz respeito a dependéncia com o tempo, os resultados indicam que o campo elétrico
induzido oscila com a mesma freqéncia w que o campo magnético no interior do solendide.

Entretanto, estes dois campos estao fora de fase, j& que B = Bysen(wt) e E = —Ejcos(wt).
Este tipo de relacao é caracteristico da lei de Faraday, pois ela afirma que E deve estar em fase
com —0B/0t = —w By cos(wt). As linhas dos campos B e F, em alguns instantes particulares,

sao mostradas na fig.34.5.

E u E
tunﬂ t"=:ﬁ;
- By

B=0 B- k
E =-E e, vz

E
BT
/I"'_ H-—._“_\\

B
L |
B=0
E=E; g
J !
= 2%
5= 50
B=-Bpk
E=

Figura 34.5: Campos elétrico e magnético oscilantes do solendide.

E importante ressaltar que sistemas oscilantes emitem ondas eletromagnéticas, fenémeno que
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nao foi considerado neste exemplo. Assim, a abordagem empregada aqui sé vale para distancias
r < ¢T, onde ¢ é a velocidade da luz e T' = 27 /w é o periodo de oscilacdo do campo magnético.
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Capitulo 35

lei de Faraday - aplicacoes

e introducao

A lei de Faraday é uma das quatro equagoes de Maxwell. Ela foi apresentada na aula anterior
e determina a relagdo do campo elétrico com a variagao temporal do campo magnético que, na
forma integral, pode ser expressa como

fﬁ-dé:—//aB-ﬁds,

onde C' é um caminho fechado e .S, uma superficie orientada apoiada sobre ele. J4 na forma
diferencial,

T B
VXE=——.
ot

Nesta aula, consideramos algumas aplicagoes da lei de Faraday a sistemas simples, enfatizando
o seu contetdo fisico.

e exemplo 1

Um fio retilineo, muito longo, orientado paralelamente ao eixo z, percorrido por uma corrente
I no sentido z > 0, desloca-se com velocidade constante ¥/ = vj'. Devido ao movimento do fio, o
campo magnético gerado pela corrente nas suas proximidades varia com o tempo e héa a inducao
de um campo elétrico E. Neste exemplo, estudamos as caracteristicas deste campo.

A solugao deste problema pode ser encontrada sem grandes dificuldades usando a teoria da
relatividade, como mostra o exercicio xx.yy, do volume 2. Como ainda nao temos acesso a estes
métodos, aqui nos restringimos ao calculo de E em um ponto genérico P: (0,y, z), fixo no plano
yz e convencionamos que no instante ¢ = 0, o fio esta sobre o eixo z, como indica a fig.35.1.

389
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Figura 35.1: Fio com corrente constante, em movimento em relagao ao eixo z.

Usando a lei de Ampere em um instante t fixo, concluimos que a intensidade do campo B
produzido pela corrente I em um ponto que dista r(¢) do fio é dada por

B(t) = 2:(;(2) : (35.1)

com 7(t) = /22 + (y — vt)?. Sobre o plano yz, a coordenada x é nula e a regra da mao direita

permite escrever o vetor B como

>3 po I 4
Bt)=——F"— 2
() =~ g (35.2)
e a sua derivada temporal é dada por
0B po v A
— ___ 77 35.3
ot 27 (y — vt)? ! (35.3)
Usando a lei de Faraday na forma diferencial, eq.(34.4) [[[[(34.4)]]]], obtemos
= = po L v 4
E=—>-"" _ A4
Vx Bt (35.4)
que corresponde a
0E, OFE I
y o Ho-Y (35.5)

oy 0z  2r(y—vt)?’

Como o fio é muito longo, as caracteristicas do problema independem do valor de z e, portanto,
O0E,/0z = 0. Assim, a eq.(35.5) fornece

po L v po I'v
E.= |d =— K 35.6
: / Yor(y—v)? o (y—vt) (35.6)

onde K é uma constante. Ela é determinada notando que esta solugao deve ser valida para
qualquer valor de v, incluindo o caso v = 0, no qual nao hé campo elétrico. Usando E, = 0 para
v = 0, concluimos que K = 0. Deste modo, o campo elétrico induzido pelo movimento do fio é
dado por

polv -

E=Ek=—-_—-"""—"—
? 27 (y — vt)

(35.7)
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Figura 35.2: (a) Linhas de campo elétrico do fio em movimento; (b) caminho C' para
aplicacao da lei de Faraday na forma integral.

Este resultado mostra que, em um instante ¢ fixo, as linhas de campo elétrico sdo paralelas ao fio
e apontam no sentido z < 0 para (y—wvt) > 0 e no sentido z > 0, para (y—vt) < 0, como mostra
a fig.35.2(a). Em ambos os casos, a intensidade de FE diminui a medida que nos afastamos do
fio.

Para complementar esta discussao, mostramos a validade da lei de Faraday na forma integral,
adotando o caminho C' indicado na figura (b). O seu lado esquerdo é dado por

%E-déz/ﬁl-d81+/52-d€2+/ﬁg‘d€3+/ﬁ4-d84. (35.8)
C 1 2 3 4

As contribui¢bes ao longo dos lados 2 e 4 se anulam, pois neles o campo é perpendicular ao
trecho do caminho. Assim, obtemos

> wolv 1 1
E.dé= (B — E3)b= - b. .
740 ¢=(F 3) 2m [y—vt y—l—a—vt} (35.9)

Para calcular o lado direito, notamos que a normal a uma superficie plana apoiada sobre o
caminho C é n =1 e, usando (35.3), escrevemos

B b ryta I I 1 1
—/ 8-ﬁdS:/dz/ dy —F02C MOV - b, (35.10)
g Ot 0o Jy 27 (v — vt)? 2r ly—vt y+a-—vt

resultado idéntico ao da eq.(35.9).

e a geracao de correntes

As implicagoes conceituais da lei de Faraday no ambito da ciéncia sdo muito extensas e
profundas. Mas, ela tem também enorme importancia econdémica e social, j4 que estd por
tras de toda a geragao de energia em grande escala, tal como acontece em usinas hidroelétricas,
termoelétricas, nucleares e edlicas, onde turbinas transformam a rotagao de elementos mecanicos
em corrente elétrica. Antes de a lei de Faraday ser conhecida e compreendida, ndo havia energia
elétrica doméstica ou industrial. Para perceber o impacto deste fato, basta atentar para quantas
vezes por dia vocé se beneficia, como se isso fosse natural, da energia elétrica em sua vida.
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A aplicacao em larga escala da lei de Faraday a problemas praticos levou ao desenvolvimento
de alguns jargoes. Por exemplo, no caso de circuitos, é costume chamar o campo elétrico
produzido por OB /Ot de campo elétrico induzido e representa-lo por Eind. O adjetivo induzido
corresponde apenas a um jargao, que é 1til para distinguir o campo de origem magnética dos
produzidos por baterias ou cargas acumuladas nas superficies dos fios. Entretanto ele é, de fato,
um campo elétrico indistiguivel dos demais.

No estudo de correntes em circuitos, é 1til associar uma forca eletromotriz ao campo induzido,
representada por £yq e dada por

gind = % Eind : da; (3511)
C

onde C é um caminho matemaético sobre o circuito. Relembramos que a palavra forca presente
na fem apenas tem razoes histéricas, ja que a eq.(35.11) representa o trabalho do campo e, nao,
uma forca. No SI, a fem é medida em volts (V), como no caso de uma bateria.

Em problemas praticos, se estivermos interessados somente nos aspectos macroscopicos do
funcionamento de circuitos, nao é necessario obter o campo Fj,q para determinar a fem. Basta
utilizar a lei de Faraday para escrevé-la diretamente em termos de 0B/dt, como

oB

Eind = —/ — -ndS, (35.12)
g Ot

onde S é uma superficie orientada apoiada sobre o caminho C. Deste modo, podemos conhecer

diretamente a fem, sem passar pelo campo elétrico induzido.

e exemplo 2

Considere novamente o solendide discutido no exemplo 1 da aula anterior, percorrido pela
corrente que cresce linearmente com o tempo dada pela eq.(34.5) [[[[(34.5)]]]]. Uma espira
metdlica circular, de raio b (b < a) e resisténcia R é colocada no interior do solendide, coaxial-
mente, como mostra a fig.35.3. Determinamos a corrente que percorre a espira empregando as
leis de Ohm microscépica e macroscépica.

‘
SoLRNCIDE
=

e I #

Figura 35.3: Solendide cilindrico de raio a e espira circular de raio b < a.

Consideramos, inicialmente, a solugdo microscépica. A partir do resultado dado na eq.(34.10)
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[[[[[(34.10)]]]]], sabemos que a intensidade do campo elétrico no interior da espira é

,uonozb
2

Epng(r=>b<a)= (35.13)
Como as linhas de campo elétrico sao paralelas a espira, nao hé cargas eletrostaticas acumuladas
na sua superficie. Assim, pela lei de Ohm microscopica, eq.(27.7) [[[[(27.7)]]]], este campo deve
dar origem a uma densidade de corrente ] =FE /p, onde p é a resistividade do metal. Chamando
de S a secao transversal do fio que constitui a espira, obtemos uma relacao entre a corrente e a
intensidade do campo elétrico, dada por

I="=. 35.14
; (35.14)

Usando a expressao da resisténcia da espira R = p27b/S, encontramos a corrente

o n o b?

I:
R

(35.15)

No caso da solugdo macroscopica, inicialmente notamos que a lei de Ohm microscopica e a
equagao da continuidade determinam que |Ejn| é constante no interior da espira. Usando a
eq.(35.11) escrevemos

p2mh

and:jf Eing - dé = |Eipq| 27b = p|j| 2w b = I=RI. (35.16)
C

Por outro lado, empregando a eq.(35.12) juntamente com o resultado (34.6) [[[[[(34.6)]]]], obtemos

Eind = // dS = —//S monak| - [~kds] = ponart?. (35.17)

A comparagao entre estas duas expressoes fornece
RI=pynard?, (35.18)

que também corresponde & corrente dada na eq.(35.15).

Neste exemplo, as solugoes microscopica e macroscépica para a corrente I puderam ser obtidas
com dificuldades equivalentes porque a espira ¢é circular e o seu eixo coincide com o do solendide.
Este arranjo faz com que, no interior do metal, as linhas de campo induzido por oB /Ot sejam
sempre paralelas ao fio e ndo existam cargas estaticas acumuladas sobre ele, como mostra a
fig.35.4(a).

e exemplo 3

Consideremos agora uma outra espira, quadrada, de lado L, com a mesma resistividade e
se¢do transversal que a anterior, colocada no interior do solendide, como mostra a fig.35.4(b).
Para que a a resisténcia desta espira seja a mesma que a circular do exemplo 2, supomos que
L = wb/2. Desejamos calcular a corrente I’ que percorre a espira quadrada.
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Figura 35.4: (a) Espira circular e (b) quadrada, no interior do solendide cilindrico do
exemplo 1.

Neste caso, o fio da espira nao acompanha as linhas de campo induzido e temos uma situacao
andloga a que acontece quando um fio é ligado a uma bateria, discutida na aula 28. Como o
campo resultante E no interior do fio deve ser paralelo a corrente, satisfazendo a lei de Ohm
microscépica ; =E /p, devem existir acimulos superficiais de cargas, que geram um campo
eletrostatico Eq. Sabemos que existem cargas na superficie do fio, mas nao é ficil conhecer as

suas quantidades e localizacoes, o que torna a determinagao do campo £, bastante complicada.
Isto inviabiliza o cédlculo da corrente I que percorre a espira usando a lei de Ohm microscépica.

No caso da lei de Ohm macroscépica, por outro lado, o calculo da corrente é bastante simples.
Como o médulo do campo elétrico resultante £ = Ejq + E; é constante ao longo da espira,
escolhemos o caminho C sobre ela e podemos escrever

. R . AL
fE-d5:|Emd4L:p|jy4L:pS1’:31’, (35.19)
C

com R = p4L/S. Este resultado pode ser expresso em termos da fem, dada pela eq.(35.11)
pois,

fﬁ.daz 7{ Emd-dﬂf Eq-dazjf Eing - dé = Ena (35.20)
C C C c

ja que Eq é conservativo e a sua integral em qualquer caminho fechado é nula. Assim,
Ema=RI, (35.21)

como no exemplo 2.

Usando a eq.(35.12), e a eq.(34.6) [[[[[(34.6)]]]], temos

Sind:—//s(zfﬁdS:—//S [Monal%} : [—/%ds} = ponalL? . (35.22)

A corrente I’ é, portanto, dada por

2
onal
=t (35.23)
R
Este resultado mostra que a abordagem macroscépica permite que a corrente na espira possa
ser determinada sem que se conhecam os campos elétricos.
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Finalmente, para mostrar a influéncia da forma da espira sobre este resultado, o comparamos
com o dado pela eq.(35.15). Usando L = mb/2 e obtemos

I'= ZI <I. (35.24)

e exemplo 4

Consideramos a mesma espira circular de raio b do exemplo 2 mas, agora, colocada do lado
de fora do solendide, como mostra a fig.35.5. A questao que colocamos é se, nesta configuragao,
hé, ou nao, corrente induzida na espira.

SoE NG\

{ z}hu_’;
ek

Figura 35.5: Solendide cilindrico do exemplo 1, com espira (a) no seu lado externo (b)
que o envolve.

Na regiao onde estd a espira, existe um campo elétrico induzido Eind com linhas circulares
e médulo dado pela eq.(34.12) [[[[(34.12)]]]]], na aproximagao em que o solendide é considerado
muito longo. Como no exemplo anterlor ha acumulos de cargas estaticas sobre a esplra eo
modulo do campo elétrico resultante E = Emd + E é constante ao longo dela. Como E é um
campo eletrostdtico, este resultado pode ser relamonado a fem pois

fﬁ-dézjzl{ Emd-dﬂf Eq-da:jf Eing - dé = Ena - (35.25)
c C c C

Escolhendo o caminho C' sobre a espira temos

p2mh

fﬁ-dazyﬁindyzwb:pﬁmb: I=RI, (35.26)
C

sendo R = p2mwb/S.

No caso de um solendide muito longo, B pode ser desprezado na sua regiao externa e, portanto
OB/t ~ 0 para r > a, como indicado na eq.(34.7) [[[(34.7)]]]]]. Assim, o fluxo de DB/t através
de uma superficie matemética apoiada sobre a espira é nulo e, usando a eq.(35.12), concluimos
que I = 0. Ja a lei de Ohm microscépica determina que o campo resultante E é nulo em
cada ponto do interior do metal, indicando que o campo induzido Emd é cancelado pelo campo
eletrostatico Eq devido as cargas sobre a superficie do fio.

A situag@o muda radicalmente se a espira envolver o solenéide, mesmo estando fora dele,
como mostra a figura (b). Neste caso, usando o resultado (34.6) [[[[(34.6)]]]] nas eqgs.(35.25) e
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(35.26), encontramos

ponama’

I=
R

(35.27)

e exercicios

1. Considere a situacao do exemplo 3, na qual um campo magnético uniforme, dado por
B = By sen(wt) k, existe no interior de um solendide cilindrico da raio a. Determine a cor-
rente I’ induzida em uma espira de resisténcia R,

a) com raio b < a e colocada no interior do solenéide, como na fig.35.3;

b) com raio b < a e colocada no exterior do solendide, como na fig.35.5(a);

c¢) com raio b > a e colocada no exterior do solenéide, envolvendo-o, como na fig.35.5(b).

e respostas

1. a) I = Bo w T b? cos(wt) |

R . b) I=0; ) I=Bowraicos(w)

R



Capitulo 36

geracao de correntes:
Lorentz ou Faraday ?

e 0 ima e a espira

Em muitas situagoes o comportamento de um sistema eletromagnético pode induzir correntes
elétricas em outro. Por exemplo, o movimento de um ima pode gerar correntes em uma espira
em repouso e um ima em repouso também pode gerar correntes em uma espira em movimento.
Ainda que a relacdo entre estas duas situagoes possa parecer simples, o eletromagnetismo cldssico
propoe, para este fenéomeno, duas explicacoes diferentes, que dependem do referencial adotado.
No referencial da espira, o ima se move e, ao fazé-lo, induz um campo elétrico que provoca
o movimento dos elétrons livres no interior do condutor. Neste caso, portanto, o fendmeno é
explicado com base na lei de Faraday. No referencial do ima, por outro lado, o campo magnético
nao varia com o tempo e ndo existe campo elétrico induzido. A explicacido da corrente fica por
conta da forga de Lorentz, pois o deslocamento da espira faz com que seus elétrons se movam
em presenca de um campo magnético. Tais situagoes sao indicadas na fig.36.1.

Figura 36.1: (a) No referencial da espira existe OB /Ot e, consequentemente, um campo
elétrico induzido E, que gera a corrente; (b) no referencial do ima a corrente existe porque
os elétrons livres se movem sob a agao da forga F'= —e (U X B).

Esta situacao envolvendo ima e espira é uma questao classica que tem importancia histérica,

397
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pois foi abordada por Einstein na introducao do seu artigo Sobre a Eletrodinamica dos Corpos
em Movimento, de 1905, no qual ele introduz a teoria da relatividade restrita. La, ele enfatiza
que a explicacao dos fenomenos eletromagnéticos depende do referencial adotado. Este tema
é discutido em maior profundidade na aula 24 da segunda parte do curso. Nesta aula e na
seguinte, apresentamos alguns exemplos.

e exemplo 1: o fio com corrente e a espira

Um sistema é formado por um fio muito longo, percorrido por uma corrente I constante e
uma, espira quadrada, de lado L, coplanar com ele, feita com um fio de condutividade o, re-
sisténcia R e secao transversal S. O fio e a espira aproximam-se a uma velocidade constante v,
ao longo do eixo y sendo que, no instante t = 0, a distancia entre eles é a. Supomos que v < c,
para evitar efeitos relativisticos. Nesta situacao, existe uma corrente I’ induzida sobre a espira,
cuja explicacao depende do referencial adotado.

e referencial do fio

Pas J!r 3
A
lfn“
v if | [tvx®
“TTlus
&
i g - ®
* y : ‘Dﬂz _?"nl’ r‘ E’ZB
@) “mum (oD

Figura 36.2: (a) O fio e a espira, no referencial do fio; espiras ampliadas (b) com forgas
magnéticas e (c) com campos elétricos e distribuigdes de carga.

Consideramos, inicialmente, a descrigdo do fenomeno no referencial no qual o fio estd em
repouso, que corresponde a fig.36.2. Neste referencial, dB /Ot = 0 e a corrente na espira é
atribuida a forca de Lorentz. O campo magnético criado pelo fio na regiao da espira esta
entrando na folha, pode ser calculado pela lei de Ampere e sua intensidade em um ponto P
distante r do fio, vale

po !
B=—/. (36.1)
2 r
Como a espira é arrastada em presenca deste campo, aparecem forcas do tipo Finae = q¥ x B
sobre todas as cargas do metal, sejam elas fons positivos ou elétrons livres. Cada fon esta preso
na rede cristalina do metal e, por isso, nao pode se mover relativamente aos demais. Ja o mesmo
nao acontece com os elétrons livres, que sofrem as forgas representadas na figura (b). Nos lados 2
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e 4 da espira, estas forcas deslocam os elétrons transversalmente ao fio, produzindo um resultado
associado ao efeito Hall. Nos lados 1 e 3, as forcas sao paralelas ao fio e produzem deslocamentos
de cargas. Como o lado 1 estd mais préximo do fio do que o lado 3, as forcas naquela regiao sao
mais intensas e isto d4 origem a movimentos de arraste de elétrons ao longo da espira no sentido
horério, o que corresponde a uma corrente convencional I’ no sentido anti-hordrio. Entretanto,
para obter a corrente a partir das forgas, ainda hd um caminho a ser percorrido.

Nas aulas 17 e 18, ao discutirmos a lei de Ohm e correntes em fios metélicos, enfatizamos o
papel da equacao da continuidade, que determina que a corrente elétrica em um circuito deve
ser a mesma em todos os seus pontos, porque cargas nao podem se acumular continuamente
em pontos do seu interior. O mesmo acontece com a espira deste exemplo e, em cada se¢ao
transversal do fio, a corrente I’ que percorre a espira é a mesma e o médulo da densidade de
corrente é dado por j = I'/S. A lei de Ohm generalizada tem a forma

(36.2)

i=o g

onde f ¢é a forga resultante sobre um elétron livre, dada pela soma das contribui¢cbes magnética
e elétrica devida as cargas acumuladas nos varios pontos da superficie externa da espira. Como
I’ tem o mesmo valor em qualquer ponto do fio, o mesmo acontece com |;| e, portanto, | f|
é 0 mesmo em todos os lados da espira. Nos lados 2 e 4, as forcas de origem magnética Sao
transversais ao fio, o que indica que a corrente I’ nestes trechos e devida a for(;as f2 =—cEye
f4 = —e E4, produzidas por campos elétricos uniformes Ey = By ] e By=—F, 7, criados pelas
cargas distribuidas na superficie externa do fio, como indica a figura (c). Estas cargas criam,
também, campos Eie Es5 nos lados 1 e 3 e as forgas resultantes sao

— ~

fi=—e[-vB1+E]k, (36.3)
fs=—e|[-vBs+Es] k, (36.4)

onde B e Bj sao, respectivamente, os campos magnéticos nos lados 1 e 3 da espira. No caso
de f1, a componente magnética é maior do que a elétrica, enquanto que o oposto ocorre em f3.
Deste modo, a igualdade |f1| = |f2| = |f3| = |f4] permite escrever

UBleleQZng’UBg:ELL. (365)

Estes resultados dependem dos campos elétricos nos varios lados da espira, que ainda sao des-
conhecidos. Para determinda-los, recorremos ao fato que eles sao devidos a cargas acumuladas
na superficie do fio, que correspondem a um sistema eletrostatico. Por isso, para os campos
gerados por estas cargas, vale a condigao

f E-dé=0, (36.6)
C

onde C' é um caminho qualquer. Escolhendo este caminho sobre a espira, orientando-o no sentido
anti-horario e notando que os campos elétricos sao constantes sobre cada um dos seus lados,
€SCrevemos

fﬁ.dc*:[—El+E2+E3+E4]L:0. (36.7)
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Manipulando as eqs.(36.5) e (36.7), obtemos

3B+ B
Elzv( 1+ Bs) ’ (36.8)
4
By +3B
By = v(B1+3Bs) 7 (36.9)
4
By - B
By = Ey = ”(143) . (36.10)
Estes resultados mostram que |Ey| > |E3| > |Ey| = |E4| e, portanto, que as cargas induzidas

na superficie da espira devem ser as mostradas qualitativamente na figura (c). Elas permitem
reescrever a eq.(36.5) como

v (B; — Bs)

UBl—E1:E2:E3—'UB3:E4: 1 y (36.11)

indicando que as forcas por unidade de carga que agem sobre os elétrons livres sao as mesmas
em todos os trechos da espira.

Voltando a lei de Ohm, eq.(36.2), temos

B, —-B
joouBi=Bs) 14 3) (36.12)
e, escrevendo a resisténcia da espira como R = p4L/S, obtemos a corrente I’ induzida na espira
como
Lv (B — B
I'=j8= W. (36.13)

Em um instante ¢ genérico, as distancias dos lados 1 e 3 da espira ao fio longo sao dadas por
rm=a—vters=a+L—wvte, usando (35.1) [[[(85.1)]]] , obtemos

_L Mof 1 1

I —
RU 2 |la—vt a+ L —vt

(36.14)

Este resultado para a corrente foi obtido a partir da lei de Ohm microscopica. Alternativamente,
ele poderia ter sido obtido a partir da expressao para a forca eletromotriz sobre a espira. Neste
caso, a lei de Ohm macroscopica é dada por

E=RI, (36.15)

sendo & o resultado da integral
5:% [ax §+Eq} . dé (36.16)
C

onde F,; é o campo elétrico devido as cargas acumuladas na superficie do condutor e C' é um
caminho matematico tomado sobre a espira e orientado no sentido anti-hordrio. A integral do
campo eletrostatico é nula e, portanto,

Szjfvxé-daszlL—ngL. (36.17)
C
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Este resultado, juntamente com a eq,(36.15), reproduz a corrente I’ dada na eq.(36.13).

e referencial da espira
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Figura 36.3: (a) O fio e a espira, no referencial da espira; (b) espira ampliada com campos
elétricos e distribuigoes de carga.

No referencial no qual a espira estd em repouso, mostrado na fig.36.3, o fio longo se move
com velocidade U = v j e existe 0B/Jt que da origem a um campo Ej,q em todo o espago. Esta si-
tuacao foi discutida no exemplo 1 da aula 35, onde vimos que Ej,q é dado pela eq.(35.7).[[[(35.7)]]]]
como

= polv -

Bipg = ——102Y 6.1
d 2r(y —vt) (36.18)

onde y — vt é a distancia do ponto considerado ao fio em um instante ¢. Este campo é paralelo
ao fio e tem sentido oposto a sua corrente.

Do ponto de vista microscépico, a corrente I’ sobre a espira existe porque os seus elétrons
estao imersos no campo Eind. O sentido desta corrente é anti-horario, porque os elétrons do lado
1 da espira estao sujeitos a campos ao longo do fio, que sao mais intensos que os que agem no
lado 3. A situacao é bastante semelhante a discussao feita no referencial do fio. Sé que, agora,
Eing toma o lugar de ¥ x B nas eqs.(35.5) [[[[(35.5)]]]] e escrevemos

Erind — Erg = Eog = E3qg — Esind = Fuq (36.19)

onde 0s Ekq s@o0 os campos eletrostaticos, que satisfazem a condicao (36.6). As mesmas operagoes
usadas anteriormente permitem obter um resultado andlogo & eq.(36.11), dado por

(B1ind — E3ina)
4 )
que indica que as forcas por unidade de carga que movimentam os elétrons livres sdo, em modulo,

iguais em todos os trechos do fio. Como no caso anterior, a lei de ohm microscépica determina
a corrente sobre a espira como sendo

Elind - Elq = E2q = E3q - E3ind = E4q = (3620)

L (Ering — E3ind)

I' =
R )

(36.21)
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com Eind dado pela eq.(36.18). Usando este resultado com y; = a e y3 = a + L, encontramos

L /L()I 1 1

I'== —
Rv 2 |la—vt a+L—0vt

, (36.22)

que coincide com a eq.(36.14).

Para completar esta discussao, calculamos novamente a corrente na espira por meio da fem
&, usando a eq.(36.15). Neste caso, ela é dada, em termos do campo E que causa a corrente,
por

E = %E dc—j{ md+E dc-j{ Eiq - dé. (36.23)

A fem pode ser calculada por meio da lei de Faraday, escrita como

fﬁ-daz—/ %]f nds . (36.24)

e o seu calculo pode ser feito diretamente a partir do lado direito desta equacao. Usando o
moédulo de B num ponto P genérico dado pela eq.(36.1) com r = y — v ¢, escrevemos

OB wol v p

— = 1. 36.25

ot 2 (y —vt)? ( )
Para uma superflcle plana apoiada sobre o caminho C', coincidente com a espira e de sentido
anti-horario, 7 = i e, usando dS = dy dz, o fluxo de OB /8t sobre esta superficie vale

a+L
/ hdS = / 9B 1o / “OI vl (36.26)
(y—ovt)?

usando fOL dz = L. Efetuando a integral em y, obtemos

wl oL

£€=- 2 (y —wvt)|,

(36.27)

a+L_MOIvL 1 1
o7 a—vt a+L—vt

que corresponde a uma corrente I’ idéntica as obtidas anteriormente.
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® €11 resuimmo ...

O movimento relativo entre um fio longo percorrido por uma corrente I e uma espira induz,
sobre esta, uma corrente I’ que é explicada de modos diferentes, nos referenciais do fio e da
espira. Em ambos os casos, a corrente I’ é devida a forcas que agem sobre os elétrons livres
da espira. Entretanto, no referencial em que o fio estd em repouso, estas forcas tém a forma
—e [17 x B + Eq] , onde Eq representa o campo eletrostatico produzido pelas cargas acumuladas

na superficie externa da espira. J4 no referencial no qual a espira esta em repouso, as forgas sao

— —

dadas por —e [Eind + Eq} sendo Eind o campo induzido pela variagao temporal do campo B do

fio. O fato de @ x B em um referencial produzir os mesmos efeitos que Eind no outro pode ser
compreendido no contexto da teoria da relatividade e é descrito na segunda parte deste texto.
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Capitulo 37

inducao de correntes

Nesta aula, continuamos o estudo de situagoes nas quais um sistema eletromagnético induz
corrente em outro.

e exemplo 1

Um condutor em forma de U, apoiado no plano xy, sobre o qual desliza uma barra metélica,
em presenga de um campo magnético uniforme e constante B=B l%, é mostrado na fig.37.1.
Todos os condutores tém a mesma segao transversal S e condutividade o. Calculamos a corrente
induzida no circuito, supondo que a barra deslize com velocidade constante ¥ = vj' e que, inici-
almente, ela esteja na posicao y = b. Este problema pode ser resolvido por meio de abordagens
microscépica e macroscopica.

1P

*53

Figura 37.1: Circuito formado por uma barra metalica que desliza com velocidade v,
apoiada sobre um condutor em forma de U.

- abordagem microscépica

Nesta situacgao, a existéncia da corrente s6 pode ser atribuida a forca de Lorentz, uma vez que

405
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o0 campo magnético nao varia com o tempo e, portanto, nao hé campo elétrico induzido. Como
nao existe um referencial no qual todas as partes do circuito estejam em repouso, a corrente nao
pode ser calculada pela lei de Faraday.

A forca de Lorentz atua sobre todas as cargas da barra em movimento, ions positivos e
elétrons livres. Como os ions estao fixos na rede cristalina, apenas os elétrons livres dao origem
a corrente elétrica. A forca que age sobre cada elétron livre é

fB=—etxB=—cvBi (37.1)

e, se nao existisse o condutor em U, o movimento da barra resultaria em um acimulo de cargas
nas suas extremidades e em um campo elétrico E no seu interior, como mostra a fig.37.2(a). A
forca resultante sobre cada elétron seria f = —e (E+17 X E) e, depois de um tempo muito curto,
o sistema se estabilizaria. As cargas acumuladas neste processo produziriam, também, campo
elétrico do lado de fora da barra. Neste aspecto, a barra em movimento seria andloga a uma
pilha.

|

-.{éﬁ—-.
—l

+
=+

|

Figura 37.2: (a) Barra condutora em movimento em um campo magnético uniforme; (b)
sentido da corrente no circuito.

Quando a barra é arrastada sobre o condutor em U, continua a haver acumulos de cargas
nas suas extremidades e campo elétrico tanto no seu interior como fora dela. Isto faz com que,
no circuito formado pela barra e pelo trecho do condutor em U & sua esquerda, passe a haver
uma corrente elétrica. Ela deve ser a mesma em todos os pontos do circuito para que nao haja
acumulos continuos de carga no seu interior, como estabelece a equacao da continuidade. Pela
lei de Ohm microscopica, a densidade de corrente é dada por

—

f
(—e)’

onde f é a forga resultante que causa o movimento dos elétrons. Numerando os lados do circuito
como na figura (b), podemos escrever

il =1l = 15l = 1al . (37.3)

Em todos os trechos do circuito existem campos eletrostaticos Fg, produzidos por cargas acu-

(37.2)

j=o

muladas em sua superficie externa e, no lado 1 existe, também a forca fB, dada pela eq.(37.1).
Assim, temos

vB — Elq = qu == qu == E4q . (374)
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Como as cargas sobre o fio podem ser pensadas como uma distribuigao estética, o campo Ej; é
conservativo e, escolhendo um caminho matemaético sobre o circuito, cujos lados sdo a e (b+wvt),
orientado no sentido anti-horario, podemos escrever

f B, dé = —Byya-+ Eay (b+vt) + Baga+ Esg (b+vt) = 0. (37.5)
C
Manipulando este resultado juntamente com a eq.(37.4), encontramos
a+2(0b+vt)
Ei,=vB |———= 37.6
lg =Y [2m+b+vﬂ}’ (37.6)
vBa
E = E = E = 37.7
20T T T o g r b+ ut) (87.7)

Estes resultados garantem que, de fato, | f, /(—e)| tem o mesmo valor em todos os pontos do
circuito, embora os valores do campo elétrico no condutor em U e na barra sejam diferentes.

A lei de Ohm microscépica é escrita como

vBa
=0 ———— 37.8
=75t b+ ot (37:8)
e a corrente I depende do tempo, sendo dada por
vBa
I=jS=068————. 37.9
I T S at bt ot (37.9)

Para expressar este resultado em funcao da resisténcia R do circuito, notamos que num instante
genérico t, y = b+ vt e, consequentemente,

2(a+b+uvt)

R(t) = 37.10
(== (37.10)
Assim,
vBa ocSvBa
I(t) = = . 37.11
®) R(t)  2(a+b+uvt) (87.11)
- abordagem macroscoépica
A forma macroscépica da lei de Ohm é
E=RI, (37.12)
sendo a fem dada por
5:% L (37.13)
c (=€)

onde C' é um caminho fechado apoiado sobre o circuito e orientado no sentido horario e f é a forca
resultante que movimenta cada elétron livre e que tem componentes magnética e eletrostatica.
Os campos eletrostdticos £, obedecem a condicao (37.5) e, por isso, a fem é dada por

= | [#xB]-dé=vBa, (37.14)

barra
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onde a integragao é feita apenas sobre a barra mével. A eq.(37.12) fornece

I(t) = 2@? : (37.15)

idéntica & eq.(37.11). Esta corrente decresce com o tempo porque a fem é constante e a re-
sisténcia aumenta com o tempo.

e a conservagao de energia

O movimento da barra produz uma corrente elétrica e, como o fio possui resisténcia, héa dissipagao
de energia por efeito Joule. Mostramos, a seguir, que esta energia é fornecida ao sistema pelo
trabalho de uma forca externa que deve ser aplicada a barra mével para que a sua velocidade
se mantenha constante.

F<—~I-—:-IXB

. P
P s

Figura 37.3: Forga devida a velocidade u sobre os elétrons livres da barra com corrente [.

Quando a barra ¢é arrastada com ¥ = v J, os elétrons livres no seu interior possuem uma outra
Velomdade devida a corrente, designada por @. A fig.37.3 ilustra esta situagao, onde a velocidade
@=—uié dirigida ao longo da barra. Seu mdédulo pode ser extraido da relagao j —ent,
onde n é o numero de elétrons livres por unidade de volume e j = I/S. Assim,

_J _ 1
YT en T ens”

(37.16)

Este deslocamento ocorre em presenga do campo externo B e, sobre cada um dos elétrons livres
em movimento na corrente aparece uma segunda forca f,, dada por
IB .

=—elxB=—euBj=—-—"7. 1
f el x euBj <t (37.17)

No interior da barra existem n a S elétrons livres e a forga total F, sobre ela é

- IB A

F,=-naS—=-IBaj, 37.18
que é antiparalela a v’ e tende a frear a barra. Para que a barra modvel possa ser deslocada com
velocidade constante, é preciso que exista uma forca externa Feyy = —Fy,, que fornega energia a

ela. Neste caso, a poténcia fornecida & barra vale

Poy=F.-U=IBav (37.19)
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e a eq.(37.11) permite escrever
Pyt = RI*. (37.20)

Assim, a poténcia fornecida ao sistema pela forca externa é idéntica a poténcia dissipada no
circuito por efeito Joule, resultado consistente com a conservacao de energia.

e exemplo 2

Uma espira condutora, quadrada e rigida, de lado L, apoiada sobre o plano zy, com re-
sisténcia R, atravessa com velocidade constante v = v j, um eletroima, no interior do qual existe
uma regido também quadrada, de lado A > L, com um campo magnético uniforme B = Bk.
Nesta situacao, pode haver corrente na espira e, dependendo do referencial que se adote, ela
pode ser atribuida a forca de Lorentz ou ao campo elétrico induzido pela variacao temporal do
campo magnético. Este problema pode ser tratado a partir das leis de Ohm microscépica e
macroscopica mas, aqui, consideramos apenas a segunda abordagem.

e referencial do eletroima

No referencial em que o eletroima esta em repouso, o campo magnético é constante e as correntes
observadas sao atribuidas a forca de Lorentz. Existem vérias situagoes a serem consideradas,
dependendo da posicao relativa entre espira e eletroima.

e

/

e %ﬂw |

—>

Figura 37.4: A espira, entrando na regiao onde ha B, é percorrida por corrente I no
sentido horario.

- situacao a: a espira estd fora da regiao de campo, nao existem forgas nos elétrons livres da
espira e, portanto, I = 0.

- situacao b: a espira estd entrando na regiao de campo como mostra a fig.37.4. Os elétrons
livres das partes da espira imersa no campo B estao sujeitos a forgas dadas por

—

fp=—eUxB=—cvBi. (37.21)
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Ao longo do lado 1, essa forga contribui para a fem enquanto que, ao longo dos lados 2 e 4 isso
nao acontece, pois a forca é perpendicular ao fio. Assim,

I e
5—%C<_e) dc=vBL, (37.22)

onde C' é um caminho sobre a espira e orientado no sentido hordrio. A corrente na espira,
contraria ao movimento dos elétrons, é no sentido hordrio e o seu valor é obtido a partir da lei
de Ohm, como

vBL

I = . 37.23
> (37.23)

E importante notar que a forca eletromotriz é devida apenas as forcas que agem sobre o lado
1. Entretanto, a corrente existe em todos os trechos da espira, inclusive no lado 3, que esta
fora da regiao do campo magnético. Estas correntes sao devidas ao campo eletrostatico Eq,
produzido por cargas acumuladas na superficie externa da espira. A uniformidade da corrente
sobre a espira garante que a forga resultante que age num elétron é a mesma em qualquer ponto
do seu interior. As duas situagoes anteriores sao ilustradas nas figs.37.5 (a) e (b).

(c,> Sc
® \ e I 17
«B ) | .

I = ¥

< 5d e

Figura 37.5: A espira: (a) fora da regido onde hd campo magnético; (b) entrando na
regiao onde ha B , percorrida por corrente I no sentido horario; (c) totalmente imersa no
campo g, sem corrente; (d) saindo da regiao onde héa g, percorrida por corrente I no
sentido anti-horério; (e) fora da regiao onde ha campo.

- situagao c: a espira esta totalmente imersa no campo B. Neste caso, existem forcas dadas pela
eq.(37.21) em todos os elétrons livres da espira. Isso resulta em actimulos de cargas negativas
no lado 2 e positivas, lado 4, como na fig.37.5 (c). A fem na espira é nula, pois as for¢as nos
lados 1 e 3 contribuem com parcelas iguais e de sinais opostos e I = 0.

- situagao d: a espira estd saindo da regiao de campo. Esta situacao ¢ bastante semelhante a
da espira entrando na regiao de campo. Como naquele caso, nos trechos da espira que estao no
interior da regiao de campo B , os elétrons livres sofrem a agao de forgas dadas pela eq.(37.21),
aparece uma fem sobre o lado 3 da espira. A corrente é novamente dada pela eq.(37.23), mas o
seu sentido é anti-horario, como ilustrada a figura (d).
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- situacao e: a espira estd novamente fora do eletroima, nao existem forcas sobre os elétrons
livres e I = 0, figura (e).

Se considerarmos como positiva a corrente na espira no sentido horario, o seu comportamento
nas cinco situagoes descritas, em fungao do tempo, é o mostrado na fig.37.6.

Figura 37.6: Corrente I na espira em funcao do tempo ¢, tomando como ¢ = 0 o instante
em que o lado (1) da espira comega a entrar na regiao onde ha B.

e referencial da espira

No referencial em que a espira estd em repouso, o eletroima se move, o campo magnético varia
com o tempo e ha um campo elétrico induzido, consistente com a lei de Faraday. Este campo age
nos elétrons livres da espira, causando a mesma sucessao de correntes mostradas nas figs.37.5 e
37.6.

Como no caso anterior, devemos considerar cinco situagoes, andlogas as representadas na
fig.37.4 s6 que, agora, a espira estd em repouso e é o eletroima que se move. Consideremos, por
exemplo, a situagao b, na qual parte da espira esta imersa no campo do eletroima, como mostra
a fig.37.7.

A variacao temporal de B ocorre na regiao hachurada, sobre a qual o campo magnético passa
de zero ao valor final B durante um intervalo de tempo dt. Nesta regiao de transicao,

0B B B.
ot dt dt
Para aplicar a lei de Faraday, escolhemos um caminho C', sobre a espira e percorrido no sentido

anti-horario, o que faz com que uma superficie apoiada sobre ele tenha normal 1 = k. Assim,
€SCrevemos

(37.24)

. 2] B
fEind-dc*://aB-ﬁdS:[Lvdt] = wBL, (37.25)
o dt dt

notando que a integral de superficie deve ser feita apenas sobre a interseccao da regiao hachurada
com a espira, cuja area é L v dt. Do lado esquerdo desta equagao aparece a circuitagao do campo
elétrico induzido, que é idéntica a fem, ja que

5:7{ E-dazf [Eind + E] -dézj{ Eing - d, (37.26)
C C C
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Figura 37.7: No referencial da espira, ela esta fixa e o eletroima move-se para a esquerad
com velocidade v ; as areas hachuradas indicam as regioes onde houve variacao de B no
intervalo de tempo dt.

onde E é o campo resultante em um ponto do interior do fio e Eq ¢é a contribuicao das cargas
acumuladas na superficie do fio, cuja integral é nula sobre qualquer caminho fechado. A lei de
Ohm macroscépica, expressa por £ = R I, juntamente com as eqs.(37.25) e (37.26), fornece

_UBL
T

I =

(37.27)

O sinal negativo indica que a corrente flui no sentido oposto ao escolhido para o caminho C,
ou seja, que ela flui no sentido horario e este resultado é idéntico ao obtido anteriormente,
na eq.(37.23). As outras situagbes sao totalmente andlogas e também fornecem os resultados
ja obtidos, indicando que as explicacoes alternativas para a corrente da espira, baseadas na
forga de Lorentz ou na lei de Faraday sao fisicamente equivalentes, apesar de conceitualmente
diferentes. Este fato reflete a coeréncia profunda do eletromagnetismo por mudancas de refe-
rencial. De modo geral, a forca de Lorentz que age sobre um elétron com velocidade ¢ é dada
por f = —e (E + U X E) No presente exemplo, entretanto, as correntes que aparecem na espira
quando ela estd parcialmente imersa no eletrofma sao atribuidas a fz = —e (#x B) no referencial
do eletroima e a fE = —e (Eind) no referencial da espira. O significado deste campo elétrico,
que estd sendo chamado de Eind aqui, somente fica claro no contexto da relatividade, discutido
na segunda parte deste texto.

e a conservacao da energia

Na situagao discutida no referencial do eletroima, supusemos que a velocidade da espira perma-
nece constante durante o seu movimento de translacao. Como ha producao de corrente neste
processo, a conservacao de energia indica a necessidade de realizacao de trabalho por alguma
fonte externa. Nos intervalos de tempo em que hé corrente, os elétrons livres se movem com
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velocidade @ ao longo do fio, além da velocidade de arrastamento da espira ¢. Na situagao
b, quando a espira estd entrando na regiao de campo, para os elétrons em seu lado 1, essa
velocidade é 4 = —u i, e da origem as forcas mostradas na fig.37.8.

@B

-+
Jiﬂﬂj
L

=
r

uxB

Figura 37.8: Os elétrons se movem com velocidade w, sofrendo uma forga F,; as forgas
devidas a velocidade 7, também presentes, nao estao desenhadas.

A forca que age sobre um elétron no lado 1 da espira é

fu=—cixB=—cuBj (37.28)

S

e hd uma forca resultante
F,=-nLS/fr, (37.29)

onde n é o nimero de elétrons livres por unidade de volume e S é a secao do fio. O médulo da
velocidade i esta relacionada & corrente na espira por

I

= 37.30
YT ens ( )
e, usando as eqs.(37.28) e (37.29), obtemos

F,=-ILBj. (37.31)

Usando a expressao (37.23) para eliminar B, temos

_, RI? .
F,=-""73. (37.32)

v

Na situagao em que a espira entra na regiao de é esta forca age sobre o lado 1 e aponta no
sentido contrario ao movimento. Assim, para manter a velocidade da espira constante, é preciso
que algum agente externo ao sistema aplique sobre ela uma forga Fext = —F Durante todo o
processo de introdugao da espira na regiao de campo, esse agente externo fornece uma poténcia

Poy = Foe - 7= RI?. (37.33)

Como a velocidade da espira é mantida constante, sua energia cinética nao varia e esta poténcia
é dissipado por efeito Joule.
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Quando a espira estd totalmente imersa no campo, a forga que age sobre ela é nula. Ao sair
da regiao de B, aparece sobre ela uma forca também contraria ao movimento, como se espera do
principio da conservacao da energia. Neste caso, o balanco energético é idéntico ao apresentado
acima.

e exemplo 3

Uma espira condutora, quadrada e rigida, de lado L e resisténcia R gira com velocidade
angular w constante, em presenca de um campo magnético uniforme B=2B k: criado por um
eletroima como mostra a fig.37.9. Nesta situacao, também, podemos abordar o problema tanto
no referencial do eletroima como no da espira.

J_ Iq,_ \ L-/!/ (_U)

Figura 37.9: Espira girando com velocidade angular w em um campo magnético B.

e referencial do eletroima

Neste referencial o eletroima estd em repouso, o campo magnético nao varia com o tempo e a
corrente induzida é atribuida a forca de Lorentz. Em um dado instante, o angulo entre os planos
xy e o da espira é wt e a velocidade de um ponto Pp do fio, que dista d do eixo x e esta a sua
direita, é dado por

Up = wd[—sen(wt) ] + cos(wt) k] , (37.34)
enquanto que um ponto simétrico Pg, a esquerda, tem velocidade
U = wd[sen(wt) j — cos(wt) k] . (37.35)

Assim, forgas de origem magnética que agem sobre os elétrons livres localizados nestes pontos
sao dadas por

fp=—etp x B=ewdBsen(wt)i, (37.36)

fg=—eUpx B=—ewdBsen(wt)i . (37.37)
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Estas forgas agem sobre quaisquer elétrons livres da espira. Nos trechos ortogonais ao eixo z,
elas tendem a deslocar estes elétrons transversalmente ao fio, produzindo efeito Hall. Nos lados
paralelos ao eixo z, estas forcas tendem a empurrar os elétrons ao longo do fio. O resultado
global é um acumulo de cargas eletrostdticas nas superficies externas do fio e o aparecimento de
uma forga eletromotriz £, que produz uma corrente elétrica I, indicada na figura (b). Tomando
um caminho matemdtico C' sobre a espira, orientado paralelamente & corrente e usando d = L/2
nas eqs.(37.36) e (37.37), obtemos

52%(1; Ldé =2 [“’LQBZSGH(W} . (37.38)

A lei de Ohm macroscépica &€ = R I fornece a corrente I, dada por

w B L2

I:

sen(wt) . (37.39)

A presencga do fator sen(wt) indica que esta corrente oscila com o tempo. A rotagao de espiras
em presenca de campos magnéticos permite a geragao de correntes alternadas e é empregada em
usinas.

e referencial da espira

No referencial em que a espira estd em repouso, o campo magnético varia com o tempo, sendo
dado por

B(t)=B [sen(wt)j’ + cos(wt) /;:] (37.40)
Neste caso, podemos empregar a lei de Faraday para calcular a fem, usando

0B . A
o =Y B {cos(wt)j — sen(wt) k} (37.41)
e um caminho C' sobre a espira, com o sentido indicado na figura (b) e uma superficie matemética
S apoiada sobre ele, com normal n = k. Assim,

0B

£ = —/ o ndS = //wBsen(wt) dS = w B L?sen(wt) . (37.42)

Usando a lei de Ohm, obtemos novamente a corrente dada pela eq.(37.39).
e exercicios

1. Considere duas barras metdlicas idénticas 1 e 2, com comprimentos paralelos ao eixo z, que
se deslocam com velocidade ¥ = v relativamente & origem do sistema de coordenadas em uma
regiao onde hd um campo magnético uniforme e constante B = Bk. A barra 1 estd isolada e a
barra 2 desliza sobre um condutor em forma de U, como no caso do exemplo 1.

a) Determine a razao entre as intensidades dos campos elétricos Eg e El no interior das barras;
b) Explique fisicamente o resultado encontrado.
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2. Nas situagoes (b) e (d) do exemplo 2, as correntes na espira tém, respectivamente, sentidos
horério e anti-horério. Isto significa que as forcas necessarias para manter constante a velocidade
da espira nestas duas situagoes tém sentidos opostos?

e respostas

Ey __ at+2(b+vt)
1. a) Eif — 2(a+b+ut) <1

2. Nao; nos dois casos, as forcas externas realizam trabalho sobre a espira e tém a mesma
direcao e sentido da velocidade.



Capitulo 38
auto-inducao

e introducao

Nas aulas anteriores, ao discutir a lei de Faraday, apresentamos exemplos nos quais cam-
pos magnéticos varidveis com o tempo induziam correntes elétricas em espiras colocadas nas
suas proximidades. Uma caracteristica comum a todas aquelas situacoes era o fato de o campo
magnético variavel ser devido a uma parte do sistema, fosse ela um solenoide com corrente
varidvel, um fio ou um eletroima em movimento, enquanto a corrente induzida ocorria em uma
outra parte, a espira. Nesta aula, introduzimos um fenémeno relacionado, o da auto-inducdo,
que ocorre quando os efeitos do campo elétrico induzido influenciam o préprio circuito que gera
o campo magnético. Como discutimos na sequéncia, isto permite que uma corrente influencie a
si mesma. A auto-inducdo é muito comum e ocorre sempre que correntes em um circuto variam
com o tempo. Ela estd presente, por exemplo, quando ligamos ou desligamos o interruptor de
uma lampada em casa e, também, durante todo o tempo em que ela permanece acesa, pois a
corrente que a percorre varia com a frequéncia de 60 Hz. O fenomeno da auto-inducgao é con-
ceitualmente importante e estda associado a caracteristicas semelhantes a inércia. Nesta aula,
discutimos este efeito na situacao especifica de um solenoide cilindrico.

e 0 circuito com o solenoide cilindrico

Um circuito é formado por um fio de comprimento ¢, secdo transversal A e resistividade p,
parte do qual é enrolado na forma de um solenoide cilindrico de raio a, altura h, com N espiras,
como mostra a fig.38.1. Assim, a resisténcia do fio é dada por

pl
R = — 38.1
=2 (3.1
e o comprimento A do trecho que forma o solenoide vale
A=N27ma. (38.2)

417
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O fio contém uma chave c e estd ligado a uma fonte de fem &, constante e resisténcia interna
Ry, o que faz com que a resisténcia total do circuito seja R = Ry, + Rs.

il v )
4‘/ b w“”h ﬂ?“

il

0 ¢
\

Figura 38.1: Um solenoide cilindrico acoplado a uma bateria.

Com a chave aberta, ndao ha correntes no circuito. Quando ela é fechada, comeca a fluir uma
corrente, que é influenciada pela auto-indugao. Nosso objetivo é determinar esta influéncia no
comportamento da corrente com o decorrer do tempo. Se ignorassemos a auto-indugao, como

vimos fazendo até aqui, a nossa previsao seria que, imediatamente apds o fechamento da chave,
passaria a haver uma corrente constante I. no circuito, dada por

_ &
== (38.3)

Entretanto, esta previsao é incompleta. Ela nao leva em conta que a corrente que surge apds o
fechamento da chave cria um campo magnético varidvel no tempo e que este, pela lei de Faraday,
produz um campo elétrico induzido que também influencia o circuito. Esta cadeia de processos

é um exemplo de auto-indugao e o seu efeito sobre o circuito é fazer com que a corrente passe a
crescer continuamente quando a chave é ligada.

I

e a auto-inducao no solenoide

Para estudar a corrente I(t) no circuito em funcao do tempo, chamamos de t = 0 o instante
no qual a chave é fechada, e temos I(t) = 0 para t < 0. Para determinar o que acontece
quando t > 0, é preciso considerar, além da fem &, também os efeitos do campo elétrico Eind,
produzido pelo OB /0t devido a variagao temporal da corrente. Este tltimo existe em toda a
regiao ocupada pelo circuito, mas seus efeitos sao muito mais intensos nas proximidades do

solenoide. Por isso, para simplificar a discussao, supomos que o campo magnético do solenoide
seja importante apenas no seu interior.

Na situacao mostrada na fig.38.1, a corrente I(t) percorre o solenoide no sentido horario e

em um instante genérico t > 0, ela gera um campo magnético B(t) = —B(t) k no seu interior.

Usando os resultados obtidos a partir da lei de Ampere no exemplo 5 da aula 30, escrevemos

5 o N 5

B(t) = - =1tk (38.4)
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Este campo depende do tempo e, pela lei de Faraday, d4 origem a um campo elétrico induzido
Eind, que existe dentro do solenoide, fora dele e, também, sobre o préprio fio metélico que
o constitui. Este fio estd enrolado em forma de uma hélice, cujo passo é muito pequeno se
comparado com a altura h. Por isso, para simplificar os cdlculos, supomos que cada volta do fio
do solenoide possa ser aproximada por uma espira circular fechada.

sCATIPO PE

= PERAUE SO
DA CORRRNT D; CAMIAIAG

== O

Figura 38.2: Uma espira do solendéde com os sentidos da corrente I, do caminho C' e da
normal a superficie orientada S.

Para calcular Eind sobre uma destas espiras, tomamos um caminho matematico C' no interior
do fio, orientado paralelamente & corrente, como indica a fig.38.2 e apoiamos sobre ele uma
superficie matematica orientada S, cuja normal é n = — k. Usando o resultado (38.4), a lei de
Faraday permite escrever

f Eind -dé = 27 aEmd
C

OB _ . o N dI po N ma? dI
s Ot [~k dS ﬂq[ } ° a5

e, portanto, a intensidade de Ej,q é

,LL()Na dl
Ein = - -
d 2h  dt

(38.6)

O sinal negativo nesta equagao é importante e indica que o campo elétrico induzido é anti-
paralelo ao caminho da fig.38.2. Assim, se ndo houvesse Einda a corrente no fio naquele instante
seria maior do que ela realmente é, pois Eind se opoe ao crescimento da corrente I. Este é o
efeito da auto-inducao, que corresponde a uma acao da corrente sobre ela mesma.
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e a fem induzida e a auto-indutancia

O campo elétrico induzido pela variacao da corrente da origem a uma forga eletromotriz
induzida &4, expressa por

gind = % Eind ' dEv (387)

sendo C' um caminho fechado que, em principio, passa pelo interior do fio e da bateria. En-
tretanto, como o campo elétrico Eind é muito mais intenso na regiao do solenoide, a fem &g
pode ser aproximada usando o resultado (38.5) ao longo do trecho de fio que o constitui, cujo
comprimento é \, dado na eq.(38.2).

Assim, &g corresponde a N vezes a contribui¢do de uma espira, dada pela eq.(38.5) e
escrevemos

gind = N%E_'ind'dé‘a
C

_ po N? 7 a? al
[h ]dt' (38.8)

O fator que multiplica dI /dt neste resultado depende apenas de g e de caracteristicas geométricas
do solenoide e representa a sua auto-indutancia, que costuma ser designada pelo simbolo L. No
SI, sua unidade é o henry, representado por H, sendo H=Vs/A. Assim, no caso do solenoide,

dl

&ina = —L i (38.9)
NZ 2
L= % (38.10)

e a corrente

A corrente no circuito em um instante ¢ > 0 é determinada a partir da lei de Ohm ma-
croscépica &€ = R 1, sendo R a resisténcia total do circuito e £ = &, + Eing. Assim, a lei de Ohm
macroscopica corresponde a equacao diferencial de primeira ordem

dI
E=&—-L—=RI. (38.11)
dt
Este resultado é interessante porque mostra que I é linear com dI/dt. A corrente elétrica I no
circuito é determinada pela solucao desta equacao, que pode ser reescrita como
dl & R
—=—=—-=1. 38.12
dt L L ( )
Para obter a sua solucdo, é conveniente usar provisoriamente uma nova variavel Y = I — &,/ R,
que fornece
ay R
— =——=Y. 38.13
dt L ( )
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Nesta equacao, dY/dt é proporcional a Y e a sua solugao é a exponencial
Y =~e RUL (38.14)
onde v é uma constante arbitraria. Assim, a corrente I é escrita como

&
I(t) = ﬁb +ye RL (38.15)
Esta é a solugdo mais geral possivel da equagao (38.12), sendo vélida para qualquer valor da
constante v, sendo este fixado pelas condigoes iniciais do problema em questao. No presente
caso, no instante ¢ = 0, quando a chave é ligada, a corrente é nula. Impondo a condi¢ao 1(0) =0
na eq.(38.15), temos
. gb gb

0)=F+7=0 = y=-—. (38.16)

Assim, a corrente no circuito em fungao do tempo é dada por

I(t) = %’ [1 - e_Rt/L] . (38.17)

Para explicitar o conteido deste resultado, é conveniente reescrevé-la como

I(t) — @ _ @ e—Rt/L

38.18
b honyL (38.1)

para tornar mais claro que a corrente I(t) envolve duas contribuigoes. A primeira delas é dada
por &,/R, independe do tempo e corresponde a corrente I, dada na eq.(38.3). J& a segunda
é proporcional a uma exponencial, que decresce de 1 em ¢t = 0 até zero em ¢t — oo. Este
decréscimo é determinado pelo fator L/R presente no expoente, que tem dimensao de tempo.
Na pratica, a exponencial é importante apenas durante tempos da ordem de poucas unidades
de L/R. Por exemplo, para t =4 L/R, temos exp(—Rt/L) = exp(—4) = 0.018, um valor que ja
é pequeno. Assim, as caracteristicas do solenoide, incorporadas na indutancia L, sdo relevantes
para o funcionamento do circuito apenas para valores de t inferiores a ~ 10 L/R. Para tempos
mais longos, tudo se passa como se o solenoide nao existisse. O fato de o tempo caracteristico
para o desaparecimento da exponencial depender de L indica que a auto-indugao é responsavel
pelo tempo que a corrente no circuito leva para se estabilizar no valor I.. Maior o L, maior a
demora. E, no limite L — 0, a estabilizacao seria instantanea. E importante notar que este
tempo depende também de R, que representa a resisténcia de todo o circuito, incluindo a bateria,
o solenoide e o fio externo a ele. Deste modo, o tempo caracteristico de estabilizacao resulta de
um compromisso entre o solenoide e o restante do circuito. O comportamento da corrente em
funcéo do tempo é mostrado na fig.38.3.

e ordens de grandeza

Para termos uma ideia das ordens de grandeza das quantidades discutidas no exemplo ante-
rior, consideramos o caso de um indutor cilindrico com 2 cm de raio e 10 cm de altura, enrolado
com 1.000 voltas de fio de cobre de secdo transversal A de 0,1 mm?, ligado a uma bateria com
&, = 9V e resisténcia Ry, = 4. A resistividade do cobre a 20°C é p = 1,7 x 1078 Qm. O
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Figura 38.3: A corrente em fungao do tempo, com a chave fechada em ¢ = 0.

comprimento da parte do fio que forma o solenoide é A = N 27w a = 125, 7m, o restante dele tem
1,3m e, portanto, o seu comprimento total é £ = 127m. A resisténcia Ry = pl/A = 21,6,
somada & da bateria corresponde a um valor total R = 25,6 . O valor de L, obtido a partir
da eq.(38.10), usando o valor de g do apéndice XXX, é L = 1,58 x 102 H. A escala tipica de
tempo deste problema é dada pela razao L/R, que vale 0,62 x 1073s. Assim, j4 para tempos
da ordem de poucos milésimos de segundo, a corrente é muito préxima do valor assintdtico

I=&/R=9/256=0,35A.

e desconectando a bateria

Considere o circuito mostrado na fig.38.4, formado pelo mesmo solenoide e mesma bateria
considerados anteriormente. A novidade é que, agora, a chave ¢ permite que o solenoide seja
desconectado da bateria e, no mesmo instante, conectado a um resistor de resisténcia R,.

1‘ Z ; "“T {/ B ®,__ ?

§= e — | &= = |

. = —

| | . ‘

=1 L=
@ Gy 3 remsd

Figura 38.4: Indutor conectado: (a) a bateria; (b) ao resistor.

A bateria é ligada ao solenoide em ¢ = 0 e, em ¢ = T, a corrente que percorre o circuito,
obtida a partir da eq.(38.17), é dada por

I(T) = % [1 - e_RT/L} . (38.19)

No instante ¢t = T acionamos a chave, desconectamos a bateria, conectamos o resistor ao sole-
noide e, para t > T, a resisténcia muda de R = Ry, + R para R’ = R, + R e a corrente no
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sistema passa a ser determinada pela lei de Ohm na forma

E=Epw=-L—=RT. 38.20
a=-L% (35.20)

O mesmo procedimento adotado anteriormente determina a solugdo geral desta equagao dife-
rencial, dada por

I(t>T)=ne /L (38.21)

sendo 7 uma constante arbitraria. Para fixd-la, impomos que a eq.(38.19) deve ser igual & (39.21)
em t =T, obtemos

_ & —RT/L| _R'T/L
=2 [1 e } e (38.22)
e, portanto,
I(t>T)= % [1 - e_RT/L} e"R (t=T)/L (38.23)

Este resultado indica que, depois que a bateria é desconectada, a corrente tende a zero exponen-
cialmente. Aqui também, a escala de tempo para o desaparecimento da corrente é determinada
pelo fator L/ R/, presente no expoente. O comportamento da corrente em fun¢ao do tempo, no
intervalo 0 < ¢ < oo, é mostrado na fig.38.5 (a).

Ca) Cl)

Figura 38.5: (a) A corrente em func¢do do tempo; (b) correntes e campos nos instantes ¢;
e tQ.
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Na fig.38.5 (b), mostramos as caracteristicas da corrente I(t) e do campo magnético B(t) nos
instantes t; e to da figura (a). Nestes dois instantes, as correntes, dadas por

_ &% _ o~ Rt/L
I(h) == [1 e } , (38.24)
I(t) = %’ [1 - e_RT/L] e (t2=T)/L (38.25)

tém o mesmo sentido e os campos B(t1) e B(t2) sao paralelos. Entretanto, o mesmo nao acontece
com as derivadas destas grandezas. No caso das correntes,

di(ty) _ & —puL

2
7 7 , (38.26)
dl(t2) _ & _g-1)/L

-2 . (38.27)

Como em t1, dI /dt tem o mesmo sentido de I e OB /Ot é paralelo a B , 0 campo Eind é contrario
a corrente e atrapalha o seu crescimento. J& em to, dI/dt tem sentido contrario a I e B /Ot
¢ antiparalelo a E, fazendo com que Eind seja favoravel a corrente e contribua para a sua
manutencao. Esta caracteristica repercute na forma da fem induzida, dada por

Emalty) = &, e L (38.28)

End(tz) = — &, e B -D/L (38.29)

sendo explicitada pela mudanca de sinal de um caso para o outro. E interessante notar que,
nos instantes ¢ = 0 em que a bateria é introduzida e t = T', quando ela é desconectada, temos
Endt=0)=& e &t =T) = =&,.

e auto-indutancia e inércia

A discussao precedente, apesar de centrada em um solenoide particular, tem caracteristicas
muito gerais, pois a auto-inducao é um fendmeno que estd presente em qualquer circuito onde
existe uma corrente que varia com o tempo. Ela é particularmente importante nos circuitos
elétricos que sao abertos ou fechados e, também, nos alimentados por fontes de tensao varidvel
com o tempo.

A auto-indugao é devida ao seguinte encadeamento de efeitos:
- se, em um circuito, existe uma a corrente elétrica I(t) que varia com o tempo, ela cria um
campo magnético B (t);
- 0 campo é(t), por variar com o tempo d& origem, pela lei de Faraday, a um campo elétrico
Eind em todo o espago, proporcional a dI/dt;
- o condutor pelo qual a corrente passa fica imerso no campo Eing que, juntamente com outros
campos, passa a influenciar a corrente I(t), por meio da lei de Ohm.

Deste modo, a corrente I(t) influencia a si mesma. E importante notar que esta sequéncia
de efeitos é légica e nao, cronologica. Com isso, queremos dizer que ela representa apenas um
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modo de descrever o que acontece e nao, uma sucessao temporal de eventos, ja que todos os
efeitos mencionados ocorrem simultaneamente.

O campo Ei,q sempre se opde a variacao dI /dt da corrente, seja dI/dt > 0 ou dI/dt < 0, e
estd diretamente relacionado a fem &,q. E por isso que esta é escrita como

dl
Ena =—L a0 (38.30)
envolvendo um sinal negativo explicito, sendo a auto-indutancia L uma constante de propor-
cionalidade. No estudo de circuitos elétricos, a auto-indutancia é associada a um elemento
conhecido como indutor e representada pelo simbolo mostrado na fig.38.6.

— LT DO =

Figura 38.6: O simbolo do indutor em circuitos.

A auto-inducao esté presente em qualquer tipo de circuito, sendo que é apenas o valor de L
que se altera de um caso a outro. Nenhum circuito aceita mudancas de corrente instantaneas.
Variagoes de correntes levam tempos caracteristicos para ocorrer, que sao proporcionais a L.
Maior o L, maior o tempo que a corrente leva para variar, tanto para aumentar como para
diminuir. Este comportamento evidencia uma semelhanca entre L e a massa m de um corpo,
que é associada a sua inércia.

Os efeitos da auto-indugao assumem muitas faces. Uma delas se manifesta quando abrimos
chaves. Considere novamente o circuito mostrado na fig.38.1. Ao fecharmos a chave, o compor-
tamento da corrente é o dado na fig.38.3. O que acontece, naquele circuito, quando a chave é
aberta depois de algum tempo? Esta situagdo parece ser contraditéria pois, se a auto-inducao
obriga a corrente a continuar fluindo no mesmo sentido, existe um hiato no condutor que impede
o transporte de elétrons livres por meio do metal. O que acontece neste caso é que a corrente
continua de fato a fluir, s que na forma de uma faisca que salta pelo ar na regiao do vao metalico.
Este tipo de faisca pode ser observada em interruptores domésticos, quando ligamos ou desli-
gamos computadores da tomada e, principalmente, quando acionamos a chave geral de uma casa.

e exercicios

1. Este é um teste para a sua intuicdo. Considere o solenoide descrito no exemplo 1. Sem
consultar as expressdes mateméticas, como varia o tempo para que a corrente I, = &,/R seja
atingida, quando

a) o raio do solenoide é dobrado?

b) o raio do fio é dobrado?

¢) a altura do solenoide é dobrada?

2. Considere o processo descrito na fig.38.5 e:
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a) determine a funcao &pnq(t), no intervalo —oo < t < 00;
b) esboce um gréfico de &ipq(t) em funcao de ¢.

3. Considere o grafico da fungao I(¢) da corrente de um circuito contendo um solenoide, mos-
trado na fig.38.3. Quais seriam as mudangas naquele grafico quando

a) a auto-indutancia L é dobrada?

b) E, em seguida, a resisténcia R também é dobrada?

4. Na aula 36 mostramos que o movimento relativo entre um fio retilineo e uma espira quadrada
produz correntes I’ nela. Naquela abordagem, o efeito da auto-inducao da espira foi ignorado.
Discuta qualitativamente o que acontece com a corrente na espira quando este efeito é conside-
rado.

e respostas

2. a) &na=0, parat<0; Ema = —Ep e BYL  para 0<t<T;
Ema =&y [1— e BI/L] =B =D/l para t>T.
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auto-inducao - campos...

e introducao

A auto-indugdo é um fenémeno muito importante que, na aula anterior, foi estudado por
meio de forgas eletromotrizes e da lei de Ohm macroscépica. Nesta aula, aprofundamos aquela
discussao, enfatizando o papel dos campos elétricos. Esta abordagem, que nao é muito comum,
permite entender como a influéncia de um indutor nao fica restrita a regiao onde ele estd e pode
se estender a pontos mais distantes de um circuito. Para fixar ideias, retomamos o caso do
solendide cilindrico da aula anterior.

e 0 campo resultante no interior do fio

Consideramos novamente o circuito da aula anterior, formado por uma bateria e um solendide
cilindrico, ligados por um fio contendo uma chave, mostrado na fig.39.1.

No estudo dos campos elétricos, é mais conveniente descrever as propriedades da bateria pela
diferenca de potencial V}, entre os seus polos ao invés da fem &,. Quando a chave estd aberta,
vale a relagao V4, = &, e, quando ela esta fechada, temos

Ry

=—¢& . 1
%N R &y (39.1)

A corrente neste circuito, obtida na aula anterior, pode ser escrita como

I(t)=0 parat <0, (39.2)
I(t) = Y {1 - e_Rt/L} parat > 0. (39.3)
Ry

Quando correntes fluem através de circuitos elétricos, nao ocorrem acimulos espontaneos de
cargas de sinais opostos no seu interior. Segundo a equagao da continuidade, esta ideia determina

427
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Figura 39.1: Um solendide cilindrico acoplado a uma bateria; pelos pontos A e B passa
um plano matemaético que divide o circuito em duas regioes.

que a corrente elétrica deve ser a mesma em todas as secoes transversais do condutor que forma
o circuito. Para descrever esta caracteristica espacial da corrente usamos a palavra uniforme.
Assim, os resultados (39.2) e (39.3) descrevem correntes uniformes sobre o circuito, mas nao,
constantes no tempo.

Se conhecermos a corrente em um circuito, podemos obter o valor do campo elétrico resultante
FE no interior do condutor metdlico usando a lei de Ohm microscépica. Como, neste caso, a secao
transversal A do fio ndo varia de um ponto a outro, o médulo da densidade de corrente,
- 1(t)

@l == (39.4)

¢ uniforme sobre o fio. J4 a lei de Ohm microscépica afirma que, em cada ponto, vale a relacao,

jiy= £ (39.5)

t
p

—

onde E(t) é o campo resultante. Assim, a equagdo da continuidade e a lei de Ohm permitem
afirmar que

pI(t)

E®] =~ (39.6)

Usando as eqs.(39.2), (39.3) e Ry = p{/A, obtemos
|E()| =0 parat <0, (39.7)
|E(t)] = ‘Zb [1 — e_Rt/L} parat > 0. (39.8)

Estes resultados se aplicam a qualquer ponto do interior do condutor metélico. E importante
ressaltar que esta afirmagao sé vale para |E(t)|, j4 que o vetor E(t) resultante é sempre paralelo
a j(t) e alinhado ao fio. Consequentemente, sua dire¢ao e sentido mudam de ponto a ponto.
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Os resultados (39.7) e (39.8) permitem conhecer o campo resultante em fungao do tempo.
Para prosseguir, precisamos determinar a contribuicao do campo elétrico induzido Eind a este
campo resultante. Por isso, na sequéncia, discriminamos as origens das varias componentes dos
campos elétricos.

e campos em t <0

A diferenca de potencial V}, entre os seus polos da bateria estd associada a um campo Eb, que
existe em todo o espaco, tanto fora quanto dentro dos condutores metéalicos. Um dos efeitos de
Eb é produzir acumulos de cargas nas superficies externas do condutor metélico, que criam um
campo Eq, também eletrostatico. Devido a existéncia de pontas metalicas na chave, o campo
E ¢é particularmente intenso nas suas proximidades. Os campo E’b e E sao eletrostaticos e se
superpoem em todo o espaco.

Com a chave aberta, esta superposu;ao tem caracteristicas muito particulares na regiao interna
ao fio. De fato, o campo resultante E=Ey+ Eq = 0 em qualquer ponto do interior do condutor
metalico e, por isso, nao ha corrente no circuito. Quando a chave é fechada, as cargas na
superficie do fio, em especial as proximas as pontas abertas da chave, se redistribuem muito
rapidamente, o campo Eq se altera e passa a existir uma corrente I(t), dada pela eq.(39.3), que
ainda é nula em t = 0.

e campos em ¢ — o0

Com a chave fechada, o médulo do campo no interior do fio é dado pela expressao (39.8),
que envolve a soma de dois termos com dependéncias temporais e significados diferentes. A
contribuicao da auto-indugao decresce exponencialmente com o tempo e, para t — 0o, 0 campo
torna-se constante, \E | = E.. Este campo constante é determinado pelas contribuigoes Ey, da
bateria e Eq7 das cargas acumuladas na superficie do condutor e, em cada ponto, E, = Eb +E é
paralelo a E. Para tempos grandes, ele é responsavel pela existéncia de uma corrente constante
I. = &,/R = W/ Ry no circuito.

—

e o0 campo Fj g

A estrutura da parte dependente do tempo do campo E(t) é o foco desta discussao. Esta
componente representa um efeito efémero, devido a auto-inducao e tem sentido oposto ao campo
resultante E, como indica o sinal negativo na eq.(39.8). Ele é o mais intenso possivel em ¢t = 0,
quando a chave é fechada e, a partir dai, decresce exponencialmente. O solendide tem papel
especial nesta discussao e, por isso, é conveniente cortar a fig.39.1 por um plano matematico
passando pelos pontos A e B, e chamar de regiao 1 a parte da esquerda, que inclui a bateria, a
chave e os trechos retilineos de fio e de regiao 2 a da direita, que contém o solendide.

O tratamento do solendide cilindrico da aula anterior foi baseado na suposicao, bastante
razoavel, de que o campo magnético B no seu interior é muito maior do que na regiao externa e,
para simplificar a discussao, este foi desprezado. Com esta aproximagcao, o campo magnético fica
confinado a regiao 2. Entretanto, o mesmo nao acontece com o campo elétrico Eind, induzido
por B /0t, que existe em todo o espago: dentro do solendide, sobre as suas espiras metdlicas e,
também, fora dele. Em todos estes casos, as linhas de campo sao circunferéncias, com centro no
eixo do solendide.



430 CAPITULO 39. AUTO-INDUCAO - CAMPOS...

Os efeitos de FEji,q sobre a corrente nas regides 1 e 2 sao muito diferentes. Na regiao 2, o
campo FEj,q no interior do condutor, tem direcao paralela ao fio, sentido contrario a corrente,
modulo

pwo N a dI
2h dt’
e, como discutimos na aula anterior, sua influéncia sobre o funcionamento do circuito é determi-
nante. Ja na regiao 1, as linhas deste campo, que cruzam os condutores metélicos obliquamente,
tendem a produzir acimulos de cargas sobre as suas superficies externas e nao influenciam sig-

nificativamente a corrente. Por isso, nesta regiao, os efeitos devidos a Fj,q sdo incorporados a
E,.

| Eina| = (39.9)

Esta é uma caracteristica geral. Em um sistema no qual o campo magnético estd bastante
concentrado no interior de um solendide, a influéncia do campo elétrico induzido Ej,q sobre a
corrente é importante apenas nas partes do fio que constituem as suas espiras e nao, nas demais.

e uma aparente contradicao

Segundo a discussao anterior, o campo Eind influencia o comportamento da corrente I(t), dada
pela eq.(39.3), apenas na regiao 2. Por outro lado, de acordo com a equacao da continuidade,
esta corrente é uniforme sobre todo o circuito e, portanto, em cada instante, deve ser a mesma
nos condutores das regioes 1 e 2.

A consisténcia entre estas duas afirmacoes decorre de um mecanismo interessante. Quando
um indutor estd presente em um circuito, a variagao de B no seu interior é acompanhada por um
pequeno, mas importante, acimulo de cargas na secao tranversal do condutor nas vizinhancas
dos pontos A e B. Como mostramos adiante, estas cargas sao positivas em A e negativas em
B e, por isso, correspondem a um dipolo elétrico. Deste modo, o campo Edip que elas criam
estd distribuido em todo o espago, tanto fora como dentro dos condutores. Se considerarmos
as cargas como eletrostaticas, podemos também atribuir a elas uma diferenca de potencial Vpy
entre os pontos A e B.

Por este motivo, os actiimulos de carga +qqip(t) em A e —qqip(t) em B simulam os efeitos de
uma bateria de tensao varidvel, que tende a diminuir a corrente na regiao 1 e a aumenta-la na
regiao 2. E este mecanismo que permite que a corrente seja uniforme em todo o circuito.

e 0s campos durante a auto-inducao

O processo de auto-inducao é mais importante logo apds o fechamento da chave. No interior
dos condutores da regiao 1, temos

—

Ei(t) = [Eb + By + Eap| (39.10)

sendo F}, o campo produzido pela bateria, F, devido as cargas acumuladas na superficie externa
e Egp a contribuicao do dipolo. Na regiao 2, no interior do fio do solendide, além destas
contribuicoes, existe o campo induzido Ej,q e escrevemos

Es(t) = [Eb + Eq + Edip + Eind} )

- [Eb + By + Edip] L+ Find (39.11)
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A uniformidade da corrente no circuito e a lei de Ohm garantem que o médulo do campo
elétrico E(t), dado pela eq.(39.8) é o mesmo em qualquer ponto do interior do fio. Como FEjpq
¢é antiparalelo a Fs podemos escrever

L %

By + By + Euph = [1 - e*Rt/L} : (39.12)
= == = _ W% “RY/L

By + Ey + Eaiplz — | Binal = = [1 —e } . (39.13)

As eqs.(39.9) e (39.3) permitem escrever |Eiq| como

Einal = =57~ 7R Rl = 2 B Ri/L) (39.14)

onde usamos o resultado L = pg N?wa?/h dado em (38.10) [[[(38.10)]]] e o comprimento do fio
no solendide A = N 27 a. Assim, a eq.(39.13) fornece

S 2 o Vi (R
|Eb + Eq + Eaipl2 = 7'0 [1 + <ARf — 1> —Rt/L} : (39.15)

Observe que, nesta expressao, { R/A Ry > 1. Comparando este resultado com a eq.(39.13),
aprendemos que a combinacdao de campos Eb + E + Edlp é descontinua na interface entre as
regioes 1 e 2, indicando a existéncia de uma dlstrlbul(;ao de cargas em torno do ponto A.

e as densidades superficiais de carga

A densidade de carga o4 na interface entre as duas regioes é determinada por meio da lei de
Gauss elétrica. Para tratar o problema formalmente, é conveniente definir um versor 4, paralelo
a densidade de corrente jnas vizinhancas do ponto A, para que o carater vetorial dos resultados
(39.12) e (39.15) seja explicitado e escrevemos

= o o= Wi .

(Eb + E, +Edip)1 = 7b [1 — e_Rt/L] o, (39.16)
L. W ‘R “RijL] -

Eo+E, +Eg,) =— |14 — —1 . 1

( b + q + d1p>2 / |: + <)\Rf > u (39 7)

Aplicando a lei de Gauss sobre uma superficie fechada S, envolvendo a distribuigao de cargas,
mostrada na fig.39.2, e lembrando que as normais a ela nas regides 1 e 2 sao, respectivamente,
N1 = —U e g = U, esScrevemos

ﬁﬁ-ﬁdé‘
S

{—\Eb + Ey + Eaiph + | By + Eg + Ediplz} S

. VbR 7Rt/L _UAS
- {ARfe §=722 (39.18)
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Figura 39.2: O fio em torno do ponto A e os campos no seu interior, nas regioes 1 e 2.

Assim, obtemos uma densidade positiva, dada por

Vi R
o4 = € Aszf e RY/L (39.19)

Usando a eq.(39.14), podemos também escrever
o4 = €g Eina - (39.20)

Este ultimo resultado é muito interessante pois, nas proximidades da interface, os campos F,
criados por esta distribuicao de carga sao dados por

. E
E,=— 12“d a, na regido 1 , (39.21)
. E
E, =+ ‘;d a, na regiao 2 . (39.22)
Como na regiao 2 existe um Eind = —FEinq 0 o efeito global da indugao na interface, dado pelo

campo e pela densidade de carga, é continuo sobre a interface.

Para o ponto B, o mesmo tipo de célculo fornece 04 = —opg, como esperado em um fio neutro.
Como as cargas nos pontos A e B, sdo iguais e opostas, na jungao do solendide com o fio aparece
um dipolo elétrico, cuja carga depende do tempo. Este dipolo estd disposto em paralelo com
a bateria e, por isso, ele tende a boicotar o efeito dela, enfraquecendo as correntes. As cargas
presentes neste dipolo sdo grandes no instante inicial, fazendo com que a corrente no circuito
seja nula, e diminuem a medida que o tempo avanca, permitindo que a corrente aumente grada-

tivamente. Depois de um tempo grande, o dipolo induzido desaparece e a corrente se estabiliza
no valor I, = W, /Ry.

e circuitos

Até este momento do curso, falamos de resistores, baterias, capacitores e indutores, discutindo
isoladamente as caracteristicas de cada um destes elementos. Entretanto, circuitos formados pela
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juncao de varios deles em configuragoes diferentes tém grande importancia pratica e, por isso,
é necessario conhecer as equagoes que determinam os comportamentos de cargas e correntes
no seu interior. O circuito mais simples que envolve todos os quatro elementos mencionados é
o conhecido como RLC em série, mostrado na fig.39.3, e o seu funcionamento é discutido em
detalhe na segunda parte do texto.

'..l\l’l’""é; r \,——«{ [

—— P
\,_,_ﬂ,,,.—: C =
——\

) )

Figura 39.3: (a) Os elementos do circuito;(b) o circuito RLC.

Nés, aqui, tratamos apenas de uma importante questao preliminar. Numa situagao como
a da figura, mesmo antes de a chave ser fechada, a influéncia da bateria ji se estende sobre
todo o circuito, devido as cargas acumuladas nos seus polos. Isto provoca o acimulo de cargas
nas superficies externas dos condutores, incluindo as placas do capacitor e as pontas abertas da
chave. Cada uma destas cargas cria um campo elétrico em toda a regiao onde esta o circuito,
exercendo forgas sobre todas as demais. O resultado deste complexo jogo de interagoes é fazer
com que o campo elétrico resultante seja nulo em todos os pontos internos dos condutores
metalicos e, consequentemente, que nao haja corrente.

Quando a chave é fechada, as distribuicoes de cargas existentes em suas pontas desaparecem
e passa a haver corrente no circuito. Simultaneamente, a resisténcia dificulta a sua circulagao,
cargas de sinais opostos se acumulam nas superficies internas do capacitor e a auto-inducao
opera no indutor. Com isso, estes elementos tornam-se ativos, passando a influenciar todo o
circuito. No caso do capacitor, isso acontece porque as cargas de sinais opostos existentes nas
suas placas criam campo elétrico tanto no vao entre elas como nas demais regides do espaco,
devido aos efeitos de borda. No caso do indutor, sao as densidades de carga de sinais opostos
existentes nas suas extremidades que distribuem a sua influéncia por todo o espago, por meio
de campos elétricos. Assim, em um circuito, todos os elementos contribuem simultaneamente,
por meio de interagoes elétricas para o comportamento da corrente.

e exercicios

1. Faca um grafico das intensidades dos campos elétricos da bateria E}, e induzido no interior
do fio Ei,q, em funcdo do tempo, para a situagao representada na fig.39.1. Interprete os seus
resultados para t ~ 0 et — oo.
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Capitulo 40

energia do campo magnético

e introducao

Em qualquer circuito alimentado por uma bateria, é ela que fornece energia ao sistema. En-
tretanto, o destino desta energia depende dos componentes do circuito. Se ele é formado apenas
por um resistor, toda a energia fornecida pela bateria é dissipada na forma de calor, por efeito
Joule. Se, além do resistor, houver um indutor no circuito, parte da energia fornecida pela
bateria fica acumulada no sistema. Isto acontece porque, nO Processo de auto- mdugao quando
hé corrente I em um condutor, pela lei de Ampere, I — B e, portanto, dI/dt — aB/at pela
lei de Faraday, 0B /Ot gera Eina. Este campo d4 origem a uma forca f = —e Ejna, que age sobre
cada elétron livre do condutor e realiza trabalho, modificando a energia do sistema. Nesta aula,
discutimos a relacao entre auto-inducao e energia.

e balanco energético

O balango energético de um circuito percorrido por uma corrente, no qual a auto-inducao
é importante, envolve varios tipos de energia. Para discutir este balanco, retomamos o caso
tratado na aula 38, formado por um fio de comprimento ¢, se¢do transversal A e resistividade p,
parte do qual é enrolado para formar um solenoide cilindrico de raio a, altura h, com N espiras,
alimentado por uma bateria de fem &} e resisténcia interna R},, mostrado novamente na fig.40.1.

A partir do instante em que a chave é fechada, o campo elétrico Eb da bateria, juntamente com
0 campo Eq das cargas acumuladas nas superficies metalicas, causa forcas sobre os elétrons livres
do condutor, fazendo com que eles se movam e, consequentemente, hé realizacao de trabalho.
Com esta corrente, passa a existir um campo magnético B , que nao existia anteriormente. Deste
modo, o fechamento da chave acarreta, necessariamente, um oB /Ot nao nulo, que dé origem a
um campo elétrico induzido Eind. Este campo também atua sobre os elétrons livres, boicotando
o crescimento da corrente e realizando trabalho. Por isso, neste circuito, além da dissipagao de
energia por efeito Joule, ha, ainda, uma energia associada a auto-indugao.

435
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Figura 40.1: Indutor conectado a uma bateria.

Para estudar este encadeamento complexo de efeitos, dividimos a discussao sobre o que
acontece com o fluxo de energia no circuito ao longo do tempo em duas partes. Inicialmente,
mostramos que a energia fornecida pela bateria durante um certo tempo é maior do que aquela
dissipada por efeito Joule. Em seguida, discutimos a energia associada a auto-indutancia.

e a bateria e o resistor

Considerando que a chave tenha sido fechada no instante ¢ = 0, a corrente que percorre o circuito
em um instante posterior 7' é dada por (38.17) [[[(38.17)]]]

I(t) = % (1—e—Rt/L) , (40.1)

onde R ¢é a sua resisténcia total e L, a auto-indutancia do solenoide. Para calcular a energia Uy,

que a bateria fornece ao sistema entre os instantes t = 0 e T, partimos da expressao da poténcia
instantanea

By(t) = & I(1) (40.2)

€ escrevermmos

T T
U, = / dth(t):/ dt & 1(t)
0 0
T 2 2
_ & —re/LY _ b L _ryt
—/OdtR<le >—Rt+Re .

© B [r L ()] (03)

Ja a poténcia dissipada por efeito Joule no resistor é

T

Pr(t) = RI(t)? (40.4)
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e a energia correspondente entre os instantes 0 e 7" vale

T T 2
_ _ &, A
Ur = /0 dtPR(t)_/O dtRﬁ<1—e )

- T
_ & L _peyp € 2RUE
= 2l g <26 -
L 0
Eg [ L _RT e 2RT/L 3
— b= |9 /- 2 . 40.
R —l—R ( e 5 5 (40.5)

Estes resultados mostram que Uy, é diferente de Upg, indicando que nem toda a energia fornecida
pela bateria é dissipada pelo resistor. A diferenca entre esses dois valores é dada por

L &
Uy — Ug 5 ng [1 —2¢ RT/L 4 e—QRT/L}
_ L gg —RT/L 2
- 2 R? [1 —¢ ] (40.6)

e corresponde a um nimero positivo, mostrando que, até o instante T', a bateria fornece mais
energia ao sistema do que a dissipada pelo resistor.

e a energia do indutor

Para interpretar a diferenga entre U}, e Ug, usamos a lei de Ohm macroscépica, eq.(38.11)
[[[(38.11)]]], que tem a forma

E+Ena=RI, (40.7)
dl

Eind =—L —, 40.8

R (403

Multiplicando a eq.(40.7) por I e usando (40.2), (40.4) e (40.8), obtemos
dl

P,—LI— = Pp. 40.9
b a F (40.9)
Reescrevendo este resultado como
d [LI?
P,=P — | — 40.10
b R+dt[ 5 ] ) ( )

isolamos, em lados distintos da equacao, a poténcia fornecida pela fonte e aquela absorvida pelo
circuito, tornando explicita a conservacao da energia. Ele permite, também, identificar uma
energia Up, associada ao indutor, dada por

Up = , (40.11)

j& que, na eq.(40.10), dUp/dt corresponde a uma poténcia. Usando a expressdao (40.1) na
eq.(40.6), podemos constatar a conservagao da energia, escrita na forma

U,—-Ur=Upg. (40.12)
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A energia Up nao é dissipada mas, sim, armazenada no indutor. Isto fica mais claro quando
expressamos I em termos da intensidade B = pug N I/h, eq.(??), do campo magnético no interior
do solenoide e usamos o valor de L = g N2 7 a?/h, dado na eq.(38.10) [[[(38.10)]]], pois podemos
reescrever a eq.(40.11) como

B2

Up = [ra®h TR (40.13)

O fator [7a?h] corresponde ao volume do interior do solenoide que é a regido ocupada pelo
campo magnético e, por isso, este resultado sugere que a energia Upg, armazenada no indutor,
estd acumulada na forma de campo magnético, com uma densidade volumétrica dada por

dUp B2

—— = 40.14

av 2 o ( )
Este resultado foi obtido no contexto de um caso bem definido, o do solenoide. Entretanto, ele
é muito geral. Sempre que houver um campo magnético numa regiao do espaco, ha ali uma
energia magnética, cuja densidade é dada pela eq.(40.14).

e a energia do campo

Onde ha campo, seja ele elétrico ou magnético, ha uma densidade de energia. Em ambos os
casos, as densidades volumétricas sao dadas por

dUg __ €0 E? dUp B?

av = 2 AV 2pg

A importancia relativa destas duas formas de energia depende do problema tratado. No caso
de cargas paradas, s6 existe dUg/dV enquanto que, no caso de correntes constantes dUpg/dV é
mais importante. J& no caso da luz do Sol que chega a Terra, como discutimos na segunda parte
do texto, cada um dessas densidades representa metade da energia incidente, pois dUg/dV =
dUg/dV .

A importancia conceitual destes resultados também é muito grande. Ondas eletromagnéticas
que se propagam no vacuo tém inércia e possuem momentos linear e angular. Sem terem massal
Ao introduzir estas ideias na fisica, o eletromagnetismo abriu caminho para uma compreensao
nova do mundo, que sé ficou clara com a teoria da relatividade.

e exemplo 1 - energia magnética de um solenoide toroidal

Um solenoide toroidal, de secao retangular, com raio interno a e externo b, altura h e N
espiras, é percorrido por uma corrente I, como mostra a fig.40.2. Calculamos a energia magnética
do toroide de dois modos diferentes: usando a auto-indutéancia determinada a partir da fem,
eq.(8), e a densidade de energia magnética armazenada no sistema, eq.(14).
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Figura 40.2: Toroide: vistas (a) lateral e (b) superior; (c) detalhe de uma espira.

- calculo a partir da fem

Como a fem é devida a variacao temporal de B, precisamos obter o valor desse campo no interior
do solenoide. Para isso, usamos a lei de Ampere, escolhendo um caminho C; circular, de raio
a < r < b, concéntrico com o toroide, mostrado na figura (b) e obtemos

Jq{ B-de=pyNI — 2rrB=pgNI (40.15)
1
e, portanto,
po N
B = I 40.16
2w r ( )

A fem auto-induzida numa tnica espira de lados (b — a) e h é dada por

Eind = E-da——// 9B as. (40.17)
Cy So 8t

Para o calculo do lado direito, usamos a superficie orientada Ss, apoiada num caminho Cs, que
passa pelo interior do fio, mostrado na figura (c), percorrido no sentido indicado, com normal
apontando para fora da folha. Com estas escolhas, podemos escrever

/ @.ﬁds :/ %dgz// MONﬂdS
S 815 S 8t S 2w r dt

poNdI [P b1 N
= — [ dz [ dr- =
2 dt Jy e T 2m

Assim, a auto-indutancia por espira é

bl dI
hln|—| — . 40.1
n[]dt (40.18)

a

Nh
Lesp = M027r

In [b] (40.19)

a

e a auto-indutancia total vale L = N Leg, € é dada por

N2%h b
L= “02 In H . (40.20)

™ a
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A energia acumulada no solenoide é obtida a partir da eq.(40.11) e vale

ILL(]NZh

Up = 47

In [Z] . (40.21)

- calculo a partir da densidade de energia

A energia magnética estd armazenada no campo no interior do solenoide, como indica a
eq.(40.13). Este campo, calculado pela lei de Ampére tem a intensidade dada pela eq.(40.16).
Lembrando que o elemento de volume em coordenadas cilindricas é dV = r dr df dz escrevemos

o = [l [5] = o [ o | (200)]
_ /dz/drgﬂ {W :2] _ ”Og:h In m 2. (40.22)

Este resultado é, como esperado, idéntico ao da eq.(40.21).

e exercicios

1. E dado um sistema composto por duas cascas cilindricas muito longas, coaxiais, de raios a e
b > a, percorridas por correntes I, iguais e em sentidos opostos. Detemine:

a) a energia magnética contida em um trecho de comprimento ¢ deste sistema;

b) a auto-indutancia deste trecho do sistema.

e respostas



Capitulo 41

corrente de deslocamento

e uma inconsisténcia

As leis do eletromagnetismo envolvendo campos, que estudamos até aqui, s@o expressas pelas
quatro equagoes diferenciais

lei de Gauss elétrica V- E="2 , (41.1)
€0
S o B
lei de Faraday VxE= —%—t , (41.2)
lei de Ampére VxB= 1o 7 s (41.3)
lei de Gauss magnética V-B=0. (41.4)

Estudamos, também, a equacao que representa a conservagao da carga elétrica e que, na forma
diferencial, é dada pela

equacao da continuidade = (41.5)

Estas equagoes abrangem muitas facetas importantes do eletromagnetismo. Mesmo assim,
elas ainda nao constituem a sua estrutura tedrica porque existe uma inconsisténcia entre a lei
de Ampere e a equagao da continuidade. Para explicitar isto, calculamos o divergente de ; a
partir da equagao (41.3), escrevendo

O (U
V']—%V-(VXB>. (41.6)

Usando o resultado geral
V- (Vx1)=0, (41.7)

-

valido para qualquer campo vetorial @Zj , demonstrado no apéndice XXX, concluimos que \2 7 =0.
Este resultado é inconsistente com a eq.(41.5), cujo lado direito pode ser nao nulo.

441
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e a lei de Ampere-Maxwell

A inconsisténcia entre a equacao da continuidade e a lei de Ampere pode ser eliminada pela
introdugao de um termo nesta iltima, de modo que ela passe a ser escrita como

- OE
J+ €+

6X§Z/J,Q It

(41.8)

O termo [y E/Ot] é chamado de densidade de corrente de deslocamento e a eq.(41.8) é co-
nhecida como lei de Ampere-Mazwell na forma diferencial. Esta modificacdo da lei de Ampere
resolve o problema da inconsisténcia com a equacao da continuidade, como podemos constatar
calculando o divergente de ;

I 1 = /= =\ = OE 0 /o =
= —v. B)— N2 ) = - 7( E) A1,
Vij= ¥ (VX v (60815) 057 (V (41.9)
usando o resultado (41.7). Recorrendo a lei de Gauss elétrica, eq.(41.1), obtemos
- o ap
j=-2 A1.1

que é a equagao da continuidade.

A lei de Ampere-Maxwell também pode ser expressa na forma integral, usando o teorema de
Stokes, discutido na aula 22. Assim, obtemos

fou-
C S

Em ambas as formas da equacdo de Ampere-Maxwell, a densidade de corrente j aparece somada
a variacao temporal do campo elétrico, indicando que essas duas grandezas sao totalmente
equivalentes quanto a sua relacdo com o campo magnético. Assim, tanto uma distribuicao de
corrente elétrica como uma variacao temporal de campo elétrico criam campo magnético.

i+ 608;] 7 dS . (41.11)

O termo [eg OE/0t] nas eqs.(41.8) e (41.11) foi chamado de corrente de deslocamento por
razoes histéricas mas, de fato, ele nao corresponde a um transporte de carga elétrica. Apesar
disto, o fato de ele aparecer somado a [;] nas duas equacoes indica que o seu efeito na criacao
de B é o mesmo da da corrente usual. Consideremos, por exemplo, uma superficie cilindrica
com eixo paralelo & dire¢ao z. Se, no seu interior, houver uma densidade de corrente [; = |;| k ]
ou, alternativamente, uma densidade de corrente de deslocamento [ eg OF /0t = |eg OE /0t| k ],
as linhas de campo magnético no seu exterior sao circulares e centradas no eixo do cilindro, com
sentido dado pela regra da mao direita, como mostra a fig.41.1.

e as equacoes de Maxwell

Foi Maxwell quem modificou a lei da Ampere, introduzindo a corrente de deslocamento. Ao
fazer isso, ele tornou o eletromagnetismo uma teoria consistente, sem ambiguidades internas e
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¥R,

CT.T:) CT‘-

(
|

(=) (¥

Figura 41.1: Linhas de campo magnético criado por (a) [ ] ]; (b) [ e OE /0t .

o sistema
lei de Gauss elétrica V-E= % , (41.12)
lei de Faraday VxE= —if , (41.13)
lei de Ampere—Maxwell V x B = poj + po€o %lj , (41.14)
lei de Gauss magnética V-B=0. (41.15)

é conhecido como equac¢des de Mazwell, na forma diferencial. A consiténcia deste sistema tedrico
tem consequéncias muito importantes. Foi ela, por exemplo, que permitiu compreender a luz
como uma onda eletromagnética.

e correntes através de capacitores

Além de estabelecer a consisténcia interna da teoria do eletromagnetismo, a equacio de
Ampere-Maxwell, também, elimina incoeréncias que podem ser causadas pelo uso da lei de
Ampere em alguns sistemas, sendo os mais comuns os circuitos que envolvem capacitores. Como
discutimos nas aulas XXX, capacitores sao formados por placas metdlicas que nao se tocam, o
que impede o fluxo de carga entre elas.]|]] Ainda assim, correntes podem fluir através do circuito,
devido a indugao de cargas de sinais diferentes nas placas do capacitor.

A fig.41.2 mostra um capacitor e trechos de fios metélicos, partes de um circuito maior, e
trés superficies matematicas orientadas fechadas Si, 52 e Ss3, usadas para aplicar a equacao da
continuidade na forma integral, escrita como

e d in
%j-ﬁds—— Ztt , (41.16)

onde ¢inq € a carga interna a superficie S. No caso da figura, devido ao fato de a normal 7 ser
orientada para fora de S, o lado esquerdo da equacao vale —I para uma corrente que entra na
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Figura 41.2: Capacitor visto de perfil e superficies fechadas 57, 5> e Ss.

superficie e +I para uma que sai dela. Aplicando a eq.(41.16) a superficie S, e chamando de
Ig a corrente no fio esquerdo, encontramos

Qs

41.17
=2 (41.17)

—Ig =
ou seja, Ip = dQg/dt, onde Qg > 0 é a carga contida no interior de S;. No caso do capacitor,
ocorre indugao entre as duas placas e esta carga QQr fica acumulada na placa esquerda do
capacitor, como mostra a figura. Assim, a carga que flui pelo fio fica acumulada na placa do
capacitor.

A inducédo entre as cargas nas placas do capacitor faz com que a carga na placa da direita

seja p = —Qg. Por isso, aplicando a equacao da continuidade a superficie Sy, temos
dQp dQp
In = — Iy = 41.18
b dt DT ar (41.18)

e, portanto, comparando com (41.17), concluimos que I = Ip. Assim, devido & indugao de
cargas nas placas, a corrente que chega ao capacitor ¢ igual a que sai dele. Ou seja, apesar do
espaco aberto entre as placas do capacitor, a corrente flui através do circuito.

A mesma conclusdo poderia ter sido obtida empregando a equacgdao da continuidade & su-
perficie S3. Neste caso, teriamos

d(Qe +Qp)

—Ip+1Ip=— 7

=0. (41.19)

Exemplos envolvendo capacitores sao apresentados a seguir.

e exemplo 1 - Ampere x Ampere-Maxwell

Consideremos um circuito no qual uma bateria estd ligada a um capacitor feito por placas
planas, paralelas e circulares de raio R como mostra a fig.41.3(a). Quando a chave ¢ é fechada,
uma corrente flui pelo circuito até que o capacitor fique totalmente carregado, apesar de as
placas do capacitor estarem separadas uma da outra. Calculamos o campo magnético no ponto P
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mostrado na figura num instante em que a corrente vale I(¢). Tomamos o ponto P suficientemente
proximo do fio para que este possa ser considerado infinito e que os campos das outras partes
do circuito possam ser desprezados. Neste caso, temos a situagao esquematizada na figura (b),
onde as placas do capacitor sdo mostradas de perfil.

l!_ ,:‘———@—7 = "ﬂ—kl: 1

P

|
*r L e
| Ji s |

L _f@ I——— -
P 7

(& (b)

Figura 41.3: Capacitor de placas paralelas (a) ligado a uma bateria; (b) visto de perfil.

Quando a corrente flui, as linhas de campo magnético B nas proximidades do fio sao circulares,
com centro nele. Para calcular a intensidade deste campo em um ponto P a uma distancia r do
fio, consideramos um caminho C sobre a linha de campo qua passa por este ponto e orientado
paralelamente a ela. Na aplicacdo da lei de Ampere-Maxwell na forma dada pela eq.(41.11),
uma vez determinado o caminho C, qualquer superficie cuja fronteira esteja sobre ele pode ser
empregada e todas elas devem fornecer o mesmo resultado. Se isto nao acontecer, a lei fica
ambigua. Nesta discussao, consideramos as superficies orientadas Sp, 52 e S3, mostradas na

fig.41.4,
|
! s
£ I ‘t_‘ Domssita T, It
- 1 l“""‘
s:nm'cm 5 ) E Ir I\ 2 F...'.'i
\ \ ) camiNgD ©
chMINGD C \ wnenaz s,
A %
() : o)

Figura 41.4: Caminho C' e superficies orientadas apoiadas sobre ele: (a) Sp, na forma de
um disco plano; (b) Ss, com forma parecida a um cesto de palha, cuja boca é C; (c) S,
com forma parecida a um grande cesto de palha, cuja boca é C.

Para evidenciar a inconsisténcia da lei de Ampere neste caso, consideramos, inicialmente, a
superficie S1 apoiada sobre ele e furada pela corrente I. O cédlculo baseado nela fornece

fé.dazsz:uo// j-ndS=pol (41.20)
C S1

e, assim,

B(r) = Mol (41.21)

27
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O caso da superficie Sy, apesar de ter a forma de um cesto de palha, é equivalente a superficie
S1, porque ambas sao furadas pela mesma corrente, o que permite escrever

// j‘-ﬁdsz// j-ndS =1 (41.22)
Sl SQ

e obtemos para B(r) o mesmo resultado da eq.(41.21). A superficie S3, também apoiada em
C, com a forma de um cesto maior, nao é furada por nenhuma corrente porque ela passa pelo
espaco vazio no interior do capacitor. Aplicando a lei de Ampére a esta superficie, temos

yfé-da:%rB:uo// j-ndS=0, (41.23)
C S3

o que fornece B(r) = 0, em contradi¢ao com o resultado (41.21).

A introdugao do termo de Maxwell [ eg OE /0t | na lei de Ampere elimina esta contradicdo.
Isto ocorre porque a auséncia de uma corrente I que possa furar a superficie S3 é compensada
pela presenca de um campo elétrico dependente do tempo entre as placas do capacitor. Na lei
de Ampere-Maxwell, no que diz respeito a criacdo de campo magnético, [;] eleo OF /Ot ] sao
equivalentes. No presente exemplo, mostramos que o fluxo de [ ,ugf} sobre as superficies S e
Sy ¢ igual ao fluxo de [ g €g OE /0t ] sobre a superficie Ss.

.P\L, |

-

L 3 -_*-‘
o= | —=-
-

=3

{H

Figura 41.5: Capacitor de perfil, com superficie S3 e linhas de campo elétrico.

A lei de Ampere-Maxwell pode ser aplicada em todas as situagoes. No caso da superficie

S1, temos
fﬁ-dé’z 27r7°B:,uo//
C S1

- uo//& m A dS = o 1 (41.24)

como na eq.(41.20). O resultado para S; é totalmente andlogo.

. OB .
]‘1’605 ndS

No caso de S3, notamos que em um instante no qual as cargas nas placas do capacitor sao
+Q(t) e —Q(t), com Q(t) > 0, a lei de Gauss determina que a intensidade do campo elétrico na
regiao entre elas é dada por

B = @0 (41.25)

TR2¢y’
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com direcao e sentido indicados na fig.41.5 e, portanto,

dE(t) dQ(t)/dt
= . 41.26
dt T R? ¢ ( )
A eq.(41.17), decorrente da equacao da continuidade, mostra que o fator dQ(t)/dt é igual a

corrente I(t) e

dE(t) I(t)
Tl o (41.27)
Por isso, sobre a superficie S3, a equagdo de Ampere-Maxwell fornece
q - E ]
%B-dé’: 27T7"B:,u0// j—i—eoa— -ndS
C S ot ]
OE [ OE
= — | -ndS = — | 7R*=pol. 41.28
/vto//s3 €0 o1 n Ho _60 ot ™ Ho ( )

A introdugéo da corrente de deslocamento na lei de Ampere elimina as suas inconsisténcias. Se
escolhermos as superficies S1 ou So, a existéncia do campo magnético é atribuida a corrente
elétrica, enquanto que, se optarmos pela superficie S3, ela é atribuida a corrente de desloca-
mento. O importante é que qualquer dessas opgoes leva ao mesmo resultado final.

e exemplo 2 - capacitor no caminho da corrente: calculo de B

Retomamos uma parte de um circuito, formada por um fio longo e retilineo, interceptado por
um capacitor de placas planas, préximas entre si, circulares, de raio R, mostrado na fig.41.6,
para calcular o campo magnético nos pontos P, P2 e P3, quando o circuito é percorrido por
uma corrente /. As linhas de campo que passam por esses pontos sao circulares, com o sentido
dado pela regra da mao direita.

;j | [
t )

RS RIAOZ

Figura 41.6: Parte de um circuito formado por um fio longo e por um capacitor de placas
paralelas.

Para o cédlculo do campo magnético no ponto P;, usamos a lei de Ampere-Maxwell e um
caminho C}; sobre a linha de campo que passa por ele, orientada paralelamente a B. No caso
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de P;, escolhemo uma superficie orientada plana Sp, usamos o fato que OF /Ot = 0 sobre ela e

temos
_ - OF
7{ B-dc = 2%&31:// woj + to€o —| - ndS
(ol S1 (9t
- // [uoﬂ-ﬁdb‘:uo] (41.29)
S1
e, portanto,
po !
B =—. 41.30
'™ ona ( )

’
CaMyubo & — SHPELFIZ ®

Sa

Figura 41.7: Caminho Cj e superficie (a) Sy e (b) S} utilizadas no calculo de Bs.

Para o cdlculo de B no ponto Py, empregamos duas superficies alternativas Sz e S5, mostradas
na fig.41.7, supondo que o campo elétrico do capacitor fique totalmente confinado em seu interior.
No caso de SS9, escrevemos

75 B.dé = 27rbB2://
CQ 52
- // [Moﬂ.ﬁdszuof, (41.31)

So

pois OF /Ot = 0 sobre ela. Assim, concluimos que

- OF
HoJ + Mo €0 =

-nd
5 ndS

_ ol

By = .
27 9nb

(41.32)

Considerando a superficie alternativa S% e, notando que a direcao e o sentido de dE /dt sao
os mostrados na fig.41.8, temos

B . E
%B~d€= 27Tb32=// Moj—i—,u,()E()a]-deS
Oy s ot

2 L

- Il

ot

OF | OF
Fo o -ndS = p g — m R? (41.33)
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x
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|

Figura 41.8: Direcao e sentido de E ede 0E /Ot entre as placas do capacitor

ja que j é nulo sobre S} e OF /Ot s6 é nao nulo na regiao r < R. Para calcular OF /Ot, usamos
o fato de que, no interior do capacitor, a intensidade do campo E é dada por

o Q
=2 _ ’ 41.34
€ emR2 ( )
onde @ é a carga no capacitor. Assim,
dE  (dQ/dt)
—_ =" 41.35
dt eo ™ R2 ( )
Pela equacao da continuidade, a corrente I é dada por
dQ
=< 41.36
o (41.36)
e, portanto,
dE I
—_— = 41.37
dt €T R? ( )
Reescrevendo a eq.(41.33) como
2nbBs = o I, (41.38)
obtemos novamente
I
— Kot (41.39)

By = .
7 onb
Deste modo, mostramos que o valor do campo magnético no ponto P2 nao depende da particular
superficie apoiada sobre o caminho C5 usada no célculo.

Finalmente, o campo magnético no ponto P3 é calculado usando a superficie Ss3, plana,

mostrada na fig.41.9 (a), o que permite escrever
- - OF

% B.-dé¢ = QWngz// woj + po€o — | - ndS
Cs Ss | ot

- Il

2
a (41.40)

. oF
-ndS:,uoean(f:,uofﬁv

OF |
e 22
Ko €o ot
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(o)

camndo C C&)

Figura 41.9: Caminho C e superficies utilizados no calculo de Bj

usando a eq.(41.37). Assim, obtemos.

_wola
2T R2

Bs (41.41)
O mesmo resultado também pode ser obtido usando as superficies S5 e S%, mostradas nas figuras
(b) e (c) e os calculos sao deixados como exercicios.

O contetido importante deste exemplo é que o cédlculo do campo magnético por meio da lei
de Ampere-Maxwell pode ser feito de muito modos diferentes, mas o resultado é sempre livre de
ambiguidades.

e exemplo 3 - corrente com simetria esférica

Uma quantidade de carga @) positiva é abandonada em um ponto P e, devido a repulsao ele-
trostatica, elas passam a se mover radialmente. Este fluxo de particulas carregadas corresponde
a uma corrente elétrica com simetria esférica e discutimos o campo magnético criado por ela.

Num instante qualquer ¢, a quantidade de carga na regiao interna de uma esfera matematica
de raio r com centro em P é Q(t) < @ e a equagao da continuidade permite escrever

—‘W:ﬁj-ﬁdszjmr?. (41.42)
O vetor j no ponto 7 é dado por
- dQ(t)/dt .
= - — 41.4
J drr2 ( 3)

onde 7 é o versor da dire¢ao radial, sendo d@/dt < 0, uma vez que a carga positva diminui no
interior da esfera. O campo elétrico no mesmo ponto é

L Q) 1
E— i P (41.44)
e, portanto
dE _ dQ(t)/dt . (41.45)

dt ~ Amegr?
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Deste modo, usando a eq.(41.45) na eq.(41.43), concluimos que

- dE
j = —€g — 41.46
J €0 dt ) ( )
e a lei de Ampére-Maxwell fornece
ﬁ - OF
fB-dE‘: // woj+ oo —| -ndS =0, (41.47)

para qualquer caminho C' e qualquer superficie orientada apoiada sobre ele. Consequentemente,
B =0 em todo o espaco.

Este resultado decorre do fato de a corrente ter simetria esférica. Como todas as direcoes sao
equivalentes em torno de um eixo que passa pelo ponto P, o campo B nao pode ter nenhuma
direcao perpendicular a ele ali. Por isso, ele tem de ser nulo.

e exercicio

1. Considere o sistema formado por um trecho de fio e um capacitor apresentado no exemplo 2.
Mostre que o valor calculado para a intensidade do campo magnético B3 no ponto P3 também
é o dado pela eq.(41.41) quando:

a) a superficie apoiada no caminho C3 é a S5 dada na fig.41.9(b); sugestao: para calcular a
corrente que flui sobre a placa, divida-a em duas regides, uma interna e outra externa a S5 e use
a equacao da continuidade supondo que, em cada instante, a densidade superficial ¢ é uniforme;

b) a superficie apoiada no caminho C3 é a S% dada na fig.41.9(c).
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Capitulo 42

o eletromagnetismo

Neste texto, estudamos as seis leis basicas do eletromagnetismo que descrevem as interagoes de
sistemas de cargas. Quatro dessas leis formam as equacoes de Maxwell, que descrevem como
campos elétricos e magnéticos sao criados. A quinta lei é a equagao da continuidade que expressa
a conservacao da carga elétrica. A ultima é a chamada forca de Lorentz, que descreve a forca
que cargas sentem em presenca de campos elétricos e magnéticos. Este conjunto de equagoes
constitui o nucleo da estrutura conceitual do eletromagnetismo cldssico. Na maioria dos casos,
problemas envolvendo interagoes entre cargas e correntes sao complexos e somente podem ser
resolvidos tratando a teoria como um todo. Estas leis estao resumidas na tabelas abaixo.

|
! equagdes de Maxwell |

nome conceito forma integral o forma diferencial
Gauss [ "
E - fdS= ~dv V:-E=
elétrica b f fig f j .[v €@ bl
aB aB aB
Faraday E_'E ﬁ.E-dl- f S-Et-‘ﬂds VxE= ¥

Ampére I-B 8E1 |
gE fB-dfzf/[qurﬂn(gE fidSVxB=puj+poeg%‘—“
c s

Maxwell | 52 B J |
Gauss
&t A Guac B-7dS=10 vV:B=0
magnética 5

[ equagao da continuidade

conceito forma integral forma diferencial

qel |fi-bdS=—[[[Ed V. j=-¥

Pe———
| forga de Lorentz

o
F = ¢(E+vxB)

453
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exemplo - solenoide toroidal entre as placas de um capacitor

Um solenoide toroidal, de segdao retangular, com raio interno a e externo b, altura h, N
espiras e resisténcia R, é colocado no interior de um capacitor plano, de placas circulares, de
raio p e separadas por uma distancia d, como mostra a figd2.1. Os fios conectados ao capacitor
sao retilineos, muito longos e por eles passa uma corrente I(t) = Ipcos(wt). Neste exemplo,
calculamos a corrente induzida no solenoide, enfatizando os elementos da teoria necessarios a
cada passo. Como o problema tem simetria axial, empregamos coordenadas cilindricas.

I/
WNME TG CAMPO ELmTRICO

Figura 42.1: Solenoide toroidal entre as placas de um capacitor.

® OS campos

Na situagao considerada, a corrente I(¢) no fio produz acimulos de cargas nas placas do
capacitor, gerando um campo elétrico variavel com o tempo entre elas. Este campo, por sua
vez, cria um campo magnético na mesma regiao, também varidvel com o tempo, que induz uma
corrente no solenoide toroidal.

Como vimos na aula anterior, a carga () acumulada nas placas do capacitor em um dado
instante esta relacionada a corrente I no fio pela equacdao da continuidade, sendo valida a

relagao
_dQ(t)
I(t) = i (42.1)
e, portanto,
Qt) = @sen (wt) . (42.2)

w

Estas cargas produzem um campo entre as placas do capacitor que, pela lei de Gauss, é dado
por

Bi=Th=Y
€0 TP €Q

k, (42.3)
com linhas de campo representadas na fig.42.2(a).

O campo elétrico El varia com o tempo e, pela lei de Ampere-Maxwell, é responsavel pela
criacdo de um campo magnético By, cujas linhas circulares sao mostradas na fig.42.2(b). Para
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Figura 42.2: Linhas de campo (a) elétrico e (b) magnético entre as placas do capacitor
em um dado instante.

aplicar a lei, tomamos um camlnho circular C', de raio r, concéntrico com o eixo do sistema,
sobre uma das linhas de B e uma superflcle orientada S apoiada sobre ele, com normal k.
Lembrando que a densidade de corrente j é nula entre as placas do capacitor, temos

dEy
27T7’Bl = Uo €0 W’NT’Q (424)
A partir da eq.(42.3), obtemos
dEy 1
—_— = 42.5
dt mp? € (425)
e a eq.(42.4) fornece
dE r
By = Hoeram _ Hor Ho T 5 locos(wt) . (42.6)

2 dt  2mpr  2mp

e isto nao é tudo...

Neste ponto, estamos preparados para refletir sobre a estrutura de problemas de eletromag-
netismo. No exemplo considerado, o campo magnético B'l, gerado pela variacao temporal de
El, também varia com o tempo. Por isso, pela lei de Faraday, o fator OB /Ot dé origem a um
campo elétrico Es que também varla com o tempo e que, pela lei de Ampere-Maxwell, gera um
BQ, que gera um E3, que gera um B3, que gera .

Felizmente, problemas deste tipo podem ser resolvidos a partir das equagoes de Maxwell por
meio de técnicas matematicas mais poderosas que permitem evitar esta sucessao infinita de efei-
tos. Elas estao fora do escopo deste curso e, aqui, nos limitamos a informar que os campos Ee
B gerados neste processo correspondem a uma onda eletromagnética.
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e a corrente no solenoide

|
|
]
|
L}
|
|
|
|
_——

|
h\; (O} =) .
| — = 1l ssras

s TVRS

e b-o

Figura 42.3: (a) Corte do solenoide; (b) uma espira em detalhe.

O calculo da corrente I’ induzida no solenoide é feito aqui considerando apenas os efeitos
dos campos E1, By e Es. Para obter a fem & devida a Eo consideramos a espira retangular
mostrada na fig.42.3(a) . Pela lei de Faraday, a variacao temporal do campo magnético B; induz

—

um campo elétrico F5 que produz uma fem em cada uma das espiras do toroide, dada por

4 OB
Eep= ¢ Ey-de= —// L hds, (42.7)
o, s, Ot

sendo que o caminho Cy estd sobre a espira e é percorrido no sentido indicado na fig.42.3(b)
e S9 é uma superficie orientada apoiada sobre ele, cuja normal n aponta para fora da pagina.
Usando a eq.(42.6), temos

0B 1 0By o T w

- = — I t 42.8
a " ot o 2 Josen(wt) (42:8)

e, assim,

h b
1 t
Cesp = /dz/dr [MOTW 086211((,0 )
0 a 27Tp

pow h (b? — a?)

= I 2 Ipsen (wt) . (42.9)
A fem &; sobre todas as espiras do solenoide é dada por
powh (b* — a?)

Ey=NC&gsp=N I Ipsen (wt) , (42.10)

que é uma funcao oscilante, sendo conveniente escrevé-la como

52 = 5() sen (w t) , (4211)

2 9
y Howh (" —a) - (42.12)

& —
0 47 p?

NWLAE
9o
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Esta fem promove a existéncia de uma corrente I’ no solenoide, que aciona o mecanismo da
auto-indugao, associado a uma outra fem &,;, expressa por

dar
gai - *L E 5 (4213)
contraria a €. Assim, a corrente I’ é obtida resolvendo a equagao
! dII !
E+E;=RI — Eosen(wt)—L%:RI ) (42.14)

Os métodos para resolver este tipo de equacao sao discutidos na parte 2 deste texto. Nos, aqui,
apenas apresentamos a sua solucao, que é dada por

&o

I'(t) = ———— [Rsen (wt) —w Lcos(wt 42.15
(1) = s [Rsen (w1) (1)) (12.15)
e pode ser verificada por substituigdo na eq.(42.14). Esta corrente oscila com a mesma frequéncia
da corrente I, mas estd defasada em relagao a ela. O papel da auto-indutancia L do solenoide

neste resultado fica evidente quando o comparamos com o caso L — 0, que corresponde a

I'(t :@sen wt), nolimite L =0 . 42.16
R

e 0 eletromagnetismo

O eletromagnetismo é a teoria que descreve interagoes de sistemas de cargas e correntes por
meio de campos. Segundo a teoria, cargas e correntes em uma regiao do espago criam campos,
que podem causar forgas sobre outras cargas e correntes, localizadas em outros lugares. Neste
sentido, os campos sao os mediadores das interagoes. Como vimos ao longo deste texto, a parte
mais complexa da teoria é a que trata da criacao dos campos, expressa matematicamente pelas
quatro equacoes de Maxwell. Devido ao seu carater introdutoério, por razoes pedagdgicas, tra-
tamos estas leis como entidades relativamente autonomas. No eletromagnetismo, entretanto, as
quatro equagoes de Maxwell correspondem a facetas de uma tnica e poderosa estrutura concei-
tual. Tao poderosa e rica que possibilitou a Einstein perceber que a relatividade restrita estava
escondida dentro dela. O tempo desempenha um papel muito importante no eletromagnetismo,
pois é a presenca dele na lei de Faraday e no termo de Maxwell da lei de Ampere-Maxwell que
relaciona campos elétricos e magnéticos. Por isso, problemas envolvendo situagoes estaticas, nas
quais cargas ou correntes nao dependem do tempo, sao relativamente simples. Quando estas
cargas e correntes dependem do tempo, os campos elétrico e magnético se acoplam, dando ori-
gem a ondas eletromagnéticas, um dos fené6menos mais espetaculares preditos pela teoria.

e exercicios

1. Mostre que a corrente I'(t) dada na eq.(42.15) é solugao da eq.(42.14).
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2. Este exercicio trata do campo elétrico EE induzido pela variacao temporal de El entre as
placas do capacitor discutido no exemplo.

a) Use argumentos qualitativos para justificar o fato de E» ser nulo no eixo do sistema.

b) Calcule o campo E"2 em funcao de r, a distancia ao eixo do sistema e mostre que
Ey/Ey = —w?7r?/c?, sendo ¢ = 1/, /lig € a velocidade da luz.



