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2ª Lista: Potencial e Energia Elétricos

Soluções

1 (a) O potencial elétrico no ponto P é a soma da contribuição das três cargas:

V =
∑
cargas

1

4πε0

qi
rij

=
1

4πε0

(
Q

d
+
Q

d
+
Q

d

)
=

3Q

4πε0d
.

O trabalho para trazer a quarta carga, de intensidade −Q, é portanto:

W = −QV =
−3Q2

4πε0d
.

(b) Calculamos o trabalho para trazer cada uma das cargas, sucessivamente, multiplicando seu
valor pelo potencial elétrico em seu ponto de destino:

W1 = 0; W2 =
Q2

4πε0d
; W3 =

2Q2

4πε0d
.

O trabalho total é então:

WT = W1 +W2 +W3 +W4 = 0 +
Q2

4πε0d
+

2Q2

4πε0d
− 3Q2

4πε0d
= 0.

2 O campo elétrico é dado por:

E =
λ

2πε0s
ŝ.

Escolhemos um caminho que se afasta radialmente do �o, dl = dsŝ, e calculamos:

V (s) = −
∫

E · dl = −
∫

λ

2πε0s
ds = − λ

2πε0

∫
ds

s
= − λ

2πε0
ln s+ c.

Para determinar a constante c, temos que escolher uma refêrencia para o potencial. Não podemos
escolher V (0) = 0 nem V (∞) = 0, pois ln s não é �nita em nenhum desses extremos. Escolhemos
simplesmente V (a) = 0, para a arbitrário, e obtemos:

V (s) =
λ

2πε0
(ln a− ln s).

O trabalho para mover a carga q de s = 2d à s = d é:

W = q∆V = q[V (d)− V (2d)] =
qλ

2πε0
(ln a− ln 2d+ ln a− ln d) =

qλ

2πε0
ln

(
2d

d

)
=

qλ

2πε0
ln 2.
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3 (a) Escolhendo um referêncial onde as placas são paralelas ao plano x− y, com a placa positiva
em z = 0 e a negativa em z = d, e sabendo que o campo elétrico é vertical, podemos calculá-lo
pela lei de Gauss, obtendo:

E =

{
0, z ≤ 0 ou z ≥ d
σ
ε0
ẑ, 0 < z < d

Pela simetria do problema, V = V (z). Ainda, como o campo é nulo no exterior das placas,
V (z) = V (0) para x ≤ 0 e V (z) = V (d) para x ≥ d.

Para a região entre as placas, escolhendo V (0) = 0, temos:

V (z) = −
∫ z

0

Edz = − σ
ε0
z,

portanto:

V (z) =


0, x ≤ 0

− σ
ε0
z 0 < x < d

−σd
ε0

x ≥ d

Para calcular a energia integramos sobre as cargas:

W =
���

���
���:01

2

∫
z=0

V (0)σda − 1

2

∫
z=d

V (d)σda =
σ2d

2ε0

∫
da,

de modo que a energia por unidade de área é:

dW

da
=
σ2d

2ε0
.

Usando a outra expressão para a energia, integramos sobre todo o espaço, lembrando que
dV = dxdydz = dzda:

W =
ε0
2

∫
espaco

E2dV =
ε0
2

σ2

ε0

∫ d

0

dz

∫
da =

σ2d

2ε0

∫
da,

e obtemos a mesma energia por unidade de área:

dW

da
=
σ2d

2ε0
.

(b)

Por simetria, E = E(s)̂s, de modo que, para um cilindro coa-
xial como o representado na �gura, a lei de Gauss �ca:

Qint

ε0
=

∮
E · da = E2πsl.

Nas diferentes regiões, a carga interna é:

Qint =


0 s < a
Kσ
a

(2πla) = 2πlKσ a < s < b
Kσ
a

(2πla)− Kσ
b

(2πlb) = 0 s > b
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Então o campo elétrico é:

E =

{
0 s < a ou s ≥ b
Kσ
ε0s

ŝ a ≤ s < b

Na região onde o campo é nulo o potencial é constante. Na região entre as cascas cilíndricas,
escolhemos V (a) = 0, tomamos um caminho de integração radial dl = dsŝ, e obtemos:

V (s)−��
�*0

V (a) = −
∫

Edl = −
∫ s

a

Eds =
−Kσ
ε0

∫ s

a

ds

s
=
Kσ

ε0
(ln a− ln s) =

Kσ

ε0
ln(a/s),

portanto:

V =


0 s ≤ a
Kσ
ε0

ln(a/s) a < s ≤ b
Kσ
ε0

ln(a/b) s > b

Para calcular a energia, integramos sobre as cargas, lembrando que o elemento de área sobre
o cilindro de raio s é da = sdφdz, obtemos:

W =
���

���
���

�:0
1

2

∫
s=a

V (a)
Kσ

a
da +

1

2

∫
s=b

V (b)
−Kσ
b

da

=
1

2

−Kσ
ε0

−Kσ
b

ln
(a
b

)∫
da =

1

2

K2σ2

ε0
ln

(
b

a

)
(2πb)

∫
dx

=
πK2σ2

ε0
ln

(
b

a

)∫
dz,

de modo que a energia por unidade de comprimento é:

dW

dz
=
πK2σ2

ε0
ln

(
b

a

)
.

Usando a outra expressão para a energia, integramos sobre todo o espaço, usando o elemento
de volume em coordenadas esféricas dV = sdsdφdz:

W =
ε0
2

∫
espaco

E2dV =
ε0
2

K2σ2

ε20

∫ 2π

0

dφ

∫ b

a

sds

s2

∫
dz

=
K2σ2d

2ε0
(2π)

∫ b

a

ds

s

∫
dz =

πK2σ2

ε0
ln

(
b

a

)∫
dz,

e obtemos a mesma energia por unidade de comprimento:

dW

dz
=
πK2σ2

ε0
ln

(
b

a

)
.

(c) Por simetria o campo é radial E = E(r)r̂, e pode ser calculado pela lei de Gauss usando
superfícies esféricas concêntricas, resultando em:

E =

{
0 r < a ou r ≥ b
Q

4πε0r2
r̂ a ≤ r < b
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Na região onde o campo é nulo, o potencial é constante. Na região entre as cascas esféricas,
escolhemos V (a) = 0 e tomamos um caminho de integração radial dl = drr̂:

V (r)−��
�*0

V (a) = −
∫

Edl = −
∫ r

a

Edr =
−Q
4πε0

∫ r

a

dr

r2
=

Q

4πε0
(
1

r
− 1

a
),

portanto:

V =


0 r ≤ a
Q

4πε0
(1
r
− 1

a
) a < r ≤ b

Q
4πε0

(1
b
− 1

a
) r > b

Para calcular a energia, integramos sobre as cargas:

W =
���

���
��:01

2

∫
r=a

V (a)dq +
1

2

∫
r=b

V (b)dq

=
1

2

Q

4πε0
(
1

b
− 1

a
)(−Q)

=
Q2

8πε0
(
1

a
− 1

b
).

Usando a outra expressão para a energia, integramos sobre todo o espaço, usando o ele-
mento de volume em coordenadas esféricas dV = r2dr sin θdθdφ = dΩr2dr, obtendo a mesma
energia:

W =
ε0
2

∫
espaco

E2dV =
ε0
2

Q2

16π2ε20

∮
dΩ

∫ b

a

r2dr

r4

=
ε0
2

Q2

16π2ε20
4π

∫ b

a

dr

r2

=
Q2

8πε0
(
1

a
− 1

b
).

(d) O campo foi calculado na lista 1, ex2 c):

E =

{
ar2

4ε0
r̂ r < R

aR4

4ε0r2
r̂ r ≥ R

Como o campo no exterior decresce com r2, escolhemos V (∞) = 0 e tomamos um caminho
de integração radial dl = drr̂, vindo do in�nito até r.

Para r > R:

V (r)−����:0
V (∞) = −

∫
Edl = −

∫ r

∞
Edr =

aR4

4ε0

∫ r

a

dr

r2
=
aR4

4ε0

1

r
.

Para r < R:

V (r) = V (R)−
∫ r

R

ar2

4ε0
dr =

aR3

4ε0
− a

4ε0

(
r3

3
− r3

3

)
=

a

12ε0
(4R3 − r3),

portanto:

V =

{
aR4

4ε0
1
r

r ≥ R
a

12ε0
(4R3 − r3) r < R
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Para calcular a energia, integramos sobre a esfera carregada:

W =
1

2

∫
esfera

V (r)dq =
1

2

∫ R

0

ρ(r)V (r)r2dr

∫
dΩ

=
4π

2

∫ R

0

ar
a

12ε0
(4R3 − r3)r2dr

=
a2π

6ε0

∫ R

0

(4R3r3 − r6)dr

=
a2π

6ε0

(
R7 − R7

7

)
=
a2πR7

7ε0
.

Usando a outra expressão para a energia, integramos sobre todo o espaço, e obtemos o mesmo
valor:

W =
ε0
2

∫
espaco

E2dV =
ε0
2

a2

16ε20

∮
dΩ

[∫ R

0

r4r2dr +

∫ R

0

R8r2dr

r4

]
=
πa2

8ε0

[∫ R

0

r6dr +R8

∫ ∞

R

dr

r

]
=
πa2

8ε0

(
R7

7
+
R8

R

)
=
a2πR7

7ε0
.

4 Esse exercício corresponde ao exemplo 2.9 do livro texto do Gri�ths, e recomenda-se sua leitura
assim como da discução no início da seção 2.5 sobre condutores.

A ideia é que, se existe uma con�guração de cargas na superfície de de um condutor que anule o
campo em seu interior (e tal distribuição existe e é única para um condutor de qualquer formato,
imerso num campo elétrico arbitrário, e carregado com qualquer carga) essa será a distribuição
de carga que ocorrerá, pois qualquer campo no interior do condutor geraria movimento de carga
até essa situação ser atingida (o que ocorre de fato quase instantaneamente).

Para o caso em questão, a carga do condutor se distribuirá na superfície da cavidade, de forma a
anular o campo produzido pela carga q.

Pela lei de Gauss, tal situação implica que a carga total nessa superfície tem de ser igual a −q, e
como o condutor é neutro a carga excedente q tem de se distribuir uniformemente na sua superfície
externa, para manter o campo nulo no interior.

Assim, o campo no exterior da esfera é aquele produzido por uma casca esférica com carga q
uniformemente distribuida na superfície, ou seja:

E =
q

4πε0

r̂

r2
.
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