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IV. Fatoracdo Algéebrica

A. Motivagao

1. Enunciado do problema
Considere uma colisdo elastica unidimensional entre dois objetos A e B, de massas conhecidas.
Até o instante da colisdo, B esta parado e A tem velocidade v4, também conhecida. A questao
de interesse aqui é determinar como a velocidade de B imediatamente apds a colisao, ug,
depende das massas de A e B, respectivamente my, e mp. A figura 1 esquematiza a situagao.

antes da colisdo
: : VA ‘
depois da colisédo
ua UB
Figura 1. Eshoco da colisdo entre dois corpos em uma dimensdo. As flechas indicam os sentidos das
velocidades, mas ua pode ser orientada para a direita, dependendo da propor¢do das massas.

v

2. Montando as equacdes que resolvem o problema
Esse problema tem solugao, uma vez que a quantidade de movimento se conserva em
uma colisdo, e, como essa é uma colisao elastica, a energia também se conserva. Assim,
podemos escrever duas equacgdes a duas incognitas:

MyVUy + MpVp = MylUy + mpgup (IV].)
1 1 1 1 (IV.2)
EmAUAz + EmBUBZ = EmAuAZ + EmBuBz

Substituindo vg = 0 nessas equagdes e multiplicando todos os termos da segunda por 2,
obtemos o par de equagdes que descreve o processo fisico apresentado nesse problema:

myv, = myuy + mgupg (IvV.3)
mAvAZ = mAuAZ + mBuBZ (IV.4)

em que apenas Uy e ug sao incognitas, portanto, sua solugdo fornece a grandeza buscada.
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Questido 1. Substitua os valores: my, = 1 kg; mg = 2 kg e v4= 3 m/s nas equagdes (IV.3) e
(IV.4) e determine ug resolvendo o sistema de equagdes obtido.

Uma maneira de encontrar a dependéncia da velocidade que o corpo B adquire com as
massas que os blocos tém é repetir o procedimento da questao 1 para diferentes valores das
massas e fazer os graficos com os resultados obtidos. Embora ndo haja nada de errado com
esse procedimento, este problema especifico tem outra solugdo, que mostramos a seguir.
Discutiremos as vantagens desta solu¢do em mais detalhes ao fim do capitulo.

3. Solugdo algébrica.
Primeiro, transformamos as equacdes (IV.3) e (IV.4), reunindo os termos proporcionais
a my no membro esquerdo das respectivas equagdes, que dao, apods fatorar my:

my (Vg —uy) = mpup (Iv.5)
my(va? — uy?) = mpup? (Iv.6)

Dividindo membro a membro a equacdo (IV.6) pela (IV.5), pode-se notar que varios fatores
cancelardo. No entanto, sempre que se divide por uma expressado algébrica, precisamos
garantir que ndo acontega nenhuma divisdo por zero. Se vy, —uy = 0, entdo v, = Uy,
portanto o corpo A ndo transfere movimento para o B, ou seja, ndo hd interacdo entre os
corpos. Note que substituindo v4 = u, na equagao (IV.5) obtém-se ug = 0, de modo que ou
ambos os membros dessa equac3o sdo nulos, ou nenhum é%. Sem interac3o n3o havera
colisdo, o que contraria o propdsito do problema. Por isso, vamos insistir em que haja colisdo,
de modo que consideraremos

Vg — Uy #0
o que significa, pela equacdo (IV.5), que também
ug # 0

Assim, podemos dividir membro a membro a equacdo (IV.6) pela (IV.5) e, considerando que
tanto my quanto mg sdo grandezas ndo nulas, podemos simplificar o resultado para
va2 —uy? ug?

Vg — Uy Up
gue pode entao ser reescrita
2
(g —up))(Wa+us)  up
Vg — Uy Up

Apds simplificagdo (que sé é possivel porque v, # uy e ug # 0, conforme discussao acima),
obtemos

Vgt+uUuy=Ug DUy =Up —Vy (IV.7)

L A solugdo ug = 0 com v, = u, é matematicamente correta e corresponde a uma situagao fisica
possivel — os corpos ndo interagem. Esse tipo de solugdo é frequentemente chamada solugdo trivial e
precisa sempre ser identificada e descartada somente se nado corresponder ao problema proposto.
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Substituindo u, da equagdo acima em (IV.5), obtemos a reposta

_ 2my (IV.8)
Up = ————Vy
my + mpg

Essa funcdo pode ser reescrita como na formula abaixo e representada pelo grafico da Figura 2.

ug 2 (IV.9)
vy mp
A 1+ m
Up/v 4
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0 my/m
0 1 2 3 4 5 el

Figura 2. Velocidade do bloco B apdés a coliséo relativa a de A antes da colisdo, em funcdo da razéo entre
as massas dos blocos. Note o limite ug = 2v, quando a massa de B é muito pequena e 0 comportamento
assintético assim que ela fica muito grande, caso em que ';—B - 0.

A

A grande vantagem desta segunda forma da solugao é o fato de servir para qualquer
conjunto de dados e deixar claro que a razdo entre as velocidades do bloco B depois da colisdo
e a do bloco A antes da colisao depende somente da raziao das massas dos blocos, um
resultado dificil de enxergar nas equagdes (1V.3) e (IV.4). Além disso, a conta é mais facil de
fazer, qualquer que seja o conjunto dos dados.

Neste texto, vamos mostrar combinagdes de grandezas algébricas que podem ser
fatoradas e apresentar algumas estratégias de fatoracdo, usadas na simplificacdo de
expressdes obtidas na solu¢dao de problemas de fisica.

B. Fator Comum em evidéncia ou agrupamento
Aplica-se quando os termos apresentam fatores comuns, como por exemplo, no polinémio:
ax + ay. Ambos os termos apresentam o fator a, que pode ser posto em evidéncia: a(x + y).
As quantidades x e y podem ser expressdes, por exemplo:

a senx + a cosx = a(senx + cosx)
asenx + b senx = (a + b)senx

Algumas vezes, ao colocar fatores comuns em evidéncia, aparecem grupos de termos comuns,
que podem, por sua vez, ser postos em evidéncia. Por exemplo:

P =ax +ay + bx + by
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Os dois primeiros termos possuem em comum o fator g, e os dois Ultimos, o fator b. Colocando
esses termos em evidéncia:

P=alx+y)+bx+y)=((@+b)(x+y)

Esta técnica é usada frequentemente em combinagdo com as que mostraremos a seguir.

C. Fatoragdo de polindmios do 22 grau

Um polinbmio do 22 grau sempre pode ser fatorado, embora as vezes o resultado ndo seja de
interpretacdo simples. Abaixo, vamos mostrar os varios casos na ordem de facilidade de uso.

Primeiro, a diferenca de quadrados:

x2—a?=x+a)(x—a) (Iv.10)

seguido pelo trinbmio que se obtém quando se eleva um binémio ao quadrado, chamado
trinbmio quadrado perfeito. Assim,

(a+ b)? = a? + 2ab + b? (Iv.11)

(a — b)? = a? — 2ab + b? (IV.12)

Questao 2. Fatore

a) 1+8n+16

b) x* —4x+4

c) (x—2)2—(a+2)>

d) (x+y)?—16a?

e) (x+y)?—(at+2)?

f) 4x*(3x —y) —9y*(Bx —y)
g) 25a*—b*

Com o que foi visto no capitulo Il (solu¢do de equagdes), uma equagdo do 22 grau com
coeficientes reais pode ser fatorada:

ax?+bx +c=alx —x)(x —xy) (IV.13)

em que x; e X, sao as raizes. Note que os polindmios de grau 1 da forma fatorada somente
terdo todos os coeficientes reais se o discriminante da equacdo nao for negativo. Assim,
embora o polindmio sempre possa ser fatorado dessa forma, raramente ela é usada quando as
raizes nao sao reais.

Quando o coeficiente parabdlico for a = 1, usar a regra da soma e produto das raizes
simplifica a fatoragdo. A fim de facilitar a identificagao dos termos, trocamos, na expressao
(IV.13), x; = —a e x, = —b, obtendo

x2+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b) (IV.14)
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Questao 3. Fatore os trindmios do 22 grau em uma variavel.

a) x%—10x +21
b) y?—4y—21
c) a’*—10a + 16

D. Fatoracao a partir dos Produtos Notaveis
Ha duas formas de polinémios do 32 grau faceis de fatorar:

a® — b3 = (a—b)(a®+ ab + b?) (IV.15)

a® + b3® = (a+ b)(a? — ab + b?) (Iv.16)

Questao 4. Fatore:

a) 27x3 — 64
b) 64x — x*
c) r°+1
d -1
Os itens a e c sdo produtos de 2 fatores, o b de 3, e o ultimo de 4 (quatro, sim).

Questdo 5. Tanto a férmula (IV.8) quanto a (1V.9) mostram que ug é diretamente proporcional a
v4. Na forma da equacdo (IV.9), o grafico da Figura 2 mostra a dependéncia do fator de
proporcionalidade com a razao entre as massas.

Considerando agora a férmula (1V.8), determine o fator de proporcionalidade de ug em relagdo a
v, em fungdo de my e da massa total M = my, + mg e escreva uma frase explicando seu
significado; use que my,/M é a fragdo da massa total do sistema que esta na particula A.

Questdo 6. Considere o sistema descrito na se¢do A.1, mas agora admita que a velocidade inicial

de B, vg, ndo é nula e é conhecida — vz # 0. As equacgGes (IV.1) e (IV.2) permitem resolver o

, ~ m
problema quando se conhece também v,. Chame a razdo entre as massas de r = m—B .

A

a) Procedendo como no item A, determine a relacdo entre (uy — ug) € (v4 —vg) €
escreva uma equacéo relacionando essas velocidades.

b) Descreva como é o gréafico de (uy — ug)/(vg — v4) em funcéo de r.

c) Determine up em fungdo de vy, vp e r: divida ambos os membros da eq. (1V.1) por

mg, faga a substituicdo r = % e resolva o sistema formado por esta equagdo e
A
aquela obtida no item a), eliminando uy.

d) Determine u, em funcdo de vy, vg e r: substitua ug do item acima na equagdo obtida
no item a.

E. Exercicios

Exercitar é a Unica forma de aprender a fatorar; é preciso agilidade em reconhecer os padrdes
algébricos das expressdes que ddo fatoragdo, ou seja, os simbolos e nimeros que aparecem na
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expressao tem o jeito de alguma das identidades mostradas acima. Estes exercicios combinam
as técnicas apresentadas no texto.

1. Fatore os trindbmios do 22 grau em duas varidveis, sem expandir (x + y) —interprete essa
combinagdo como uma Unica varidvel, fazendo a substituicao apenas mentalmente, sem
escrever no papel um simbolo Unico para ela.

(x+y)?-3(kx+y)—10
(x+y)?2—(x+y)—12
(x+2)2—(x+2)—20

2. Fatore de acordo com o modelo:

2xy?(3y — %) — x*(x = 3y)* =x(By — 0)[2y* — x(3y — x)]
(corresponde a uma equagdo de 22 grau em que x virou x(3y — x) e uma das raizes é 0)

a) 2ba%(2z —w) — 3b%(w — 2z)?
b) x? — (2a + b)x + 2ab

3. Fatore de acordo com o modelo:

2+ By +5)x+Ry+3)(y+2) =[x+ 2y +3)][x+ (y+2)]

(corresponde a encontrar as raizes, notando que 2y +3) + (y + 2) = 3y + 5))
a) x2+Q2y+5)x+(@y+6)(y—1)

4. Fatore de acordo com o modelo:
xt—6xt+1=xt—2x2+1-4x*=(x*-1)> —(2x)> = (x* -1+ 2x)(x>* =1 - 2x)
(o termo —6x?2 foi decomposto em —4x? — 2x?; precisa olho para adivinhar que vai ajudar!)

a) x*—11x%+1
b) x*—23x2+1

5. Fatore sen*x — cos*x de modo a obter uma Unica fungdo trigonométrica:

. x—=3=y
6. Resolva o sistema: { 5 5
x“—9=y
Dicas:
i.  Cuidado com a diviséo por uma expressao algébrica — antes de dividir,
verifique o que acontece se 0 denominador for nulo.
ii.  Teste qualquer raiz que venha a obter!

iii.  Faca um gréfico das duas fungdes e convenca-se do resultado que obteve.



