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Equagdo de Laplace

A EQUAGAO DE Po1ssoN relaciona o potencial elétrico V(¥) com a
densidade de carga p(¥):

vy = -2 (1)
€o
Em regides de espago onde inexiste carga, o lado direito é zero e a
Eq. (1) se reduz a equacdo de Laplace

V2V =0. (2)

As solugdes V (¥) da equagdo de Laplace tém as seguintes proprie-
dades:

A. V(¥) no centro de uma superficie esférica é igual & média de V(¥)
na superficie;

B. Se uma regido fechada ou infinita contiver apenas condutores e es-
paco vazio, e se o potencial V(¥) for conhecido em todas as super-
ficies, a solugdo V(¥) da equagdo de Laplace no espago vazio serd
tnica. Conhecer o potencial nas superficies é conhecer as condigoes
de contorno;

C. A propriedade anterior vale também se, além dos condutores, hou-
ver uma distribuicdo fixa de cargas no espago vazio;

D. A equacgdo de Laplace é homogénea. Por isso, antes de se imporem
as condicdes de contorno, se V; (¥) e V, (¥) forem solucdes, qualquer
combinagao linear aV; (¥) + BV, (¥) (onde a e B sdo constantes) tam-
bém seré solucao.

Separagido de varidveis

UMA VEZ QUE TENHAMOS AS CONDIGOES DE CONTORNO, a proprie-
dade D sugere o seguinte procedimento para encontrar a solugédo de-
sejada:

1. Procurar solugdes da Eq. (2) sem preocupagdo com as condi¢oes de
contorno;

2. Escrever a solugdo geral como combinacdo linear das solugdes as-
sim encontradas, com coeficientes lineares ainda desconhecidos;

3. Impor as condi¢des de contorno para determinar os coeficientes
lineares.



Vejamos um exemplo. As duas placas horizontais na figura 1 sdo
condutoras e estdo aterradas. Elas sdo tdo grandes que podem ser
vistas como se estendendo até o infinito nas dire¢des x e +y. A lamina
condutora vertical em x = 0, isolada eletricamente das duas outras,
estd ligada a uma bateria que a mantém no potencial V. Queremos
encontrar o potencial num ponto qualquer com coordenadas (x,y, z)
entre as placas. Uma vez que as placas se estendem dey = —c0ay =
oo, 0 potencial ndo dependerd de y, e ja vemos que V(x,y,z) = V(x,z).
As condi¢des de contorno sido

Vix,z=0)=0 (x>0), (3)
V(x,z=1a)=0 (x> 0), (4)
V(x=0,z) =V, (a>z>0) (5)
e
V(x — 00,z) =0. (6)

A dltima condugdo provém de uma consideracdo fisica: na figura,
somente a lamina vermelha estd em potencial diferente de zero. O
potencial deve tender a zero muito longe dela.

Solugdo geral

Na regido entre as placas nao ha cargas elétricas. Assim, para encon-
trar o potencial, precisamos resolver a equagdo de Laplace. Como o
sistema tem geometria cartesiana, procuraremos solugdes na forma

V(xz) = X(x)Z(2), )

onde X e Z sdo fungdes a determinar.

Seria otimismo demais esperar que uma funcdo como a da Eq. (3)
satisfizesse a equagdo de Laplace e as condigdes contorno. Entretanto,
neste ponto estamos apenas interessados em resolver a equagdo, sem
preocupacdo com as condi¢des de contorno. Como a equagdo de La-
place em coordenadas cartesianas se separa em trés termos, um so-
mente com derivadas em relagdo a x, outro com derivadas em relacdo
a y e um terceiro com derivadas em relagdo a z, a expressdo (7) deve
resolver esse primeiro problema.

Explicitamente, a equacdo tem a forma

A
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a

xX
Figura 1: Regiao delimitada por dois conduto-
res planos horizontais e um vertical. A lamina
vermelha, em x = 0, esta no potencial Vo-
As duas placas horizontais se estendem até
o infinito nas diregbes x e +y e estéo aterra-
das.




4 ELETROMAGNETISMO — IFSC/USP

Substituir V pelo lado direito da Eq. (7) leva imediatamente a igual-
dade

d2X d?z
Z—+X—=0
dx2 + dz2 ©)
ou, se dividirmos os dois lados por XZ,
1d2x 1d%z
Xd? " zaz % (10)

Essa igualdade somente pode ser satisfeita se cada um dos termos
a esquerda for igual a uma constante. Como a soma é zero, hd duas
possibilidades: (i) as duas constantes serem iguais a zero ou (ii) uma
das constantes ser positiva e a outra, negativa. Se as duas forem iguais
a zero, o potencial vai subir ou decair linearmente de um extremo ao
outro. Uma vez que a regido x > 0 se estende até o infinito, essa
opgdo ndo serve. Na segunda opcdo, a primeira constante deve ser
positiva. Caso contrario, a derivada segunda terd sinal oposto ao de
X, e a fungdo X(x) oscilard, em lugar de decair a zero.

Assim, para lembrar que a primeira constante é positiva, vamos
chamé-la de k?; a segunda constante serd —k2. Com isso, a Eq. (10) nos

diz que

a2x o,

@ —k°X=0 (11)
(S

2z,

@ +k°Z =0. (12)

Esta tltima igualdade tem a forma da equacédo do oscilador harmo-
nico. Sua solugdo, portanto, é

Z(z) = Acos(kz) + Bsin(kz), (13)

onde A e B sdo constantes.
Ja a equagdo (11) tem exponenciais reais por solugao:

X(x) = Cexp(kx) + D exp(—kx). (14)

Conseguimos, portanto, o que queriamos nesta etapa: encontramos
solucdes gerais V = XZ da equagdo de Laplace. Sdo infinitas solucdes,
visto que A, B, C, D e k podem variar livremente. Essas solugdes
ndo satisfazem as condigdes de contorno, mas poderemos procurar
combinagdes lineares delas que satisfardo.

Imposicio das condigoes de contorno

A separagdo do potencial, na forma V(x,z) = X(x)Z(z), simplifica
nossa proxima tarefa. Para comecar, podemos facilmente garantir que



a condicdo (3) seja satisfeita: basta fazer A = 0 na Eq. (13), pois assim
a fungdo Z(z) se reduzird a um seno, que se anula em z = (0. Para
satisfazer a Eq. (4), temos de escolher k de forma que o seno se anule
quando z = 4, ou seja, impor que

nrt

k= (n=1,2,...). (15)

a

Em seguida, para satisfazer a Eq. (6), precisamos apenas impor que
C = 0: uma vez que k, na Eq. (15), é positivo, o exponencial multipli-
cado por D decaira a zero quando x — co. Com isso, chegamos ao que
querfamos: uma expressdo simples para o potencial V = XZ como
combinacgdo linear de solugdes da equagdo de Laplace:

e e]
V(x,z) = ngb E, sin(%z) exp (—%x), (16)
onde reescrevemos o produto das constantes desconhecidas B e D
como E = BD.
A Eq. (16), por construgdo, satisfaz as Egs. (3), (4) e (6). Guardamos
a condigdo de contorno (5) para o dltimo passo, pois precisaremos dela
para encontrar os coeficientes E,. Combinada com a Eq. (16), a Eq. (5)
assume a forma

Vo = ) E, sin(gz) (a>z>0). (17)
n=0 a

Produto escalar

Queremos agora resolver a Eq. (17). Esse problema é equivalente a
uma questdo simples de geometria analitica: suponha que vocé co-
nheca um vetor V e queira determinar suas componentes nos eixos X,
¥ e Z. Em outras palavras, o enunciado da questdo é o seguinte: dado
um vetor

V=ak+py+72 (18)

encontre os coeficientes w, 5 e .

Sabemos imediatamente resolver essa questdo. Para achar «, basta
multiplicar escalarmente o vetor Vv por &. Umavezque X-§y =%-2 =0,
isto é, uma vez que os versores X, ¥ e 2 sdo ortogonais, resulta que

a=v-X (19)
Da mesma forma, encontraremos j3 e 7.

A Eq. (17) é semelhante a Eq. (18). Verdade que, na primeira, ha
infinitos coeficientes E,, enquanto a terceira tem somente trés («, S e
7). Isso significa que a Eq. (17) terd de ser resolvida algebricamente. O
procedimento, porém, é muito parecido.
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Em lugar de trés versores X, § e Z, temos infinitas fun¢des
nrm
Z,(z) = sin(7z> (n=1,2,...). (20)

Na geometria analitica, X, ¥ e 2 sdo chamados de versores de base.
De forma analoga, as fung¢des Z,, sdo apelidadas fungdes de base.

Em lugar do produto escalar da geometria, definimos o produto
escalar entre fun¢des como uma integral sobre toda a regido em que
elas sdo definidas. Por exemplo, se f(z) for uma fungdo qualquer, o
seu produto escalar com uma das fungdes de base Z,, sera

f2,= [ fZ(2)dz. (21)

Essa definicdo se mostra ttil porque define ortogonalidade entre
as fungdes de base. Isso pode ser facilmente verificado. Dados dois
inteiros m e n quaisquer,

ZyZ, = /Oa sin(%z) sin(%z) dz. (22)

A integral a direita d4 zero sempre que m # n. Quando m = n, o
produto dos senos é sen?(Zz) que, em média, vale 1/2. Assim vemos
que

S (m=n)
Zy-Z,= > - (23)
0 (m #n)

Da mesma forma que os versores da geometria analitica sdo orto-
gonais entre si, as fungdes de base Z,(z) sdo ortogonais entre si. Essa
propriedade permite resolver a Eq. (17) facilmente. Basta fazer o pro-
duto escalar de cada um dos lados com uma das fungdes de base (que
chamaremos Z,, para evitar confusdo com indice n da soma no lado
direito):

a . T o
/0 Vo sm(mTZ) dz = E()Enzm < Z,, (24)

onde a integrac¢do aparece explicitamente a esquerda, mas aparece na
forma de produto escalar a direita.

Como os Z,, e Z,, sdo ortogonais para m # n, somente o termo com
n = m sobrevive no lado direito, e nesse caso o produto escalar da
a/2 [ver Eq. (23)]. No lado esquerdo, a integral é facilmente calculada,
visto que V, é constante. Resulta que

E,=V, % (1 — cos(mrf)). (25)

O cosseno no lado direito da Eq. (25) é unitario para m par e igual
a -1 para m fmpar. O lado direito se anula, portanto, para m par e



ficamos com o resultado

= ~1,3,...
E, =V, { mn (m ) (26)

0 (m=2,4,..),
que determina, finalmente, o potencial entre as placas:

4v,,

V(x,z) = p-

Y sin(ﬂz) exp (—Ex). (27)
n=impar ¢ 4

A figura 2 mosta o potencial resultante da Eq. (27) com a soma res-
tritaan =1,3,...,99. Os bicos na parte superior aparecem porque a
soma representa imperfeitamente a descontinuidade no potencial, que
vai de zero a Vj, subitamente, nas emendas entre as placas horizon-
tais e a placa vertical. Seria necessario levar a soma até infinito para
se reproduzir corretamente essa descontinuidade. Para comparacio,
a figura 3 mostra como os bicos se acentuam quando a soma do lado
direito da Eq. (27) é mais restrita: m =1,3,...,9.

Coordenadas esféricas

O METODO DA SEPARAGAO DE VARIAVEIS serve, também, para outras
geometrias. Problemas com simetria esférica sdo especialmente im-
portantes. Estamos interessados, aqui, na simetria azimutal, isto é, em
sistemas que permanecem invariantes quando sdo rodados em torno
do eixo z.

A figura 4 mostra uma superficie esférica de raio a, centrada na
origem do sistema de coordenadas. O potencial da superficie é fungao
do angulo polar 6:

V(r=a,0,¢) =V, cos(0). (28)

Queremos encontrar o potencial em pontos dentro (r < a) e fora (v > a)
da superficie.

A Eq. (28) define uma das condi¢des de contorno deste problema.
A outra é o comportamento do potencial no infinito:

V(r — 00,6, ¢) =0. (29)

A simetria azimutal garante que o potencial seja independente de

@:

V(r,0,¢)=V(r0). (30)
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z/a
r/a

Figura 2: Potencial entre as placas da fi-
gura 1. A soma na Eq. (27) foi restrita a 50

termos: n =1,3,...,99.
V/Vo

2/a
r/a

Figura 3: Potencial da Eq. (27) com a soma
restritaan =1,3,...,9

Figura 4: Superficie esférica com potencial
que depende do angulo polar. Os parale-
los sdo linhas equipotenciais. Quanto mais
verde é uma linha, mais positivo é o poten-
cial; quanto mais vermelha, mais negativo.
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Para seguir a receita do método da separagdo de varidveis, vamos
procurar solucdes gerais, que ndo precisam satisfazer as condi¢des de
contorno:

V(r,0) = R(r)©(0). (31)

Precisamos, agora, do laplaciano em coordenadas esféricas. O la-
placiano contém derivadas em relagdo a v, 6 e ¢. Podemos deixar de
lado estas ultimas, j4 que V independe de ¢. Assim, o laplaciano se
reduz a forma

2y — la(rzaair/) 1 a(sinG%—g) (32)
T2 or r2 sin 6 00 ! 3

e, com o potencial dado pela Eq. (31), a equacdo de Laplace se trans-
forma na igualdade

dR Y (C]
Qd(ﬂm) N R d(sin053) o, (33)
r2  dr r2sing  df
O divisor comum 72 no lado esquerdo da Eq. (33) pode ser elimi-
nado, e os dois lados podem ser divididos por V = R®. Com isso, a
igualdade assume a forma

dR ; de
1d0g) 1 dindlg) (34)
R dr sin(60)® de

Reconhecemos aqui o padrdo da Eq. (10). A Eq. (34) somente pode
ser satisfeita se cada uma das parcelas no lado esquerdo for constante.
Como a varidvel r pode crescer sem limites, enquanto 0 < 6 < 7, de-
vemos associar o primeiro termo a uma constante positiva e o segundo
ao negativo dela. E conveniente, como veremos abaixo, escrever essa
constante como /(¢ + 1). Por ora, ¢ é um namero real positivo qual-
quer. Assim, ndo ha perda de generalidade em escrever a constante
positiva nessa forma.

A equagdo para a parte radial é, portanto,

d(*4)

dr

enquanto a equagdo para a parte angular é da forma

=+ 1R, (35)

1 d(sin0d)
sin(6) df

+4(0+1)@ =0. (36)

Parte radial

Para resolver a Eq. (35), procuramos solugdes na forma de poténcia:
R(r) = r°, onde s é uma constante a determinar. Substituida essa
forma nos dois lados, a igualdade se reduz & expressao

s(s+1)r* =L+ 1)r. (37)



Isso mostra que r° €, de fato, solugdo, desde que o expoente s satis-
faca a Eq. (37). Esta dltima é uma equagdo do segundo grau para s,

que tem duas solugdes reais: s = £ e s = —({ + 1). Para cada ¢, en-
contramos, portanto, duas solugdes, R = r‘eR=1/r""1, ea solucao
geral é
B
R(r) = Arf + prav (38)

Na regido externa a esfera da figura 4, a constante A tem de ser nula,
porque r’ diverge quando r — co. Na regido interna, ao contrario, a
constante B tem de ser nula, para evitar divergéncia em r = 0. Em
resumo, encontramos que

Art (r<a)
R(r)=4 B : (39)
as) (r=a)

Ainda ndo conhecemos o nimero ¢; sabemos, apenas, que é posi-
tivo. Para encontréd-lo precisamos resolver a equacdo diferencial para

().

Parte angular

Nossa experiéncia com coordenadas esféricas nos diz que é mais pra-
tico trabalhar com a varidvel u = cos(f) do que trabalhar com 6.
Quando se trabalha com a equacdo de Laplace, é tradicional chamar
de x a varidvel com que trabalharemos, isto é, fazer a substituigdo
x = cos §. Nao ha perigo de confusdo com a coordenada cartesiana x,
porque aqui estaremos interessados, exclusivamente, em coordenadas
esféricas.

Com essa substituigéo, % passa a ser equivalente a — sin(G)d%, ea
Eq. (36) se transforma na equacao diferencial

d(sin%@)%—?) W16 — 0
" (t+1)0 = (40)
ou, visto que sin?(§) = 1 — 2,
d((1-2)%)

A Eq. (41) é uma equacgdo diferencial de segunda ordem para a fun-
¢do angular ©(x). Veremos mais abaixo que, para todo ¢ inteiro (ndo
negativo), ela tem uma solugdo polinomial. N&o ha solugdo para ¢
fraciondrio ou irracional, como também veremos. Para / = 0,1,... ha
outra solucdo, que diverge para x = 1 ou x = —1 e ndo ¢é fisica, por-
tanto. As solugdes fisicas sdo conhecidas como polinémios de Legendre,

SEPARAGAO DE VARIAVEIS

9



10 ELETROMAGNETISMO — IFSC/USP

indexadas pelo ntimero ¢ e denotadas P, (x). N6s ainda ndo demons-
tramos que ¢ tem de ser inteiro, ou que as solugdes sdo polindmios,
mas vamos usar essa notagdo. A Eq. (41) se escreve, entdo,
d((1-2)F)
T e, (Azxz-1. (42)
dx

As solugdes da Eq. (42) tém duas propriedades importantes: (i) se
P, (x) é solugao, entdo AP, (x) também é; e (ii) a equagdo admite so-
lugdes pares, isto é, tais que P, (x) = P,(—x), ou impares [P, (x) =
—P,(—x)].

Para comprovar a primeira propriedade, basta notar que o fator A
aparece dos dois lados da equagdo e pode, portanto, ser cancelado.
Isso cria uma indefini¢do, porque de cada solugdo podemos gerar uma
infinidade de outras, por multiplicagdo por constantes arbitrarias. Para
eliminar essa incerteza, convenciona-se que

Py(x=1)=1 43)

Para verificar a segunda propriedade, é necessario lembrar que, se
uma fungdo é par, sua derivada é impar e que, se ela é impar, sua
derivada é par. Por isso, se P, for par, o produto (1 — x2) dP, /dx
no primeiro termo a esquerda serd impar, e o primeiro termo serd par.
Como o lado direito é par, a equagdo pode satisfeita. Da mesma forma,
se P, for impar, a equagdo pode ser satisfeita.

Solugdo para ¢ = 0. Para aprender a resolver a equagao diferencial, va-
mos comegar com a versdo mais simples, ¢ = 0. Nesse caso, a solugdo
que procuramos é P, (x), que obedece a equagdo diferencial

dp,
d((l —df)cb?) .

Como a derivada é igual a zero, concluimos que

(44)

dP, Co
H - 1 — xz/ (45)

onde ¢, é uma constante a determinar.
A Eq. (45) é de primeira ordem. Pode, portanto, ser integrada dire-
tamente:

1
Py (x) =y / m dx + C1, (46)

onde a integral é indefinida e ¢; é a constante de integracao.
Efetuada a integral, encontramos que

C 14+x
Py (x) = 20108(1_X> +cq- (47)



Cada um dos termos a direita define uma solugdo. O primeiro,
porém, é a solugdo ndo-fisica, j& mencionada. De fato, o logaritmo
diverge para x = 1 e x = —1. O coeficiente Co deve ser zero, portanto,
para eliminar essa solucao.

O que resta é a constante ¢;, e a Eq. (43) mostra que ¢; = 1. Isso
reduz a Eq. (47) a uma expressdo muito simples:

Py(x) = 1. 49)

Solugio para £ > 0: método de Frobenius. Para ¢ > 0, a Eq. (42) é mais
complexa. Para resolvé-la, vamos recorrer a um procedimento mate-
maético conhecido como método de Frobenius. O método de Frobenius
procura solugdes P, na forma de série de poténcias:

= 2 Cnxnr (49)
n=0

com coeficientes ¢, que serdo determinados com ajuda da equagdo
diferencial.

Dada a expressdo (49), as derivadas no primeiro termo a esquerda
na Eq. (55) podem ser calculadas, e resulta a igualdade

[09)

(o]

Z (n—1)c, Z (n+1)c,x"+£4(L+1) Zcx =0. (50)

n=0 n=0 n=0

Na primeira soma a direita, a poténcia de x é n — 2, enquanto a
poténcia é n nos demais. Para equalizar as poténcias, mudamos o
indice da soma de n para m = n — 2. Com isso, chegamos a igualdade

o e}

(m+ 1) (m+2), 06" = Y (n(n+1) = £(0+1))e,x" =0 (5)
m=0 n=0
e, como os indices sdo mudos, podemos trocar m por # na primeira
soma. Resulta que

o]

[ee)
Y (n+1)(n+2)c, x" =) (n(n +1)— 40+ 1)>cnx”. (52)
n=0 n=0
Temos agora duas séries infinitas, uma no lado esquerdo, outra no
direito. Poténcias iguais de x devem ter o mesmo coeficiente. Significa
que

_n(n+1)—L(L+1)
2 T T Y (n + 2)

Cp- (53)

A Eq. (53) € uma relagdo de recorréncia: dado ¢, por exemplo,
ela permite calcular c,. Na sequéncia, a partir de c, ela determina
¢, € assim, sucessivamente, todos os coeficientes com indices pares.
E os impares? Bem, é aqui que entra a paridade das solugdes: se

SEPARAGAO DE VARIAVEIS
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P, (x) for uma fungao par, s6 havera coeficientes c, com n par. Se for
impar, somente havera coeficientes com n {mpar, e nesse caso devemos
comegar com ¢, € ndo com c,. Mas isso veremos melhor mais abaixo.

A preocupagdo que temos, neste momento, é a convergéncia da sé-
rie (49). Quando x estd perto de zero, ndo precisamos nos preocupar,
porque x" ficard rapidamente muito pequeno a medida que n cresce.
Se x for igual a unidade, porém, teremos que

Pf(le): ch- (54)

Essa igualdade parece criar um problema. De acordo com a Eq. (53),
os coeficientes ¢, tendem a ficar iguais, isto ¢, ¢, , ~ ¢,, quando n for
muito maior do que ¢. Nessas condi¢bes, a soma a direita na Eq. (54)
divergira.

Nem sempre isso acontecerd, porém. Suponhamos, por exemplo,
que a solugdo que buscamos seja par. Nesse caso, todos os coeficientes
c, paran = 1,3,... serdo nulos. Pelo menos alguns dos coeficientes
¢, com n par serdo diferentes de zero. Digamos, porém, que, para um
certo N par, o coeficiente cy; seja zero. De acordo com a Eq. (53), os
coeficientes subsequentes cy; 427 Cn44 etc., serdo todos nulos. A soma
no lado direito da Eq. (54) incluird apenas as parcelas ¢, ¢,..., Cx_p
e serd finita. Da mesma forma, havera convergéncia se P, for impar e
um dos c,, for zero para n impar.

Vejamos, por exemplo, o que acontece com ¢ = 3. Se escolhermos
¢y = 0, todos os subsequentes, c,, ¢, etc., também serdo nulos. Para
que P; ndo seja nulo, precisamos fazer ¢; # 0. De acordo com a
Eq. (53), ¢ = —(5/3)cq e ¢5 = 0. Significa que ¢;, ¢, ..., sdo todos
nulos. Nossa solugdo é, portanto, o polinémio

Py(x) = ey (x— 20%) 55)

Para encontrar ¢, lembramos que P;(x = 1) = 1. Para x = 1,
Eq. (55) mostra que

5
1=c(1-3) (56)
ou seja,
3
¢ =3 (57)
Com isso, a Eq. (55) especifica a solugao: Tabela 1: Os primeiros cinco polindmios de
Legendre
5., 3 e
Py(x) = PR (58) 2 1
x
3x2 -1
2 2
5x% — 3x
3 2

35x% —30x3 +3
8
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Precisamente da mesma forma, podemos encontrar as demais so-
lugdes P, (x). Para que o lado direito da Eq. (53) se anule, £ deve
ser inteiro. Isso garante que ¢, ,, ¢, 4,..., sejam nulos. Se ¢ for im-
par, escolhemos ¢, = 0, para que todos os coeficientes pares sejam
zero. Nesse caso, P, (x) serd impar, e a Eq. (53) determinara todos
os coeficientes a partir de c,. Para encontrar c;, finalmente, impomos

P,(x = 1) = 1. Se { for par, escolhemos ¢; = 0 e procedemos da

—=0
—l=1
recem em gréafico na figura 5. Para x = 1, todos sdo iguais a unidade, 051 1= -
em acordo com a Eq. (43). Para ¢ par, os polindmios sdo pares; para . —t=4

mesma forma. A tabela 1 lista os cinco primeiros polinémios, que apa-

¢ impar, sdo impares. Para x = —1, os polindmios pares assumem o
valor unitario, enquanto os impares sdo iguais a -1. 051 ]

Il
-1 —0.5 0 0.5 1
mas os P, sdo. Para verficar, comecamos por calcular a integral T = cosl

Ortogonalidade. As fungdes radiais (39) ndo sdo ortogonais entre si,

dP. Figura 5: Primeiros cinco polindbmios de Le-
1 d < (1 — x°) T\/ ) gendre.
-/ W (59)
-1 dx

De acordo com a Eq. (42), o fator vermelho no integrando a direita
éiguala /(¢ +1)P,. A Eq. (59) equivale, portanto, a
1
T=—0(+1) / P, (x)dx. (60)
J—
Por outro lado, podemos integrar por partes, duas vezes o lado
direito da Eq. (60), para chegar ao resultado equivalente

1
7= / P, xdx. 61)
-1

Desta vez, a Eq. (42) nos diz que o termo verde no integrando é
igual a —¢(¢ +1)P,(x). Assim,
1

T— 0+ 1)/ P, (x)dx. (62)
-1

Subtraimos agora a Eq. (60) da Eq. (62), para ver que

1
(e(e+1)—e’(e’+1)))/ P, (x)dx =0, 63)
-1
e concluir que de duas uma: ou ¢ = ¢’ ou a integral é zero.
Quando ¢ = ¢, a integral no lado esquerdo da Eq. (63) é trabalhosa
demais para ser efetuada aqui, mas o resultado é

1 2
2 —
/;1 PZ (x)dx Y +1 (64)
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Em coordenadas esféricas, dadas duas fungdes f (x = cos((-))) e

g(x = Cos(G)) definimos o seu produto escalar como

1
frg= | fgxdx (63)
Com essa definicdo, a Eq. (63) pode ser escrita na forma
0 (L#£1)
20+1 B

Condigdes de contorno

Estamos prontos, agora, para concluir a solu¢do do problema da fi-
gura 4. Ja sabemos que a solugdo geral tem a forma

Y, AP, (cos)  (r>a)
V(r,0) = B, (67)
Y Wpé (cos ) (r >a).

Para encontrar os coeficientes A, e B,, temos de impor a tltima
condigdo de contorno, isto é, a Eq. (28). Outra vez, encontramos um
problema anélogo ao da geometria analitica: temos um vetor e quere-
mos encontrar suas componentes. No caso, as func¢des de base sdo os
polindmios de Legendre. As fung¢des radiais ndo servem, porque ndo
sdo ortogonais, mas a ortogonalidade (66) é suficiente para determinar
os coeficientes.

Como sempre, precisamos projetar a condigdo de contorno sobre
uma das fung¢des de base, que chamaremos de P,,. Resulta imediata-
mente que

1
Vo / xP,(x)dx = A,a", (68)
1

da condicdo parar >4, e

1 B
v, /4 xP,,(x)dx = am%' (69)

da condicdo para r < a.

Calcular a integral no lado esquerdo das Eqgs. (68) e (69) é fécil,
porque P, (x) = x, conforme mostra a tabela 1. A integral é o produto
escalar entre P, e P,, que da 2/3 para m = 1 e zero caso contrario. Da
Eq. (68), vemos entdo que

2
A=V (70)

e que os demais coeficientes A, (¢ =0,2,3,...) sdo nulos.



Da Eq. (69), vemos analogamente que

2a?
By =Vo >~ (71)

O potencial é, portanto, dado pela igualdade

2
§V0 gcos(ﬁ) (r <a)
Vine)=15 " ., (72)
v, (= >
3V0 (r) cos(6) (r>a)
Momento de dipolo
Da Eq. (72) podemos calcular o campo elétrico E = —VV em todo
o espago. Estamos especialmente interessados na componente radial
E, = — dV/dr do campo perto da superficie, dentro e fora da esfera:
4V
~ 0 cos(h) (r=a+n)
Er = 3 2” 4 (73)
—=V, cos(6) (r=a—n)

onde 7 é uma distancia infinitesimal.
Segundo a lei de Gauss, a densidade de carga na superficie é

0(6) = & (E,(a+1n) —E (a—1)), (74)

ou, da Eq. (73),

o(0) = eO%VO cos(0). (75)

A densidade de carga é positiva no hemisfério superior (6 < 77/2)
e negativa no hemisfério inferior (/2 < 6 < m). A carga total é
zero. A distribui¢do tem, porém, um momento de dipolo. Assim como a
carga da distribuigdo ¢ a integral [ dg, o momento de dipolo de uma
distribui¢do de carga é um vetor, definido pela integral

P = ¥dg, 6
p /qu (76)

onde a integral cobre todo o volume da distribuigdo.

No problema que nos interessa, a distribuigdo é superficial. Assim,
é mais facil escrever o elemento de carga como cdA e integrar sobre a
superficie da esfera:

p= / fo(f)dA. (77)

Por simetria, dado que a densidade de carga somente depende do
angulo polar 0, a integral na Eq. (77) resulta num vetor paralelo a Z.

SEPARAGAO DE VARIAVEIS
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Podemos substituir ¥ por zZ ou a cos(6)z. O momento de dipolo passa
a ser expresso por

2 7
B= /0 /0 o(6)a? sin(6)dod g 2. (78)

A integral sobre o angulo azimutal vale 27, e, como conhecemos a
densidade superficial o(6), podemos calcular a integral sobre o angulo
polar. Com a tradicional mudanga de varidveis u = cos(f), nds a

reduzimos o integrando a u?, e resulta que
= 87 .
P=¢ ?ﬂzvo p- (79)

De posse dessa igualdade, podemos reescrever o potencial V. A
Eq. (72) descreve o potencial em fungdo coordenadas esféricas r e 0.
O momento de dipolo permite expressa-lo de forma independente do
sistema de coordenadas. Se notarmos que p - = pcos(6), poderemos
escrever que, fora da esfera,

1
4me,

aell
=-t>

V(F) =

2 (r>a). (80)

Essa igualdade vai nos ajudar no tema Dielétricos. Ela mostra que,
enquanto o potencial de uma carga decai com 1/7, e sua dependéncia
angular é dada por P,(cosf) = 1, o potencial do dipolo decai com

A

1/7? e tem dependéncia angular dada por P, (cos6) = p - .
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