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“Buracos Negros”

Espaço Curvo

Geodésica

Cinemática

Espaço curvo: ds2 = gµνdxµdxν, ∇αgµν = 0 (compatibilidade)

Derivada covariante: ∇αAµ =
∂Aµ

∂xα
+ ΓµαβAβ

Velocidade: uµ =
dxµ

ds
, uµuµ = 1

� uµuµ = gµνuµuν = gµν
dxµ

ds
dxν

ds
=

gµνdxµdxν

ds2
= 1

�
duµ

ds
=

dxα

ds
∂uµ

∂xα
= uα

∂uµ

∂xα

(não é tensor)

Aceleração: aµ =
δuµ

δs
=

dxα

ds
∇αuµ = uα∇αuµ, uµaµ = 0

� uµaµ = uαuµ∇αuµ =
1
2

uα∇α
(
uµuµ

)
= 0

� uα∇αuµ = uα
(
∂αuµ + Γµαβuβ

)
=

duµ

ds
+Γµαβuαuβ =

d2xµ

ds2
+Γµαβ

dxα

ds
dxβ

ds

� aµ = uα∇αuµ =
d2xµ

ds2
+ Γµαβ

dxα

ds
dxβ

ds
Geodésica: aµ = 0
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“Buracos Negros”

Espaço Curvo

Simetrias

Simetrias

Eixo de simetria: k µ

e.g.
(
k µ

)
= (1, 0, 0, 0)

Simetria (translação): xµ → xµ + εk µ = x̄µ

Tensor métrico: gµν(x) =
∂x̄α

∂xµ
∂x̄β

∂xν
gαβ(x̄)

Vetor de Killing: ∇µkν + ∇νkµ = 0 ou kµ;ν + kν;µ = 0 ou Lk gµν = 0

Constantes de movimento: kµuµ = cte

� uν∇ν(kµuµ) = uν(∇νuµ)kµ + uµuν(∇νkµ) =

(uν∇νuµ)kµ +
1
2

uµuν(∇µkν + ∇νkµ) = 0

Tensor de Killing: ∇αKβγ + ∇γKαβ + ∇βKγα = ∇(αKβγ) = 0

Simetria (rotação): xµ → xµ + ωµνk ν = x̄µ
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“Buracos Negros”

Espaços Homogêneos e Isotrópicos

Métricas Maximais

Métrica Maximal

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)ḡij(u)duiduj

� ḡij(u): subespaço simétrico M-dimensional
� i, j ≤ M, a, b ≤ N −M

ḡij(u) positiva definida (tipo espaço):

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)

[
du · du + κ

(u · du)2

1 − κu · u

]

� f < 0
� κ = +1: subespaço de curvatura positiva
� κ = −1: subespaço de curvatura negativa
� κ = 0: subespaço de curvatura nula

Subespaço (esférico): M = 2, κ = +1

ds2 = gtt (r , t)(cdt)2 + 2grt (r , t)cdt dr + grr (r , t)dr2 + f(r , t)
(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)
Simetrias (discretas): θ → π − θ, ϕ→ −ϕ
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ḡij(u) positiva definida (tipo espaço):

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)

[
du · du + κ

(u · du)2

1 − κu · u

]

� f < 0
� κ = +1: subespaço de curvatura positiva
� κ = −1: subespaço de curvatura negativa
� κ = 0: subespaço de curvatura nula

Subespaço (esférico): M = 2, κ = +1

ds2 = gtt (r , t)(cdt)2 + 2grt (r , t)cdt dr + grr (r , t)dr2 + f(r , t)
(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)
Simetrias (discretas): θ → π − θ, ϕ→ −ϕ

7 / 34



“Buracos Negros”

Espaços Homogêneos e Isotrópicos

Métricas Maximais

Métrica Maximal

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)ḡij(u)duiduj
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ḡij(u) positiva definida (tipo espaço):

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)

[
du · du + κ

(u · du)2

1 − κu · u

]
� f < 0
� κ = +1: subespaço de curvatura positiva
� κ = −1: subespaço de curvatura negativa
� κ = 0: subespaço de curvatura nula

Subespaço (esférico): M = 2, κ = +1

ds2 = gtt (r , t)(cdt)2 + 2grt (r , t)cdt dr + grr (r , t)dr2 + f(r , t)
(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

Simetrias (discretas): θ → π − θ, ϕ→ −ϕ

7 / 34



“Buracos Negros”

Espaços Homogêneos e Isotrópicos

Métricas Maximais

Métrica Maximal

gµνdxµdxν = gab(v)dvadvb + f(v)ḡij(u)duiduj
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“Buracos Negros”

Espaços Homogêneos e Isotrópicos

Métricas Estacionária/Estática

Métrica Estacionária

Minkowski: ds2 = gµνdxµdxν = (cdt)2 − dr · dr

X tipo tempo (timelike): ds2 > 0
X tipo espaço (spacelike): ds2 < 0
X tipo luz (lightlike): ds2 = 0

Métrica estacionária:
∂gµν
∂x0

= ∂0gµν = gµν,0 = 0, g00 > 0

Métrica estática: ds2 invariante a reversão temporal (TR)

� ds2(−x0) = ds2(x0) =⇒ g0i = 0

Métrica estacionária e estática (subespaço 2D esférico):

ds2 = gtt (r)(cdt)2 + grr (r)dr2 + f(r)
(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

� f < 0
� Simetrias: θ → π − θ, ϕ→ −ϕ

Geometria de espaços homogêneos e isotrópicos, apenas.
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Geometria de espaços homogêneos e isotrópicos, apenas.
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“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Métrica

Coordenadas

Métrica: Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

Velocidade de escape (energia cinética=potencial):

�
1
2

mv2 =
MGm

r

=⇒ v2 =
2MG

r
= c2 rs

r
, 1 −

rs

r
= 1 −

(v
c

)2
= γ−2

Distância própria (ds): dt = dθ = dϕ = 0

� ds =
(
1 −

rs

r

)−1/2
dr = γ dr (dr : comprimento visto distante)

Tempo próprio (dτ): dr = dθ = dϕ = 0

� ds = cdτ =
(
1 −

rs

r

)1/2
cdt = γ−1 cdt (dt : tempo visto distante)

Velocidade (local):
v
c

=
γdr

γ−1cdt
=
γ2

c
dr
dt

=
γ2rs

cτs

dχ

dt̄
= γ2 dχ

dt̄
=

1
√
χ

Redshift : λ =
(
1 −

rs

r

)1/2
λ∞ =⇒ 1 + z =

λ∞
λ

=
(
1 −

rs

r

)−1/2
= γ
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“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Energia Mecânica

Localmente (Minkowski): ds2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − dr · dr =
(

cdt
γ

)2

� 4-momentum: (uµ) =

(
dxµ

ds

)
= γ(1,β), (pµ) = mc(uµ) = (E/c,p)

� Energia: E = γmc2 = mc2 +
1
2

mv2 + · · ·

, p = γmv = (E/c)β

� Dispersão: E2 = p2 + (mc2)2, γ = 1/
√

1 − β2, β = v/c
� Observador: (ūµ) = (1, 0, 0, 0), ūµpµ = p0 = E/c

Globalmente (Schwarzschild): Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

� Primeiro vetor de Killing: (k µ) = (1, 0, 0, 0) =⇒ gtt
dt
dτ

=
E

mc2

� mcuµkµ = gµνpµk ν = gµ0pµ = p0 = g00p0 = mcg00u0 = E/c

� uµ =
dxµ

ds
, ds = cdτ, u0 =

dx0

cdτ
=

cdt
cdτ

=
dt
dτ
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Globalmente (Schwarzschild): Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

� Primeiro vetor de Killing: (k µ) = (1, 0, 0, 0) =⇒ gtt
dt
dτ

=
E

mc2

� mcuµkµ = gµνpµk ν = gµ0pµ = p0 = g00p0 = mcg00u0 = E/c

� uµ =
dxµ

ds
, ds = cdτ, u0 =

dx0

cdτ
=

cdt
cdτ

=
dt
dτ

14 / 34



“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Energia Mecânica

Localmente (Minkowski): ds2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − dr · dr =
(

cdt
γ

)2

� 4-momentum: (uµ) =

(
dxµ

ds

)
= γ(1,β), (pµ) = mc(uµ) = (E/c,p)

� Energia: E = γmc2 = mc2 +
1
2

mv2 + · · · , p = γmv = (E/c)β

� Dispersão: E2 = p2 + (mc2)2, γ = 1/
√

1 − β2, β = v/c
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Globalmente (Schwarzschild): Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)
� Primeiro vetor de Killing: (k µ) = (1, 0, 0, 0) =⇒ gtt

dt
dτ

=
E

mc2

� mcuµkµ = gµνpµk ν = gµ0pµ = p0 = g00p0 = mcg00u0 = E/c

� uµ =
dxµ

ds
, ds = cdτ, u0 =

dx0

cdτ
=

cdt
cdτ

=
dt
dτ

14 / 34



“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Energia Mecânica

Localmente (Minkowski): ds2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − dr · dr =
(

cdt
γ

)2

� 4-momentum: (uµ) =

(
dxµ

ds

)
= γ(1,β), (pµ) = mc(uµ) = (E/c,p)

� Energia: E = γmc2 = mc2 +
1
2

mv2 + · · · , p = γmv = (E/c)β

� Dispersão: E2 = p2 + (mc2)2, γ = 1/
√

1 − β2, β = v/c
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“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Energia Mecânica

Partícula em r : (pµ) = mc(uµ) = (E/c,p)

� Energia medida pelo observador distante (r → ∞): E

Observador (local) em r :

� ds2 = c2dτ2 = γ−2 c2dt2, γ−2 = 1 −
rs

r
= 1 −

(v
c

)2

� Velocidade: (ūµ) =

(
dt
dτ
, 0, 0, 0

)
= (γ, 0, 0, 0)

� Energia medida pelo observador local: E/c = ūµpµ = γE/c

• E = γE =
E√

1 −
rs

r

(redshift)

� Energia cinética local: E −mc2 = E − E0

Energia cinética vista pelo observador distante:

� (E − E0)γ−1 = E − E0

√
1 −

rs

r
, E − E0

� E − (E − E0)γ−1 = E0

√
1 −

rs

r
(perde energia para a curvatura)
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• E = γE =
E√

1 −
rs

r

(redshift)

� Energia cinética local: E −mc2 = E − E0

Energia cinética vista pelo observador distante:

� (E − E0)γ−1 = E − E0

√
1 −

rs

r
, E − E0

� E − (E − E0)γ−1 = E0

√
1 −

rs

r
(perde energia para a curvatura)

15 / 34



“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Energia Mecânica

Partícula em r : (pµ) = mc(uµ) = (E/c,p)
� Energia medida pelo observador distante (r → ∞): E

Observador (local) em r :

� ds2 = c2dτ2 = γ−2 c2dt2, γ−2 = 1 −
rs

r
= 1 −

(v
c

)2

� Velocidade: (ūµ) =
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Momentum Angular

Globalmente (Schwarzschild): Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)

� Segundo vetor de Killing: (k µ) = (0, 0, 0, 1) =⇒ mr2 sen 2θ
dϕ
dτ

= Lθ

� gµνpµk ν = gµ3pµ = mcg33u3 = −mr2 sen 2θ
dϕ
dτ

= −Lθ

� uµ =
dxµ

ds
, ds = cdτ, u3 =

dx3

cdτ
=

dϕ
cdτ

Newton: L = r × p, p = mv

� r = r r̂ , v = ṙ r̂ + r θ̇ θ̂ + rϕ̇ sen θ ϕ̂
� L = mr2θ̇ ϕ̂ −mr2ϕ̇ sen θ θ̂

Escolha: θ = π/2, mr2 dϕ
dτ

= Lθ
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� r = r r̂ , v = ṙ r̂ + r θ̇ θ̂ + rϕ̇ sen θ ϕ̂
� L = mr2θ̇ ϕ̂ −mr2ϕ̇ sen θ θ̂

Escolha: θ = π/2, mr2 dϕ
dτ

= Lθ

16 / 34



“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Momentum Angular

Globalmente (Schwarzschild): Λ = 0, rs = 2MG/c2

ds2 =
(
1 −

rs

r

)
(cdt)2 −

(
1 −

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sen 2θ dϕ2

)
� Segundo vetor de Killing: (k µ) = (0, 0, 0, 1) =⇒ mr2 sen 2θ

dϕ
dτ

= Lθ

� gµνpµk ν = gµ3pµ = mcg33u3 = −mr2 sen 2θ
dϕ
dτ

= −Lθ

� uµ =
dxµ

ds
, ds = cdτ, u3 =

dx3

cdτ
=

dϕ
cdτ

Newton: L = r × p, p = mv
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“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Trajetória Plana

Métrica invariante por rotações espaciais.

Condições iniciais (τ0): (t0, r0, θ0 = π/2, ϕ0 = 0), (ṫ0, ṙ0, θ̇0 = 0, ϕ̇0)

Aceleração angular θ̈0 = 0: θ̈ =
r sen (2θ) ϕ̇2 − 4ṙ θ̇

2r
Trajetória restrita ao plano equatorial (simetria esférica).

Aceleração angular ϕ̈0 , 0: ϕ̈ = −2

(
r cos θ θ̇ + sen θ ṙ

)
ϕ̇

r sen θ

θ =
π

2
: ϕ̈ = −

2ṙ ϕ̇
r

ẗ =
rs ṙ ṫ

r(rs − r)

θ =
π

2
: r̈ =

c2rs(rs − r)2 ṫ2 − rsr2 ṙ2 − 2r3(rs − r)2ϕ̈

2r3(rs − r)
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2r
Trajetória restrita ao plano equatorial (simetria esférica).

Aceleração angular ϕ̈0 , 0: ϕ̈ = −2

(
r cos θ θ̇ + sen θ ṙ
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2r3(rs − r)

17 / 34



“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Simetrias

Trajetória Plana

Métrica invariante por rotações espaciais.

Condições iniciais (τ0): (t0, r0, θ0 = π/2, ϕ0 = 0), (ṫ0, ṙ0, θ̇0 = 0, ϕ̇0)
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2r
Trajetória restrita ao plano equatorial (simetria esférica).

Aceleração angular ϕ̈0 , 0: ϕ̈ = −2

(
r cos θ θ̇ + sen θ ṙ

)
ϕ̇

r sen θ

θ =
π

2
: ϕ̈ = −

2ṙ ϕ̇
r

ẗ =
rs ṙ ṫ

r(rs − r)

θ =
π

2
: r̈ =

c2rs(rs − r)2 ṫ2 − rsr2 ṙ2 − 2r3(rs − r)2ϕ̈

2r3(rs − r)
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dτ̄2
= ∓

2a
χ3

√
ε2 − V̄e

Temporal:
d2 t̄
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Qχ

Q2
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ε2 − V̄e

Radial:
d2χ

dτ̄2
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(
3a2

2χ4
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a2
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1
2χ2

+ λ χ
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dV̄e

dχ

� Q = 1 −
1
χ + λ χ2, Qχ =

dQ
dχ

=
1
χ2

+ 2λ χ

�
Qχ

Q2
=

2λ χ3 + 1
(λ χ3 + χ − 1)2

� V̄e = Q
(
1 +

a2

χ2

)
=

(
1 −

1
χ + λ χ2

) (
1 +

a2

χ2

)
(“potencial” efetivo)
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“Buracos Negros”

Buraco Negro sem Rotação

Movimento Radial

Movimento Radial

Queda livre: dϕ = 0, a = 0, b = ε2 − 1, ε = E/mc2, χ = r/rs

Tempo (próprio) local:
(
dχ

dτ̄

)2

=
1 + bχ
χ

� ±2b3/2τ̄(χ) = ln
[
1 + 2bχ + 2

√
bχ(1 + bχ)

]
− 2

√
bχ(1 + bχ)

Tempo distante:
dt̄
dχ

dχ

dτ̄
=

εχ

χ − 1

=⇒

(
dt̄
dχ

)2

=
(1 + b)χ3

(χ − 1)2(1 + bχ)

± 2b3/2τ̄(χ) = 2b3/2 tanh−1

 1 + (1 + 2b)χ

2
√

1 + b
√
χ(1 + bχ)


−
√

1 + b
[
2
√

bχ(1 + bχ) + (2b − 1) ln [1 + 2bχ + 2
√

bχ(1 + bχ)
]]

lim
b→0

τ̄ = ±
2
3
χ3/2, lim

b→0
t̄ = ±

2
3

√
χ(3 + χ) ∓ tanh−1

(
1 + χ

2
√
χ

)
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