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Simbologia — Dinamica do Ponto

F F orca

—

M, Momento de uma forg¢a em relacao ao pblo O
6 Quantidade de Movimento

ﬁo Quantidade de Movimento Angular em relacao ao p6lo O

T Energia Cinética

Tt Trabalho de uma forga durante um intervalo de tempo
I Impulso de uma forca durante um intervalo de tempo

V' Funcao Energia Potencial de uma forga conservativa
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Simbologia — Cinematica do ponto
t tempo

s distancia percorrida, arco sobre a trajetoria

v velocidade escalar
aceleracao escalar

a
7 = (P — 0) vetor posicio

é 'l

v vetor velocidade

a vetor aceleracio

é

t versor tangente

n  versor normal

%

b versor binormal

a, vetor aceleracio tangencial

a, vetor aceleracio normal
p raiode curvatura da trajetoria (¢ = 1/, é a curvatura)

1/, raio de torgdo da trajetéria (y é a torgio da trajetoria)
versor transversal (coordenadas polares ou cilindricas)

ﬁ
T
u wversor radial (coordenadas polares ou cilindricas)
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Formulario — Dinamica do Ponto

¢ =mv e
— Q=ma=F
1 ﬁozmﬁo/\ﬁ‘l‘ﬁo
T=§mv2 S
HO = MO p/Ofixo.
t—) P—>
T = F”l_}dt ou T=deP > =
fto p [ =AQ
5 t, T=AT
= [Fa
to TB+VB=TA+VA
AV = mgAZ Forca peso
k 2 27 |Forga de mol
AV:E(x _xO) orga de mola
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Leis da Fisica

As leis da fisica descrevem os fen6menos fisicos observados na natureza.
Sado formuladas pelo intelecto humano a partir da observacao dos fatos.
N3ao sao passiveis de deducao analitica.

Suas validades sdo avaliadas experimentalmente.

Leis de Newton

1. Leidalnércia: Na auséncia de resultante de forcas sobre um ponto material este permanece em
repouso ou em movimento retilineo uniforme em relagao a um referencial inercial.

2. Lei Fundamental da Dinamica: A taxa de variacao da quantidade de movimento de um ponto
material em relacdao a um referencial inercial é diretamente proporcional a resultante das forcas
atuante sobre ele, sendo que a constante de proporcionalidade é a massa do ponto.

3. Leide Acao e Reacao: A toda agao de um ponto material sobre outro correspondera outra, de
mesma intensidade e linha de a¢ao, com sentido oposto.

Isaac Newton, 1687.
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Quantidade de Movimento de um ponto material

Seja um ponto material P de massa m e velocidade v.
Define-se a quantidade de movimento (“momentum”) do ponto por:

-

Q =mv

Obs: a quantidade de movimento é dita também por quantidade de movimento linear.

Quantidade de Movimento Angular de um ponto material em relacédo a um pélo “0O”

Seja um ponto material P de massa m e velocidade v.
Define-se a quantidade de movimento angular do ponto P em relagao ao pdlo O por:

Energia Cinética de um ponto material

Seja um ponto material P de massa m e velocidade v.
Define-se a energia cinética do ponto do ponto por:

| 1
T=§mv-v=> T =—mv

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 — Dinamica do Ponto — revisao 09 Pagina 7



Seja um ponto material P de massa m e velocidade ¥ sobre o qual é aplicada uma forca F.
Define-se trabalho da forca sobre o ponto entre dois instantes ou entre duas posicdes da trajetdria do ponto por:

t P
T=f F - vdt ou T=J F-dP ﬁ:E:szﬁdt
t

Impulso de uma Forca sobre um ponto material

Seja um ponto material P de massa m sobre o qual é aplicada uma forga F.
Define-se impulso da forca sobre o ponto entre dois instantes por:
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22 Lei de Newton: Lei Fundamental da Dinamica

Lei Fundamental da Dinamica: A taxa de variacdo da quantidade de movimento de um ponto material
em relacdo a um referencial inercial é diretamente proporcional a resultante das forcas atuante sobre
ele, sendo que a constante de proporcionalidade é a massa do ponto.

Q=F
Sendo a quantidade de movimento: 6 = muv

.
-

Q=mv+mv=

T

Admitindo a massa constante ao longo do tempo:

Qu

F=m

Referencial é onde se encontra o observador que esta descrevendo a cinematica do movimento.

As Lei de Newton ndo sao validas em todos os referenciais, mas apenas naqueles ditos referenciais inerciais.
Caso o observador esteja “enxergando” aceleragao para o ponto ele deve ser capaz de identificar um agente de
forca real atuando sobre o ponto que seja de origem gravitacional ou de origem eletromagnética ou de contato
entre dois corpos.

Caso o observador “enxergue” aceleragao mas nao consiga identificar uma resultante de forga real atuando entao
pode-se concluir que o observador esta em um referencial ndo-inercial.
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Teorema da Variagédo da Quantidade de Movimento ou Teorema do Impulso

“ A variacao da quantidade de movimento de um ponto em um intervalo de tempo é igual ao impulso
da resultante de forcas sobre o ponto durante este mesmo intervalo.”

Da definicao de quantidade de movimento: 6 = mv

Derivando em relacdao ao tempo, admitindo a massa constante:

Ql
[l
3
e
[l
S
Qu
Il
T

da—ﬁ:d%—ﬁdt
dt Q=

Q t
Integrando: dé) = 6 — (_2)0 = f ﬁdt
t

AQ =T

Teorema é uma proposicdo que é admitida ou se torna evidente a partir de uma demonstragdo.
Os teoremas da dindmica partem de uma definigdo de uma grandeza e em seguida utilizam a 29 Lei de Newton, que por isso é ent@o
chamada “Lei Fundamental da Dindmica”, justamente por dar origem a todos os teoremas da dindmica.
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Teorema da Quantidade de Movimento Angular

“ A taxa de variacao da quantidade de movimento angular de um ponto material em relacdao a um pélo
fixo é igual ao momento da resultante de forgas sobre o ponto calculado em relacdao ao mesmo pélo.”

Da definicao de quantidade de movimento angular em relagcdo a um pdlo O: ﬁo = (P — 0) A muv

Derivando em relacdao ao tempo, admitindo a massa constante:

-

H0=(Up—130)/\m1}>p+(P—0)/\mﬁp
I?I)0=m13p/\1_7>0+(P_0)/\mC_ip
ﬁo=m1}>p/\1_7>0+(P—0)/\ﬁ'=m1_7)p/\50+MO

Tomando um pélo O fixo (ou também no caso particular em que ¥, || V):

ﬁozﬁo
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Teorema da Energia Cinética (ou Teorema do Trabalho)

“ A variacao da energia cinética de um ponto material entre dois instantes ou duas posicdes sucessivas
de sua trajetoria é igual ao trabalho realizado pela resultante de forcas sobre o ponto durante este
mesmo intervalo de tempo ou estas duas posi¢cdes sucessivas da trajetoria.”

1
Da defini¢cdo de energia cinética: T =—mv-v
2
Derivando em relagdao ao tempo, admitindo a massa constante: T —mv-v=md-v
dT - - - - 4
—=ma-v=>dl =ma-vdt=F -vdt
dt
T t R
Integrando: j dT =T —T, = f F - vdt
To to

Péagina 12
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Forcas Conservativas — Energia Potencial - Integral da Energia

Definicao de Forcas Conservativas:

Sao aquelas cujo trabalho nao depende da trajetdria do ponto mas apenas das posicoes iniciais e finais.
Sao aquelas que realizam trabalho nulo para uma trajetéria do ponto em percurso fechado.

Considere as 4 trajetdrias mostradas para um Ponto P.
As trajetdrias 1, 2 e 3 partem da posicao A e chegam a posicao B.
A trajetoria 4 parte da posicao A e retorna a esta mesma posicao.

Forgas conservativas sdo aquelas em que:
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Forcas Conservativas — Energia Potencial - Integral da Energia

O Teorema da Energia Cinética nos diz que o trabalho realizado é igual a variacao da energia cinética.

Sendo a forca conservativa ela tem trabalho nulo num percurso fechado. Assim, ao retornar a posicao de partida ela
devera ter a mesma energia cinética.

O ponto vai variando a sua energia cinética ao longo do percurso mas ao ir retornando a posicao inicial ele vai
recuperando a sua energia cinética inicial.

Esta pode ter aumentado e diminuido diversas vezes ao longo da trajetdria mas o importante é que ao retornar a
posicao inicial o ponto retorna ao valor de energia cinética inicial.

Podemos imaginar entdo um “recipiente auxiliar” que vai armazenando a energia cinética, devolvendo-a ao ponto
conforme ele vai retornando a posicao inicial.

A esta quantidade de energia armazenada neste “recipiente” damos o nome de Energia Potencial (V), ela
representa uma “capacidade armazenada” de realizar trabalho:

. Ela iguala a variagao da energia cinética.
. Ela é fungdo apenas da posi¢ao do ponto.
. A fungao energia potencial é igual ao trabalho realizado sobre o ponto com sinal invertido.

Trabalho positivo faz a energia cinética aumentar e a energia potencial diminuir da mesma quantidade.
Trabalho negativo faz a energia cinética diminuir e a energia potencial aumentar da mesma quantidade.

AT = 1=-AV| Tg—Tya=-WVp—-Vy) |Tg + Vg =T, + V,|Integral da Energia
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Forca Conservativa Peso — Energia Potencial da Forgca Peso

Seja um ponto material P de massa m submetido a um campo gravitacional.
A forga peso é dada por:

F = —mgl_é

A diferencial do vetor posicao é dada por:
(P—0)=xI+y]+zk dP =dxi+dy]+dzk
A diferencial do trabalho é dada por:

dt =F - dP = —mgdz

Integrando, resulta no trabalho do peso de P sobre ele, dado por:

zZ

k

./'1

= —mgk

P
jdr=j ﬁ-dp=j —mgdz
Py zZ

0

T = —mg|z(t) — z(to)]

T =-—-mgAz

Expressdao da variacao da energia potencial da forca peso:

Forga conservativa =»Trabalho independente da

trajetéria! Depende apenas da posigdo inicial e AV = mgAZ

= —mgl_é

Forca conservativa =»Trabalho
independente da trajetéria! Depende
apenas da posig¢do inicial e final!

final!

Péagina 15
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Forca Conservativa de Mola — Energia Potencial da Forca de Mola

Trabalho de uma forga elastica de mola entre duas posi¢des deformadas da mola, sendo L, 0 comprimento livre
da mola:

Seja a forca de mola elastica dada por:

- — s L/
F =—kxi 1
A diferencial do vetor posicao é dada por: Lo k
dP = dxT + dyj + dzk B o bek:
A diferencial do trabalho é dada por: X F

dt = F - dP = —kxdx E%f - -
? |

Integrando: X
J dt = J —kxdx

X0
Trabalho da forga de mola: Expressdo da variagdo da energia potencial da forga de mola:
k k
— 2 2
T__E(x — x5) AV=§(x2—x§)
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Exercicio 01

Um anel A de massa m desliza sem atrito sobre uma guia parabdlica (y =
contida num plano vertical. O anel parte do repouso da coordenada x, =
O anel é repelido pelo eixo vertical e atraido pela origem com forgas

proporcionais a distancia que os separa, sendo k o fator de proporcionalidade

para ambas as forgas.

Pede-se a velocidade do anel e a rea¢ao da guia sobre ele quando ele estiver

na coordenada x = 1/2.

?)

!—x><

AV, =[G +x%) - (o + 2]

A forca de reagdo numa guia sem atrito esta apenas na dire¢do normal e assim nao realiza
trabalho.

As demais forcas sdo conservativas.

Iremos resolver pelo TEC, mais especificamente pela Integral da Energia, para calcular a
velocidade na posicao final e em seguida aplicar a 22 Lei de Newton para calcular a forga
de reacdo da guia, neste caso a for¢ca normal N.

dP = dxi + dyj + dzk
y = x? = dy = 2xdx
dP = dxt + 2xdxj

F,=k(0—A4) =k(—xi— vy = k(—xT — x2])

X

dt, = Fy.dP = k(—xT — x2]). (dxT + 2xdx]) = —kxdx — 2kx3dx = AV, = —1, = j (kx + 2k x3)dx

X0

Anélise:
Ao se aproximar da origem AV é negativo entdo AT aumenta = OK!
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Exercicio 01 (continuacao)

ﬁz = kXi)

X
dt, = F,.dP = kxT.(dx? + 2dx)) = kxdx = AV, = —T, = —f kxdx

X0

Analise:
Ao se aproximar da origem AV é positivo
entdo AT diminui =» OK!

k
AV, = —E(x2 — x¥)

Aplicando a Integral da Energia:

T+V =Ty +V|

AT = —AV

mv? k k

—— = 0= [? +x%) = (@ +xD] +5 (& = x§) + mg(yo — ¥)
mv?  k 1+1 (14 1) +k 1 s ) 1 _15k+3m.9
2 - 2|\a" 16 2 \4 M\ T

v

15k N 39
- J1em 2
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Exercicio 01 (continuacao)

Aplicando a 22 Lei de Newton:

md = R

L, v? L
m<1'7t+?r_i>=F1+F2+Nﬁ—mgf

mv = (ﬁl +F, + N7t —mgj).t
v: oL
m? = (F, + F, + Nii — mgj).7

muv?

= [k(—xT — x?]) + kxT + N7 — mg]].7

Precisamos calcular o versor normal e o raio de curvatura.

A derivada da equacao parabdlica da guia nos dard o
coeficiente angular da reta tangente a ela:

dy dy
=x=>-—==2 — =1
y=4x :dx xz)dxx1

2
0(x = 1/2) = arctan(1) = 45°

- z=‘/7§(—7—7) > ﬁ:‘/;(—nf)

r

Raio de curvatura de uma curva plana dada em

coordenadas retangulares.
Nédo deduzido aqui.
Vide W.A. Granville et alli “Elementos de Célculo Diferencial e Integral” §105.

3
12Y5 d
:M y'=—y=2x=>y’ 1 =1
yn dx ==
Il_dzy_z
Y "~ dx?

3
1+1)2
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Exercicio 01 (continuacao)

mv? , 5 N 7
T = [k(—=xT — x?]) + kxT + N1i — mgj]. 7

N

mv
—— =N + [—kx?] —mgj]. 7

p i e |
5 | . ké A7 m i
. E ............ - ‘t g |

V2 1 15k 3g =

b= |52l =Y |, |15k, 39 :
i=—(T+)) 2l "= |Tem T 2 S .

X 1

Observacdo: a partir daqui a andlise dimensional ndo faz mais
sentido pois substituiremos valores literais por valores numeéricos:

2 1 V2
% =N+ [—Zkf—mgf].<7(—?+f)>
muv? V2 W2

= N-——fk-—-—=
2 g =7 M9

yoY2, V2 o oV2 oo, V2, V2o 15V2, 3V2
~ 8 p Mg T My =g 2 "I T35 4

N_19\/§k+5x/§
32 4

mg = myg
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Exercicio 02

Um anel A de massa m desliza sem atrito sobre uma barra retilinea. A barra
por sua vez gira num plano horizontal em torno do eixo fixo vertical passando
por O com velocidade angular w = ¢ constante. Admitindo no instante inicial
que o anel esteja em repouso em relagdo a barra a uma distancia ry da
articulagao fixa em O, pede-se:

a) A posicdao em fungdo do tempor =r(t);

b) A equacdo da trajetéria do anel em coordenadas polares;

c) Aforca que a barra exerce sobre o anel.

Aplicando a 22 Lei de Newton: ma = R

m (G — 2r)id + (¢r + 297)7 + 2K) = R.T + (R, — mg)k

s 2 — O
m(F ~ w'r) 'r = rycoshwt|

2mwr = R;
0=R,—mg T = wrysenhwt
o0 2
F_ wlr =0 ¥ = w*rycoshwt
r = C;coshwt + Cysenhwt |RT = mezrosenha)d
7 = wC;senhwt + wC,coshwt R, = mg

# = w?C coshwt + w?C,senhwt

¢ = wt

Aplicando as condigdes iniciais:
'r = rycosho)

rt=0)=C=1ry=>C =r1

Péagina 21
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Exercicio 03 B

Uma particula A é langada sobre a guia indicada, deslizando sem atrito.
Pede-se:

a) vy para que a particula chegue a C considerando contato unilateral;

b) vy para que a particula chegue a C considerando contato bi-lateral;

c) a reagdo da guia sobre a particula numa posigdao genérica B em fungdo de v,.

vé = 59R

A Unica forga realizando trabalho é o peso. Vamos aplicar a integral da energia: DCL
|TB + VB = TO + V0| E /::,::::::3
: v AW
S+ mgR(1 + senf) = = v2=v2 — 2gR(1 + senB) e
Para o contato uni-lateral a condigao é que a Normal permanega maior que mg
zero até chegar em C.
Para o contato bi-lateral a condigdo é que a velocidade ndo se anule antes de R — .
chegar em C. e
Para contato bi-lateral ent3o: v2=v§ —2gR(1 + Sen9)|9_E >0 vg > 4gR
=2
. . - =g - vz -
Aplicando a 22 Lei de Newton: md = R m <1’Jt + ?ﬁ> = Nn —mgj = N1 + mgsen8n — mgcos6t
mv = —mgcost mu? Para contato uni-lateral ent3o:
v? o =N = T mgsend 2
mﬁ = N + mgsen — N = RO —mg(2 + 3send) >0=
N = RO —mg(2 + 3senB) =7
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Exercicio 04 Johannes Kepler, 1605

O movimento de um satélite em torno da terra ou dos planetas em torno do sol pode ser bem representado por um
modelo de particula sob agao de uma forga central.

Kepler deduziu, a partir de registros tabulados de observagdes experimentais, 3 leis para o movimento planetario. Uma
delas diz: “O raio vetor que define a posi¢ao do planeta percorre areas iguais em tempo iguais”, isto é, “a velocidade
areolar é constante”.

Pede-se demonstrar analiticamente esta Lei de Kepler a partir das Leis de Newton.

1 1
A area percorrida pelo raio vetor pode ser obtida a partir de: dA = Er. rdf = Erzde v p
m
)

. . dA dA d§ [dA 1 ., NS

A velocidade areolar entao é dada por: — = — — =| —— = _+29 F
dt df dt dt 2 B
O momento da forga central em relagao ao foco da trajetoria =Q
eliptica é dado por: ) GmM ~ B’ S, M A’
MS=(P—S)/\F=rﬁ’/\<— > >z‘i=0
r A
Do Teorema da Quantidade de Movimento angular:
Hi=M;=>H;=0
Concluimos que temos Conservacdo da Quantidade de Movimento Angular db
no movimento central. Assim: ﬁs N Ijis — cte 4
— . . <
= (P =8 Amb = ri Am(7d + i) = mri A (7d + 70T) = mr20k = cte
! 26 aA t d
== =—= .q.d.
zr o7 cte c.q
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Exercicio 05

Um anel pesado de massa m desliza sobre uma guia circular
fixa, de raio R , situada num plano vertical.

O anel parte do repouso da posicao y = R.

Despreze eventuais atritos.

yA

Param = 2 [kg]e R = 3 [m], g = 9,81 [m/s?] pede-se:

a) Avelocidade do anelem 6 = %[rad];
b) Avelocidade do anelem 8 = 0 [rad];

c¢) Areacdodaguiasobreoanelem @ = % [rad];

v

d) Areacdo daguiasobreoanelem 8 = 0 [rad];
e) A coordenaday da posicao onde a reagao do anel é
igual em mddulo ao seu peso.

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecanica 1 — Dindmica do Ponto — reviséo 09 Péagina 24



o
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 05 (continuacao)

Aplicando a Integral da Energia: Y4
T+V="T,+V, NR
2 /!
> + mgR(1 — cosf) = 0 + mgR
2 _ i
V" = 2gRcost v(0=3) =645 [m/s]
v = y2gRcosb v(0 =0) =7,67[m/s]
Aplicando a 22 Lei de Newton:
ma =R ParaN = mg:
. vz — - —
m (vt + ?n> = mgsenft + (N — mgcos6)n N = 3mgcosf = mg
mv = mgsenf cosf=1/3
v? v’ T y = R — Rcosf
mF=N—mgc059=> N=mgcost9+m§ N(G =—)=41,6 [N]
_ 2R —5
N = 3mgcos8 N(6 = 0) = 58,86 [N] y=3| Y= [m]
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Exercicio 06 (mesmo enunciado do 05, agora com atrito)

Um anel pesado de massa m desliza sobre uma guia circular fixa, de
raio R, situada num plano vertical.

O anel parte do repouso da posicao y = R.

Considere coeficiente de atrito de escorregamento i entre o anel e a
guia.

yA

Param = 2 [kg]e R =3 [m], g = 9,81 [m/s*], u = 0,3 pede-se:

a) Avelocidade do anelem 6 = % [rad];
b) Avelocidade do anelem 8 = 0 [rad];
c¢) Areacdoda guiasobreoanelem = % [rad];

d) Areacdo daguiasobreoanelem 8 = 0 [rad];

e) A coordenaday da posicao onde a reacdo do anel é igual em
modulo ao seu peso.

f) A altura maxima que o anel chega ao final da primeira oscilagao.
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Exercicio 07

O vagao desloca-se para a direita com uma dada aceleragao constante. O bloco esta
simplesmente apoiado na parede frontal do vagao e nao escorrega para baixo em relagao
ao mesmo devido ao atrito.

Qual deve ser a minima aceleragao do vagao compativel com esta situagao?

ParaM =50 [kg], m=2[kg],g =981 [m/s*],u=0,3.
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