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5. Estrutura matematica da Mecanica
Quantica

Até este ponto, discutimos, em linhas gerais, como expressar e resolver problemas
fisicos na mecanica quantica, em termos da Equacao de Schrédinger (EqS).
Discutimos, de uma maneira ampla, as estratégias para resolver a EqS no caso
geral e, em particular, discutimos a resolu¢ao da equacao independente do tempo,
resolvendo alguns exemplos emblematicos de potencias unidimencionais simples.
Visto sob essa perspectiva, pode-se ter a impressao que mecanica quantica se
resume a solugao da EgS, usando métodos matematicos mais ou menos familiares
(solugdo de equacdes diferenciais parciais). Embora essa seja uma estratégia
valida e efetiva em alguns casos, ela é bastante limitada e seria um grande
equivoco pensar que as estratégias da mecanica quantica se limitam
simplesmente a solucdes da Eq. de Schrodinger.

O roteiro seguido até aqui teve uma motivagao didatica e, deliberamente, procurou
enfatizar os aspectos fisicos do problema. Apresentando apenas a matematica
necessaria para formular e resolver o problema. Por essa razao, nao temos sido
muito rigorosos com o formalismo. Trocando rigor matematico por intuigao fisica,
sempre que possivel, para ndo obscurecer desnecessariamente a "Fisica" do
problema. Essa estratégia é bastante razoavel para uma introdugao ao assunto.
Apesar disso, o dominio do formalismo matematico também é importante e
necessario para ser bem sucedido na resolu¢ao de problemas gerais da MQ, ou
mesmo para entender muitos temas de pesquisa contemporanea. A situacgao ideal
é aquela onde consegue-se combinar ambas habilidades, que é um dos objetivos
secundarios deste curso.

Neste capitulo, portanto, seguiremos uma estratégia diferente e complementar
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aquela seguida até agora. O foco agora sera ampliar a linguagem e abstragao do
problema, apresentadno de modo mais formal a estrutura matematica da mecanica
guantica moderna. A prioridade ainda permanecera com a Fisica e ndo a
Matematica. Portanto, ndo se almeja mero rigor matematico, mas, sim, introduzir
nNovos conceitos e representag¢des que serdao muito Uteis para expandir os
horizontes dentro da teoria e, como iremos explorar nos préximos capitulos, serao
fundamentais para entender a linguagem contemporanea dessa importante
disciplina cientifica.

5.1 Espaco de estados

Resumindo o que vimos até aqui, podemos, ainda de uma maneira informal, dizer
que as solucdes estacionarias 1, (:c) da EgS sao funcdes de ondas que
representam os possiveis estados do sistema, com energia F,,. Outra forma de
dizer isso, motivada pela forma da equagéo H1)y, () = Ey 1y, (), € dizer que
{1, ()} é o conjunto de autofungdes do operador H, representando os
autoestados do sistema com autovalores F,,. Vimos nos exemplos discutidos,
como no caso da caixa infinita, que 1, (:L') possui uma série de propriedades
interessantes e Uteis. Entre elas:

Dentro do que vimos até aqui, podemos, ainda de uma maneira informal, dizer que
as solugdes estacionarias 1), () da EqS sdo fungdes de ondas que representam
os possiveis estados do sistema, com energia F,,. Outra forma de dizer isso,
observando a forma da equagdo H, (x) = E, v, (), é dizer que {¢,, ()} é o
conjunto de autofuncdes do operador H, representando os autoestados do
sistema com autovalores F,,. Vimos nos exemplos discutidos, como no caso da
caixa infinita, que v, (:)3) possui uma série de propriedades interessantes e uteis.
Entre elas:

fd);ﬁl (x)d)m (:B)dx = Onm
¥(z) =3, cn¥n ()

c, = fwi;(a:)\I’(a:)da:;onde > |cn\2 =1
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De fato, pode-se extender e generalizar essas ideias para expressar esses objetos
em termos mais abstratos e gerais, através do conceito de espaco vetorial linear.
Como os estados ¥, () e os operadores (que nesse contexto serdo

TU \

transformacodes lineares) nesses estados devem satisfazer um certas propriedades
para representar um sistema fisico, esses espacos vetoriais devem ter conjunto de
estruturas e propriedades especiais que veremos logo mais. Por simplicidade,

iremos nos referir a esses espacos como espacos de Hilbert.

=2 5 (o e ek

Para deixar esse ponto mais claro, vamos relembrar/introduzir algumas definicoes
e conceitos, para formalizar e definir melhor essa ideia.

5.2 Espaco vetorial linear

Partido da definicao mais geral e abstrata:
Definigao 1

Grupo comutativo sob adicdo, V, com multiplicacéo por escalar definida sobre
um campo complexo JF, satisfazendo propriedades associativa e distributiva. Os
elementos do espacgo V sdo chamados de vetores e os elementos do campo JF
sao escalares.

As propriedades associativa e distributiva da multiplicagcao por escalar implica:

SeV ={u,9,w,...}e F ={A\ pu,K,...} temosque: A(ud) = (Ap)7,
AW+ U) = A0+ Ade (A + p)u = Ad + pa.

Vale lembrar algumas outras definigdes (Grupo e Campo), da Algebra:

Grupo: Conjunto de elementos, que inclui inversos e identidade, com uma
operagao (x) fechada que satisfaz associatividade. Grupos nao precisam ser
comutativos, mas quando apresentam essa propriedade sao chamados de
grupos comutativos ou Abelianos.
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em termos dessas duas operagoes.

Formalmente, campos s@o conjuntos de elementos com operacgdes de adicao
e muitiplicagdo (-, X) definida; sendo comutativo para (+4) e comutativo para (
X ) omitindo o elemento nulo (zero). Satisfaz ainda a propriedade distributiva

ax(b+tc)=axbtaxec

Campos sao, portanto, dois grupos comutativos com duas operagoes (+, ).
Exemplos importantes sao os campos dos nimeros reais, complexos e
racionais.

Alternativamente, uma definicdo um pouco mais familiar de espacgo vetorial é:

Definigao 2:

Conjunto V # () (ndo vazio) de elementos, chamados vetores, que é fechado sob
adi¢do e multiplicagdo por um escalar de um campo complexo F.

Ou seja, se V = {4, ¥, W, ...} e F = {\, i, K, ... },temos que: Vi, w € Ve
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YA\peF =X+ puweV

Se o campo JF é complexo (real) o espago é dito ser um espago vetorial linear

complexo (real).

Dimensao do espaco

Um conjunto de vetores {¢n} é dito linearmente independente (LI) se ndo ha
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nenhuma combinagao linear nao-trivial que leve ao vetor nulo, isto é:
N L N PR o Y Y AU R TR LN T S (P P R P
CnWn — U —2 Cp — UV TL. AUITNENSdO U4 U0 €5DdAC0 VELWDIlIdl € Udud DeIo

(113 T ™

numero maximo de vetores LI desse espago. Qualquer vetor do espacgo pode ser
escrito como uma combinacao linear dos vetores da base desse espaco, formado
por vetores LI do espagco. Como veremos adiante, os espagcos de Hilbert da MQ
podem ser infinitos.

5.3 Espacos de Hilbert: espacos vetoriais da MQ

Na mecanica quantica sdo usados espacgos vetoriais com algumas propriedades e
estruturas adicionais, para garantir certas propriedades fisicas desejaveis da teoria.
E comum, principalmente entre os fisicos, chamar esses estados de estados de
Hilbert. Os espacos de Hilbert podem ser finitos (com dimensé&o d) ou infinitos, por
exemplo, quando os vetores sao fungdes continuas.

Embora essa terminologia ndo seja muito precisa, dado que os espacgos vetoriais
usados na MQ sao apenas um tipo particular de espaco de Hilbert (neste contexto:
0s espacgos cujos vetores sao fungdes quadrado-integradveis, também chamados de
espacos de Lebesgue do tipo L), nés usaremos essa "convengao’, para simplificar
a linguagem.

Produto interno

Uma das estruturas adicionais dos espacos de Hilbert é o produto interno que leva
dois vetores do espagco num nimero complexo, segundo a defini¢ao:

Vb H > (b)) = / & (2)(x) de

No caso de um espaco discreto de dimenséo d, o produto interno é definido como

d
(w7 U) = Z w; (%
=1
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Note que o produto interno resulta num escalar complexo, que ndo € um elemento
do espaco de Hilbert. O produto interno tem as seguintes propriedades:
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(¢, @) > 0, sendo nulo apenas quando ¢ = 0

Comprimentos e angulos

O conceito de produto interno nos permite generalizar os conceitos de
comprimento (norma) e medidas de angulos entre vetores em espacgos de
dimensoes e elementos arbitrarios. Embora os vetores agora nao sejam mais
"setas" no espaco tridimensional Euclidiano, pode-se explorar a analogia com o
conceito de produto escalar (o produto interno) daquele espaco, para definir a
norma do vetor, através do produto interno de um vetor por ele mesmo:

Observe que a norma é sempre um nimero real, tal que ||¢|| > 0 e ||v|| > 0,
conforme nos assegura a desigualdade de Schwartz:

(%, 8)|* < (¥, %) (¢, 8).
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Também é satisfeito o teorema de desigualdade triangular:

16+ )| < 1]l + N1l

r /7l

Para ambos os casos, a desigualdade s6 é valida quando um dos vetores é multiplo
do outro.

Dois veltores sao tido ortogonais quando seu produto interno é nulo. Da mesma
forma, um conjunto de vetores {én} é dito ortonormal quando o produto interno
bedece

dece a relagéo (¢n , om ) = On,
7

Vi

entre pares de seus elementos o

(£2

Expansao de vetores

No caso em que 7 é finito, com dimensé&o d, dado um vetor arbitrario ) e uma
base {¢,, } de vetores linearmente independentes, podemos expressar o vetor

/ \ / 1 /[ 1 1\ {1 / \ c - 1
Y =), Cndn,ondecy, = (Pn, ) e (¢n, Pm) = Opm. Podemos pensar nos

coeficientes ¢, como sendo as componentes do vetor no espaco de Hiibert,

analogos as componentes de um vetor no espaco Euclidiano. Porém, é importante
lembrar que essas componentes sdo expressas por nimeros complexos. As
componente do vetor de estado tém toda a informacao relativa ao estado,
determinando completamente o vetor (estado) do sistema.

Também de modo andlogo, podemos expressar as soma de dois vetore em termos
dessas componentes
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Pare, Pense & Contemple!

Antes de prosseguir, pare e reflita por um momento no significado e amplitude esses resultados.
Lembre-se que o espaco H pode ter dimensde infinitas, tanto no nimero de elemento (vetores),
como nas dimensdes (nimero de componentes) desses vetores. Esses resultados, nada ébvios,
sdo extremamente poderosos e Uteis, justificando plenamente o tempo investido em generalizar e
abstrair a descrigao dos nossos problemas usando esse formalismo.

5.4 Notacédo de Dirac

Introduzimos agora a notagao de Dirac, bastante popular na mecénica quantica,
onde o vetor de estado é chamado de "ket" e representado pelo simbolo [1)). O
vetor correspondente do espaco dual é chamado de "bra" é representado por (wl
de tal forma que o produto interno pode ser representado por (1, %) = (1|)).

Note que (¢| = [1)*, corresponde ao complexo conjugado transposto do vetor de
estado |1)). Isso fica claro, quando observamos a representagdo matricial desse
vetores. Considere, por exemplo, que o vetor de estado tenha n componentes (
c1,Ca,...,Cy,). Neste caso, o "ket" |1b3 € escrito como um vetor coluna, enquanto
o seu vetor dual "bra" é um vetor linha, conforme indicado abaixo:

C1
Co

W= = w=la g .. &l

Cn

Nesta representacao, todas as propriedades anteriores sdo equivalentes a
operagOes sobre matrizes (ou vetores linha/coluna), como, por exemplo, soma
(subtracdo), multiplicagcdo por escalares e combinagoes lineares dessas
operagoes. O produto interno ("bracket"), como é facil perceber, corresponde a uma
multiplicacao de matrizes, resultando num escalar:
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Propriedades do produto interno

Reescrevemos aqui as propriedade dos produto interno, na notagao de Dirac. Para
os vetores |1)) e |¢), pertencentes ao espaco H, e os escalares « e 3 do campo
complexo F, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1 AP AR P TAY

L. \Y@) = \PI¥)

2. (YPllalg) + BIm) = a@|e) + B{Pin)

Q (AL 0 DN xS LN 0% ]

3. (alo| + B(n))Y) = o™ (dlY) + B (nl¥)

4. (Y|v) > 0sendo igual sé se 1) =0
Se (1p|®) = 0, os vetores sdo ortogonais. Os comprimentos (normas) dos vetores
s80 expressos por:

Norma do vetor:

loll = /().

Vetor normalizado quando:

]| = /() = 1.

Vetores ortonormais:
(ujlur) = i

{1 sej=k

djr, = .
0 caso contrario
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P

3. Satisfaz a relagdo de completeza.

Condigdo 1: Se o conjunto {|p1), [@2), - - -, |¢Pn) } estende todo o espago H, &
possivel escrever um vetor | W) arbitrdrio como uma combingao linear dos vetores
da base

n

V=N
A/LJ

AIr
4
of

&)
<

~a—
~-—

b
Y )]
|

|
i AN

onde os coeficientes da expansao sao numeros complexos dados por

= (¢ |P).
Condigao 2: A conjunto {|¢1 ), |@2), . .., P, )} € dito linearmente independente
quando a equagao

PR I G U T I S N LN
ap|@Pr) T az|@2) T + Gn | n/—

implica que todos os coeficientes séo nulos,¢c; = ¢ =...= ¢, = 0. Em outras
palavras, ndo ha nenhuma combinacgao (ndo trivial) que produza o vetor nulo.

Dimensao do espago O numero de vetores da base fornece a dimensao do
espaco vetorial.

Condigdo 3: Um conjunto ortonormal {|¢1), |¢2), - . ., |¢n) } constitue uma base
se e somente se satisfaz a relagao de completeza
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Procedimento de Gram-Schmidt

Se tivermos um conjunto de vetores {|u; ) } que ndo ¢ ortonormai, é possivel usar o
procedimento de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal a partir desse
conjunto inicial. Para simplificar o entendimento do processo, consideramos um
exemplo com 3 vetores de base (num espacgo de dimensgéao 3).

Comegamos selecionando um dos vetores do conjunto {|u; )} e definindo o vetor:

vrJ

w w

|’I”1\ = |’Il,1\
| 1/ |¥iy/

A partir disso, constroi-se sucessivamente os vetores seguintes da base subtraindo
deles as componentes nas dire¢des ortonais aquelas ja construidas. Neste caso,
por exemplo, as diregdes |ws ) e |ws) sdo construidas subtraindo as componente
na diregdo de |wy ) e |wsy ), conforme:

) — ) — wlu2) oy
(W2 U2) = ey 1 W1/

(w1|us) (wa]us)
|’LU.Q_\ = |uq\ — - |’LU1\ — |’L‘}2\
| 3/ | =2/ &w1|w1> | L/ <'LU2|'LU2> | 4/

Finalmente, para obter um conjunto ortonormal {|v; ) }, nés podemos normalizar
cada um dos vetores |w; ):

iy

|[{w2 |w2)

w1 )
|[{w1 w1 )|

jv1) = ; lve) = |5 |v3) =

De forma geral, para um cojunto finito de vetores {uk} de um espaco vetorial U de
dimenséo d, pode-se escrever os vetores ortonormais { vy, } através da construindo:

k
[ Wrt1) — D iy (Vi|wr) [vi)

: .
| |wry1) — D=1 (vilwgsa) |vi) ||

VK1)
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Algebra de Dirac

Vejamos como expressar vetores inteiramente em termos do kets da base e
manipuiar bras e kets de forma aigébrica.

Representando um ket como bra

Para obter o bra correspondente a um dado ket, |¢) = a|1)), basta tomar o
complexo conjugado:

] . Loz | 1.\

(AN
PoOdUeIimnos wdinpeir escievel u(p/ — (le}/

A o £
1

deve-se tomar um cuidado extra, neste caso:
(arh| = a™ (|

Exercicio sugerido

Suponha que {|u1 ), |u2), |us) } seja uma base ortonormal. Nesta base temos:

lal\ — 97l \ __
¥, — atjul/

¢) = 3[u1) — 2|ua) + 4lug)

a) Ache (| e (¢|.

b) Calcule o produto interno (¢|1) e mostre que igual seu conjugado.

c) Sendo a = 3 + 34, calcule |a)).
o d) Ache as expressdes de [ + @) e [t — ¢)

e) Calcule (atp| e compare com a™ (%|.

o f) Normalize o vetor [1)).

Encontrando os coeficientes da expansao

Da mesma forma que fazemos os vetores do espago Euclidiano, para encontrar as
componentes de um vetor no espaco de Hilber basta fazer o produto escalar
(interno) do vetor com o correspondente verto da base. Em notagao de Dirac, se o
vetor é dado por
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os coeficientes sao dados por

ci = (u;|y)

que podem ser convenientemente escritos na forma
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Note, porém, que um vetor pode ser escrito em termos de diversas bases diferentes

(o vetor tem existéncia indepentende da base) e em cada uma delas os valores das
componentes serao diferentes.

Exemplo

Considere o vetor abaixo, expresso em termos de uma base ortonormal:

[¥) = 2i|u1) — 3[uz) +1i|us)

Neste caso, o velor coluna dos coeficientes representando |1) é dado por

(uq |9) 21
) = | (wa2lv) | = -3
(uz 1) i

Da mesma forma, o vetor dual ("bra") correspondente ao vetor 1)) pode ser
representado na forma de um vetor linha

(@ ]= ((Ylur) (Pluz) (Wlus)) = ((urth)" (ua|)" (us|¥)")

e portanto
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5.6 Operadores lineares

Grandezas fisicas observaveis, que podem ser medidas no laboratério, como
posicao e momento, sdo representandos dentro da estrutura matematica da
mecanica quantica por operadores lineares num espaco vetorial de Hilbert.
Matematicamente, esses operadores sdo mapas que levam (transformam) um
vetor em outro vetor. Isto &, sdo receitas ou regras de transformacgao de um dado
vetor num novo vetor, geralmente diferente do primeiro. Frequentemente usa-se
como simbolo uma letra maiscula com "chapel” (sinal circunflexo) sobre a letra
para indicar um operador. Assim, na notag¢ao de Dirac, escreve-se, por exemplo:

Tly) = |4).

Os operadores que mais nos interessam na MQ sao os operadores lineares. Um

operador T' : H — H. é linear no espaco . se, dados escalares @, 3 € C e

vetores |u), |v) € H, ele satisfaz a relagao:
e 2V T 1P O YNs = | DU U, e = TR
T(alu) + Blv) = aT'lu) + BT|v).

Além disso, os operadores lineare também satisfazem as seguintes relagdes:
(T +8)|u) =T u) + S |u)
(T'S) |u) =T(S |uw))

Operadores atuam tanto nos vetores kets como nos vetores duais bras, seguindo a
seguinte notagao (atencdo para a ordem!):

Tlu) ou (uT

mas nunca (|u) T') ou (T (u| ), que sdo formas incorretas (invélidas)!

Exemplos importantes
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e Operador Identidade: o operador mais simples

1lu) = lu)
1=/ 1%/

¢ Produto externo (definicao): o produto externo entre kets e bras é dado por

NI»

A
D) —
1

~——
N

A

v
note que o produto externo resulta num operador e ndo num escalar! Essa
construcdo sera muito util, como veremos adiante.

e Operador projetor: usando o produto externo, podemos calcular as projecoes
de um dado vetor numa base {u; }, fazendo

A A

D W | \ D I~ )\ — e N2 1\ — Alas )\

... = 1Th; ) Ug 1 — .. \Y) == ;)\ 1Y) 1 = D114;)
(5 198/ \ 2T | / Ui 1) [t VAt A VL WA Indl et Vi

D N \ / i ™ i \ N i \ i \

| o = Y Iy (1 — F o Ivy =Y . c.lu.-y = |v)

*u Lay 1P/ U|A/ Lay CV|Y/ |IA/

¢ Relagao de completeza: usando os resultados anteriores podemos observar
que

. \
=D eilu) L|uz (u; 1) = (Lm uz|)|>

\ =1

n

D w) (w] = 1

1=1

Representacao de operadores

A operacao matematica de transformar um vetor de um espaco vetorial linear num
outro vetor, através da acao de um operador linear, pode ser representada de varias
formas. Uma delas é a representagcao matricial, onde os operadores sao
representados por matrizes quadradas e os vetores por matrizes linhas e colunas.
Neste caso, a transformacao linear torna-se uma mera multiplicagcao dessas
matrizes.

E importante lembrar que, da mesma forma que os vetores do espaco, 0s
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operadores tém existéncia e significado proprios no espaco vetorial e sua agao
independe da representagao ou da base escolhida. Por outro lado, sua
representacao matricial, em geral, depende da base escolhida. Devemos lembrair,
porém, que a forma matricial é apenas uma das representacdes possiveis de um
operador linear.

Representagao matricial

A matriz de um operador numa dada base pode ser obtida a partir da agdo do
operador em cada vetor da base. Assim, se 4'u } representa o conjunto de vetores

da base, as componentes do operador I’ podem ser obtidas através da operagao

A
m PN eal
I = (i1
Lij YL

[P
1 -
|

=J

S
~o—
.

Em um espaco vetorial de dimensao n, as componentes do operador podem ser
arranjadas na forma de uma matriz quadrada n. X n, onde T}, representa o
elemento na linha % e coluna j, conforme:

[Ty T Tln\\
Ty, Ty Ton |
T — (Ti) = I
\T., T, .. T.)
(<u1|T|u1> <u1|T|u2> <u1|T|un>\
<uQT|u1> <u2|T|U2> <u2|T|un>

Exercicio sugerido

Suponha uma base ortonormal {|u1 ), [us) , [us)}, um operador A cuja a agéo ¢ dada por:
Alur) = 2fur); Alug) = 3lur) —ilus)s Alug) = —|up)

Escreve a matriz que representa o operador nesta base.
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Defini¢ao : Trago de um operador

O trago de um operador 1', denotado por Tt ("), é definido como sendo a soma
dos elementos na diagonal principal da matriz que o representa

n
_ e al M N 'm
) =411 T 422 T ... T dpn = D  Li.
i—1

~

Alternativamente, o trago também pode ser escrito como:

M. (7
1 [ | 1
ir{d)

T
i

Exercicio sugerido

0 trago de um operador obedece uma relagao ciclica, como indicado

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB)

Prove isso para o caso de dois operadores A e B, i.e. prove que Tr(AB) = Tr(BA)

Valores esperados

O valore esperado de um operador com relagdo a um estado W é dado por

() = (P|A]P)

Exercicio sugerido

Considere uma particula no estado

e um operador

A=) (ur| — 2ilur) (us| + Jus) (us]

Considerando que {|u;)} é uma base ortonormal, calcule ( A) nesse estado

17 of 25

04/05/2020 06:15



Aulas S5 & S6 - SFI5774

18 of 25

Autovalores e autovetores

Quando um operador age sobre um dado vetor (estado) e o resultado é o mesmo
vetor (estado) multiplicado por um escalar, o vetor é chamado de autovetor
(autoestado) e o escalar de autovalor. Assim, por exemplo, no caso da energia total

No contexto da mecanica quantica, operadores de observaveis fisicos tém como
autovalores o conjunto de todas as possiveis medidas daquela grandeza fisica,
num dado sistema quantico. Os autovetores de um operador sao autoestados do
sistema quantico e sao muito importantes, pois esses autovetores formam uma
base do espaco e permitem represetar qualquer estado do sistema. A seguir temos
uma breve revisao de como calcular autovalores e autovetores, a partir de
conceitos e métodos de Algebra Linear.

Calculo dos autovalores

Dado um operador linear T’ como ja vimos, pode-se sempre representa-lo por uma
matriz T". O conjunto de autovalores \ dessa matriz podem ser determinados
através da equacao caracteristica (também chamada de equacéo secular), para o
determinante abaixo:

det(T— X)) =0

onde I = 1 é a matriz identidade. A solucdo da equacao caracteristica fornece os
autovalores A, que s&o as raizes do polinénimo (caracteristico), indicado acima.

Exercicio sugerido

Escreva o equagao caracteristica e ache os autovalores da matriz
7 —1
A= ]
2 —61

Calculo dos autovetores
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A partir dos autovalores pode-se determinar os autovetores da matriz 7', que pode
ser entao escrita na forma diagonal. Para ilustrar melhor isso, usaremos um
exemplo, a partir do problema proposto a seguir.

Exercicio sugerido

Considere o operador T' = |¢1) (p1| + 2 [p1) {P2| + |h2) (h1], expresso numa base
ortonormal. Ache a matriz T', que representa o operador nesta base, e determine os autovetores
normalizados do operador, com seus autovalores. Considere que o espago é bidimensional.

Antes de seguir, vocé deve resolver o problema proposto acima, em detalhe, pelo
menos até onde puder, para ter certeza de que esta entendo todos os passos
necessarios a resolugao do problema. Ao fazer isso ira encontrar os valores que

usaremos na resolucao que exemplificada o calculo de um dos autovetores, a
seguir
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Exemplo: resolugao dos autovetores

portanto,

Normalizando o vetor temos:

portanto, finalmente, temos:

=

)

<
I

Verifique agora que

Conjugacao Hermitiana

Até agora vimos que um operador age num ket para produzir um novo ket, de
acordo comT" |u) = |v) . Vejamos agora, mais atentamente, sua agdo dentro de
um produto interno (w|v) = <w|T’u> Sabemos que isso resulta num escalar

(nimero) complexo.

Podemos tomar complexo conjugado desse numero, usando a relagao
(w| v) = (v| w)*. Observe atentamente o que ocorre com o operador
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- TN O V-1 SN R A Pt S
(wL'|v) =(v[L|jw) = \’wll !v/
o..“e’fT pronuncia-se "T dagger") é chamado de conjugado Hermitiano, ou

ju
Hermitiado conjugado, ou ainda adjunto do operador T.

Como formar o Adjunto de uma expressao geral?

1. Substitua qualquer constante por seu complexo conjugado.
2. Substitua kets pelos bras associados, e vice-versa.
3. Substitua cada operador por seu Adjunto.

4. Inverta a ordem de todos os fatores na expressao.

O conjugado Hermitiado de uma matriz

Jé sabemos como encontrar a matriz M de um operador M qualquer. Para
encontrar a matriz do Adjunto desse, simbolizada por MT, basta seguir os
seguintes passos:

Matriz Adjunta

. - =T .
1. Calcule a matriz transposta M * , trocando as linhas pelas colunas.

De forma resumida:
M = (MT)"

Propriedade da operagao de transposigao

1.(A+ ) = AT + BT,
2. (AT)T

3. (aA)T = aAT.

4. (AB)T = BT AT.
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Operadores Hermitianos

_"-!' iy
Um operador é dito Hermitiano quando é auto-adjunto: i’ = I'. Isto é quando o

seu adjunto é ele proprio. Para um operador Hemitiano, temos que
(w|T|v) = (v|T|w)
AN |7 \ I

Veremos que os operadores de observaveis fisicos na mecanica quantica devem
ser sempre operadores Hermitianos. Como esse operadores podem ser
representado por matrizes, € interessante ver com determinar se uma matriz é
Hemitiana.

Matriz Hermitiana
Uma matriz M é Hermitiana se satisfaz:
M=M".

Como vimos, M corresponde ao complexo conjugado da matriz transposta.
Portanto, para satisfazer essa condicao, os elementos da diagonal principal da
matriz devem ser todos nimeros reais (ndo complexos). Como consequéncia, o
trago do operador (matriz) serd, necessariamente um ndmero real.

Autovalores de um operador Hermitiano

Pode-se demonstrar que operadores Hermitianos tem autovalores reais (verifique!).
Por conta dessa propriedade, requer-se que todos os observaveis fisicos na
mecanica quantica, sejam representados por operadores Hermitianos. Portanto,
tanto o trago como os autovalores de um operador Hermitiano sdo nimeros reais.

Autovetores de um operador Hermitiano

Outra propriedade importante dos operadores (matrizes) hermetianos é que os
autovalores correspondentes a autovalores diferentes sao ortogonais. Também nao
é dificil demonstrar essa propriedade (verifique!), usando a propriedade anterior,
que os autovalores sdao nimeros reais. Como os autovetores sdo ortogonais, é
possivel, portanto, construir uma base (ortonormal) que gere o espaco.
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Propriedades de operadores hermitianos

1. Autovalores reais
2. Autovetores ortogonais, para autovalores diferentes

3. Autovetores geram o espacgo (podem formar uma base)

Operador anti-Hermitiano
Um operador A é dito anti-Hermitiano se:
T—_ A

A _
A A

Verifique que, neste caso, os elementos da diagonal principal do operador (matriz)
anti-Hermitiano(a) sdo todos nimeros imagindrios puros.

Operadores Normais
Um operador A é dito ser normal se

AAT = AT A,

Claramente, um operador Hermitiano também é um operador normal. Operadores
normais sao interessantes pois ha um teorema importante relacionado a sua
representagao que garante que eles podem ser escritos numa forma chamada de
decomposicao espectral, e que sera bastante util mais adiante. Voltaremos a falar
deles quando discutirmos o processo de diagonalizagdao de um operador.

Operadores Unitarios
Um operador U (de matriz U) é unitario se:

UUt =UU=1
Isso significa que

Ut =u"
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ou seja, que a matriz adjunta é igual a matriz inversa.

Outra importante caracteristica das matrizes unitarias € que as linhas e colunas
dessa matrizes formam um conjunto de vetores ortonormais. Pode-se perceber
ainda que operadores unitarios também sao operadores normais e, portanto,
podem tem uma decomposi¢ao spectral, como veremos depois.

Finalmente, outra caracteristica importante desses operadores € que
geometricamente eles preservam o produto interno entre vetores, com pode ser
facilmente verificado

TT

(U

TT

[v),Ulw)) = (v| U

y
~
__._
.'

Comutadores e anticomutadores

[A, B| = AB — BA.

Se [A, B] = 0, dizemos que os operadores comutam. Dois operadores comutam
se, e apenas se, eles compartilham uma mesma base de autovetores comuns.

Propriedades do comutador

1. [A7B] = _[B7 A]
2.[A+ B,C] =[A,C] + [B,C]
3.[A,BC] = [A, B|C + B[A, C]

A~ ~ ~

S eP representam os operadores posi¢ao e momento linear, entao [X, P] = th, enquanto

=[P, P]=0.

Anticomutador

Define-se o anticomutador { A, B} como sendo

{A,B} = AB + BA.
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Conjunto Completo de Observaveis que Comutam (CCOC)

wn

I
Um conjunto de operadores A, B, C forma um CCCO se todos os st
| !

N e A i -

bpares
.

desses operadores comutam entre si.

VA R
(D Y [ A
[.L),L/ Lﬂ

-

Dl _
.L)JI—

—

~»

A
£1,

Isso implica que existe uma base comum de autovetores que é Unica para todos
eles, exceto por um fator mutiplicativo.

Para avancar para os tépicos das préximas aulas, use o menu de navegacgao ou
clique aqui.
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