Apéndice M

Propriedades de Ondas
Eletromagnéticas no Vacuo

Neste apéndice, vamos ilustrar algumas propriedades mais gerais das ondas eletromagnéticas no
véacuo. Vimos que as Equacoes de Maxwell no vacuo implicam as equagoes de evolucao ondulatoria
para os campos F e B:
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VB - 5z =0 (M.2)

M.1 Solugao Geral no Vacuo

No caso unidimensional em que o campo F apontava na direcdo = e se propagava na direcao z,
haviamos achado a solucao como qualquer fun(;ao F(z — ct). No caso tridimensional, temos que
a solucao geral para 0 campo E serd um vetor F (& — ¢t). Para construir uma quantidade escalar
como argumento de F, pode-se fazer o produto escalar com um vetor de onda k= (kz, ky, k) = ké,
que representara a diregao de propagacao da onda:

A= Elk- (Z—a)] (M.3)

Os campos podem ser escritos como:
E=E(k-Z—wt) = (E,, Ey, E.) (M.4)
B=B(k-&— wt) = (By, By, B) (M.5)

onde w = k - & = ke. Usando a notacao & = k-7— wt, podemos facilmente notar que os campos
acima de fato satisfazem as Eqs. de onda:
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Como w = ke, a Eq. de onda é satisfeita.
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M.2 Direcoes Relativas de E, Be?

Temos agora da Lei de Gauss no vacuo:

. OE, 05 0E,85 OE.d5
V-E=0 9 0z 9 oy 96 92

Usando 96/0x = k, etc., integrando a equacao resultante em § e despresando constantes de inte-
gracao, temos:

0 (M.7)

ko + kyEy + kB, =0 — (M.8)

Portanto, a direcao de polarizacado do campo E ¢ necessariamente perpendicular a direcao de
propagacao da onda. Se, por exemplo, o vetor E apontar na direcao x, ele sé pode se propagar nas
diregoes y ou z.

Como V- B = 0, o mesmo vale para o campo magnético, que também é perpendicular a diregao
de propagacao:

—

k-B=0 (M.9)

Portanto, ambos os campos E e B sao normais a direcao de propagacgao, e definem portanto um
plano perpendicular a k.
Vamos agora considerar a Lei de Faraday:
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Integrando componente a componente em ¢ na segunda e quarta linhas, e ignorando as constantes
de integracao:

wB, = E.k, — B k. (M.11)
wBy = Eyk, — E.k, (M.12)
wB, = Eyk, — Bk, (M.13)

Usando estas componentes de B , temos:
wE-B = (Ey Ey E.) - (WBy,wBy,wB.) = Ey(E.ky — Eyk.) + Ey(Ezk. — E.ky) + E.(Eyk, — Eok,)
= FE,E.ky— E.Eyk. + EyFE k. — EyE.ky + E,Eyk, — E.E ky, =0 (M.14)

Portanto, e I/’ e B também sao perpendiculares entre si e, como vimos anteriormente,
com a direcao de propagacgao k = kc.

Por fim, as Eqgs. [M.13|implicam que wB =k x E ou como ¢ = w/k, temos ¢B =¢x E| Como

os 3 vetores sao perpendiculares entre si, temos que .
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M.2.1 Médulo de B
Podemos obter o médulo de B de outra forma:
w’B® = w’B:+w’B; +w’B
(E.ky — Eyk.)* + (Exk, — E k) + (Eyky — Eiky)?
= E2(ki+k2)+ Ep(k+k2) + E2(k2 + k7)) — 2E,ky Eyky — 2B, kyE.k, — 2E.k. Ek,
Usando Kk, = —FEyk, — E k., temos:
w?B* = Ei(k}+k2)+ EL (ki + k) + E2(K2 + k)
+2E2k} + 2By kyE.k, — 2E kyE.k. + 2E.k.Eyk, + 2E2k2
= B2k} + k) + EJ(kI +k, + k2) + EZ2(k2 + k + k2) + B2k} + 2B,k Eyky + E2k2

(Byky+E:k;)2=E2k2
= (E}+E,+E)(k:+ k. +k2)

_ B2 o B="p on |B= (M.15)
w
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M.2.2 Vetor de Poynting

Como E L B L ¢, estes 3 vetores formam entao um triedro. Além disto B = (¢ x E) /¢, o que define
as diregoes relativas. Vamos examinar por meio das componentes o vetor £ X B, que ja sabemos
ser proporcional a k:

wE x B = (Ey, By, E.) x (E.ky — Eyk., Exk, — E kg, Eyky — Eoky) (M.16)
Vamos calcular a componente x do produto vetorial:
wE x Bl, = E,(Eyk, — E.k,) — E.(Ek. — E.k,)
= E k., — E.Eyky — E.E.k, + E2kx
= (E} + E)ky + Ex(—~Eyky — E.k;) = Bk, (M.17)
N——
Erky

Similarmente para as componentes y e z, portanto:

wE x B = (E?ky, E*ky, B?k.) = E*(ky, ky, k) = Bk (M.18)
Assim
Bx B ZQ;;: E2 (ML19)
Note que
|Ex B|=EB=FE*/c — B=E/c como antes. (M.20)

Por fim, definimos S:

01 4 4
S=—FExB

¢ = eE%C = ué. (M.21)
Ko 0C poc?
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